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du CRIN et de l’INRIA-Lorraine. Je profite de l’occasion qui m’est offerte pour remercier
celles et ceux de Nancy ou d’ailleurs qui, de près ou de loin, en ont facilité la réalisation.
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combinaison s’est consacré à une étude très attentionnée de ce document. Je lui en suis
reconnaissant.





Table des matières

Introduction 9

1 Notions préliminaires 17
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2.4.1 Unification avec restriction linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.4.2 Unification avec symboles libres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
2.4.3 Disunification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2.5 Comparaison des approches par résolution et décision . . . . . . . . . . . . 71
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Introduction

La mise en équations ou plus généralement la spécification d’un problème relève d’une
démarche fondamentale en mathématiques qui est motivée par la connaissance d’une
méthode de résolution dans le domaine de calcul adéquat comme par exemple les termes
du premier ordre, les booléens, les entiers ou les réels. La diversité des domaines fait de la
recherche d’une méthode de résolution, ou algorithme, une expérience difficile à sans cesse
renouveler. Il s’agit d’un problème indécidable en général: on ne peut en effet espérer
trouver un algorithme universel mais il est crucial de trouver des classes de problèmes
décidables.

Ce constat a ainsi ouvert la voie à une activité de recherche en informatique dont
l’objet est la construction d’algorithmes de résolution dans des structures spécifiques et
qui s’inscrit dans une perspective très ambitieuse consistant à automatiser le raisonnement
(mathématique). Dans ce contexte, la résolution d’équations dans des structures abstraites
(de termes), ou unification, est une composante fondamentale de nombreux prouveurs de
théorèmes élaborés à ce jour. L’intérêt s’est d’abord porté sur l’unification syntaxique,
pour laquelle les symboles de fonctions n’ont aucune propriété particulière. Les travaux de
G. Plotkin[Plo72], M. Stickel [Sti85] et ceux de J.-P. Jouannaud et H. Kirchner [JK86] pour
n’en citer que quelques uns, ont permis d’intégrer des théories équationnelles au processus
de déduction afin d’en accrôıtre l’efficacité et l’expressivité grâce à une unification de
nature plus sémantique.

Le souci permanent d’améliorer les systèmes de déduction a ensuite conduit à intro-
duire le concept de contrainte. Le principe du raisonnement avec contraintes consiste à
ne pas calculer les solutions d’un problème mais à garder celui-ci sous la forme d’une
contrainte schématisant l’ensemble des instances admissibles. Il suffit alors souvent de
tester la satisfaisabilité des contraintes avant d’entamer un processus de déduction. La
connaissance d’algorithmes de satisfaisabilité revêt donc dans ce cadre une importance
capitale.

Le raisonnement avec contraintes est aussi un moyen d’utiliser des domaines de cal-
cul spécifiques et de faire coopérer deux formes de déductions distinctes. L’une dépend
fortement d’algorithmes spécialisés disponibles dans le domaine de calcul où s’exprime
les contraintes, alors que l’autre est basée sur des mécanismes plus généraux comme la
résolution, la simplification ou la superposition. Parmi les exemples de domaines de calcul
qui ont été intégrés à la programmation logique avec contraintes [JL87, Col90, DvHS+88],
citons notamment les réels, les domaines finis, l’algèbre de Boole, et plus généralement les
algèbres primales qui sont des algèbres finies permettant d’exprimer toute fonction définie
sur le domaine par un terme. Mais jusqu’à présent, la gestion de plusieurs domaines de
calcul dans les systèmes de déduction se limite au cas où les algorithmes de résolution ne

9



10 Introduction

coopèrent pas ou très peu. Ces algorithmes sont le plus souvent utilisés indépendamment
l’un de l’autre.

L’objet de cette thèse est l’étude de la combinaison des algorithmes de résolution de
contraintes afin d’encore augmenter le pouvoir d’expression des systèmes de déduction.
Le problème est le suivant: comment construire à partir de deux algorithmes de résolu-
tion de contraintes dans deux domaines de calcul, un nouvel algorithme de résolution de
contraintes dans la réunion des deux domaines? Une instance de ce problème est obtenue
en remplaçant la résolution de contraintes par l’unification.

La situation actuelle
Le problème de combinaison a déjà été abordé dans le cadre de l’unification où le

besoin d’outils systématiques pour la construction d’algorithmes [Kir85a] s’est très vite
affirmé. Alors qu’un algorithme d’unification modulo l’axiome de commutativité se déduit
de celui existant pour l’unification syntaxique, il n’en est pas de même pour l’associativité-
commutativité, où l’unification fait appel à la résolution d’équations diophantiennes. De-
vant la complexité du problème, la recherche d’algorithmes d’unification est devenue au fil
des années une activité à part entière ayant pour souci majeur de concevoir des outils pour
leur construction quasi-automatique. Deux voies principales pour une telle construction
ont été explorées:

• Comment transformer un problème d’unification (sémantique) modulo une théorie
en un autre relevant de l’unification syntaxique?

Le concept de surréduction [Hul80] permet de répondre à cette question dans le cas
de théories définies par un système de réécriture convergent.

• Comment construire de façon modulaire un algorithme d’unification dans une théo-
rie équationnelle E1 ∪ E2 en réutilisant les algorithmes existants pour E1 et E2?

C’est ce problème de combinaison d’algorithmes d’unification qui est à l’origine des
travaux exposés dans cette thèse.

De nombreux éléments de réponses, toujours plus complets, ont déjà été apportés mais
pour le mélange de théories disjointes uniquement. C. Kirchner [Kir85a, Kir89] s’est inté-
ressé au mélange de théories admettant des algorithmes d’unification spécifiques. Mais en
général, des restrictions syntaxiques ont d’abord été imposées sur la forme des axiomes.
Le cas des axiomes réguliers et non effondrants fut résolu par K. Yelick [Yel87] et a
permis ainsi de mélanger symboles libres, commutatifs et associatifs-commutatifs. Puis
la méthode fut généralisée aux axiomes réguliers. Enfin, le cas général a été résolu par
M. Schmidt-Schauß [SS89] par la présentation d’un algorithme non-déterministe, qui fut
ensuite rendu déterministe par A. Boudet [Bou90a]. Mais l’abandon progressif des restric-
tions syntaxiques s’est accompagné en contre-partie de la spécialisation des algorithmes
d’unification à combiner. Il faut en effet pouvoir déterminer les solutions satisfaisant une
certaine restriction comme celle de ne pas instancier une variable arbitraire.

Même si le cas général semble avoir été résolu, le problème de la combinaison de l’uni-
fication présente encore un large éventail de perspectives. F. Baader et K. Schulz [BS92]
ont d’ailleurs montré récemment que la condition sur les algorithmes d’unification avec
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restriction pouvait être précisée et qu’il suffisait d’une restriction dite linéaire parce que
fondée sur un ordre total sur les variables x1, . . . , xn1, y1, . . . , yn2 du problème et ce afin
d’éviter l’apparition d’un cycle

y1=
?t1[x1] ∧ x1=

?s1[y2] ∧ · · · yn=?tn[xn] ∧ xn=?sn[y1]

lors du calcul des solutions. Un autre avantage de ce dernier algorithme, inspiré de celui
non-déterministe proposé par M. Schmidt-Schauß, est de s’appliquer aussi bien à la déci-
sion de l’unification qu’à l’unification elle même, ce que ne permettaient pas les approches
précédentes.

Tous ces algorithmes ont cependant un mécanisme commun s’appuyant sur l’hypothèse
que les théories ont des signatures disjointes. Cette condition est primordiale à première
vue car elle permet de déterminer sans ambigüıté la théorie d’un symbole et de décomposer
un problème hétérogène en deux sous-problèmes purs, chacun d’eux formés exclusivement
de symboles dans une théorie. L’opération de purification consiste à remplacer chaque
sous-terme étranger par une nouvelle variable et de rajouter l’équation résolue liant cette
variable et le terme abstrait. Ensuite, l’utilisation conjointe des algorithmes d’unification
sur les sous-problèmes purs fournit deux solutions pures

x1=
?s1 ∧ · · · ∧ xn1=

?sn1

y1=
?t1 ∧ · · · ∧ yn2=

?tn2

qu’il faut combiner pour en extraire une unique solution, elle, hétérogène. C’est dans cette
phase de combinaison des solutions qu’intervient la notion de restriction linéaire.

Derrière l’apparente simplicité de ce mécanisme de combinaison se cachent cependant
de sérieuses difficultés:

• Pourquoi un problème pur peut-il être impunément résolu dans sa théorie alors
qu’en principe il devrait l’être dans le mélange? Autrement dit, ce mécanisme est-il
valide dans l’union des théories?

• Quelle démarche entreprendre lorsqu’une variable se trouve résolue simultanément
dans les deux théories ou lorsque un cycle entre les variables empêche la construction
d’une forme résolue hétérogène?

La diversité du comportement des théories vis-à-vis de ces problèmes explique l’évo-
lution par paliers à laquelle on a pu assister pour la combinaison de l’unification. En fait,
les principes de combinaison, à savoir purification et résolution séparée, s’appliquent avec
plus ou moins de facilité suivant les classes de théories considérées.

Ces principes ont déjà été employés par le passé mais sous une forme simplifiée pour un
autre problème que l’unification. Nelson et Oppen [NO79] d’une part et Shostak [Sho84]
d’autre part se sont intéressés dans les années 1980 à la coopération d’algorithmes de déci-
sion dans des théories du premier ordre, avec pour objectif la vérification de programmes
mélangeant listes, tableaux et réels. La réutilisation des algorithmes se fait là aussi après
avoir transformé une formule hétérogène en deux sous formules pures par l’introduction
de nouvelles variables faisant abstraction de sous-termes étrangers. La coopération des
algorithmes s’effectue au travers des variables, seuls termes partagés par les deux théories
disjointes: on déduit les égalités entre variables puis on les propage dans l’autre théorie.
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Les objectifs
La similitude des algorithmes de combinaison laisse présager de l’existence de principes

applicables au cadre plus général de la résolution des contraintes. Le but de cette thèse
est d’approfondir le champ d’application des principes de combinaison en poursuivant les
objectifs suivants:

• Adapter les principes de combinaison à des problèmes spécifiques. Cette voie a été
ouverte par T. Nipkow [Nip91] pour la combinaison du filtrage dans les théories ré-
gulières. Cette démarche est motivée par le fait que la plupart des théories acceptent
des algorithmes spécialisés beaucoup plus efficaces que les algorithmes d’unification,
dont l’existence même n’est pas toujours garantie.

• Définir un cadre formel - un langage et son interprétation - dans lequel la résolution
de contraintes se fasse par combinaison. Ce problème doit être considéré comme
une extension de celui résolu pour l’unification et les contraintes équationnelles.
Contrairement au premier point, il existe aussi des structures pour lesquelles on
dispose de bien plus qu’un simple algorithme d’unification.

L’objectif de trouver un cadre général à la combinaison de résolveurs de contraintes
est très subjectif puisqu’il dépend fortement de comment est défini un algorithme de
résolution et pour quel type de contraintes. Nous nous limiterons aux algorithmes
de résolution de contraintes symboliques pour lesquels une solution peut toujours
être représentée sous la forme d’une substitution des variables par des termes.

• Etendre la combinaison à des théories à signatures non disjointes.

Cet objectif est particulièrement ambitieux. Il est effet difficile d’imaginer un algo-
rithme d’unification (ou décision de l’unification) modulo l’associativité-commutativité
obtenu à partir de ceux existants respectivement pour l’associativité et la commu-
tativité. Notre but est plus modestement d’établir des conditions sur la forme du
mélange qui permettent de toujours utiliser les mêmes principes de combinaison.

• Justifier l’utilité des méthodes de combinaison en programmation logique et déduc-
tion automatique, par exemple dans le cas où l’on intègre une structure prédéfinie
(comme les booléens) et des opérateurs (éventuellement associatifs-commutatifs)
définis par des égalités ou des règles de réécriture.

Pour cela, nous nous placerons dans le cadre de la surréduction contrainte qui a
l’avantage d’illustrer une autre forme de construction systématique de procédures
de résolution de contraintes.

Plan du travail
Le plan du document est le suivant.

Après cette introduction, le chapitre 1 a pour but de rappeler les concepts utilisés au
cours de cette thèse: algèbre universelle, réécriture, unification, résolution de contraintes
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symboliques.

Le chapitre 2 est destiné à faire la synthèse des connaissances acquises dans le domaine
de la combinaison d’algorithmes d’unification.

Les problèmes liés à l’approche modulaire sont précisés et l’on montre comment ils
ont été résolus en fonction des hypothèses faites sur les théories. Nous mettrons plus
particulièrement l’accent sur les deux approches suivies à ce jour. L’une dite par résolu-
tion conduit à un algorithme déterministe, tandis que l’autre, dite par décision, permet
d’établir un algorithme non-déterministe pour l’unification et la décision de l’unification.
Même si l’approche par résolution est pleinement justifiée pour certaines théories, comme
par exemple les théories régulières et non effondrantes, elle ne l’est pas vraiment dans le
cas général à cause du caractère non-déterministe de la combinaison des solutions. Ces
deux approches relèvent pourtant des mêmes principes pour la résolution des conflits
inter-théories:

• Une variable instanciée dans une théorie est considérée comme une constante libre
dans l’autre théorie.

• Une solution doit satisfaire une restriction linéaire basée sur un ordre <, interdisant
une variable y de figurer dans s si x=?s et x < y.

La seule différence finalement entre les deux approches se situe dans la construction
de la restriction linéaire. Elle est incrémentale dans l’approche par résolution et n’est
réactualisée que lors d’un conflit inter-théories, alors qu’elle est fixée initialement dans
l’approche par décision pour éviter justement que n’apparaissent ces conflits. Nous mon-
trons dans ce chapitre comment l’approche par décision permet d’améliorer sans difficulté
l’algorithme déterministe de combinaison de l’unification, notamment en ce qui concerne
sa preuve de correction et de terminaison.

Le chapitre 3 a pour objectif d’étendre la combinaison d’algorithmes d’unification à
des mélanges de théories non disjointes, problème ouvert jusqu’alors.

Les preuves des algorithmes de combinaison récents sont toutes basées sur l’existence
d’un système de réécriture combiné convergent décrivant l’égalité dans le mélange et l’uti-
lisation de techniques de réécriture. L’étude approfondie de ces preuves nous a conduit à
introduire la notion de théorie décomposable en sous-théories partageant éventuellement
des symboles. L’intérêt d’une théorie décomposable est de pouvoir se représenter à l’aide
d’un système de réécriture combiné formé de sous-systèmes disjoints, c’est-à-dire n’ayant
entre eux aucune paire critique. C’est ce qui permet de s’assurer qu’une équation pure
peut se résoudre dans sa théorie sans perte de généralité.

Reste le problème de la combinaison des solutions. Une variable est désormais instan-
ciée dans les deux théories si elle l’est par un terme formé de symboles partagés. L’idée
consiste alors à imposer, a priori, ce type d’instanciation. Sous l’hypothèse de n’avoir
qu’un nombre fini d’instanciations par des termes partagés à effectuer, nous construisons
deux algorithmes de combinaison complets pour une théorie décomposable. L’un, itératif,
s’applique uniquement à l’unification alors que l’autre, non-déterministe, s’applique aussi
à la décision de l’unification. Le mélange de théories avec constantes partagées est un cas
particulier des deux approches.



14 Introduction

Le chapitre 4 est consacré à la combinaison de certains algorithmes de décision. L’ap-
proche suivie au cours de ce chapitre, permet entre autre d’obtenir un nouvel algorithme
de combinaison du filtrage s’appliquant aussi au problème de décision du filtrage dans
l’union de deux théories, ce en quoi il diffère de celui proposé par T. Nipkow pour les
théories régulières.

Le problème de filtrage, bien que pouvant se ramener à celui de l’unification avec
constantes, est très spécifique puisqu’il existe des théories dont le filtrage est finitaire (resp.
décidable) alors que l’unification est infinitaire (resp. indécidable), et inversement. Une
autre motivation pour étudier comment combiner des algorithmes de filtrage s’explique
par l’efficacité dont ils font preuve en comparaison de ceux disponibles pour l’unification.
Mais contrairement aux apparences, ce problème n’est pas une simple instance de celui
abordé au chapitre 2 pour l’unification. Il ne suffit pas en effet de remplacer unification
par filtrage dans l’algorithme de combinaison pour obtenir un algorithme (complet) de
combinaison du filtrage. Ce comportement s’explique par la perte de spécificité que l’on
constate en appliquant sans y prendre garde les principes de combinaison sur une équation
de filtrage (ou filtre-équation) s=?t où t est par définition un terme clos:

• La purification du terme s avec variables introduit une nouvelle équation résolue
x=?s′, qui n’est plus une filtre-équation.

Cette étape étant, nous semble-t-il, incontournable pour la combinaison, nous allons
plutôt chercher à résoudre des problèmes de filtrage étendu composé à la fois de
filtre-équations et d’équations résolues.

• La purification d’un terme clos t a pour conséquence de le remplacer par un terme
avec variables.

Le terme t sera préalablement remplacé par une forme canonique appelée forme
réduite par couches. Elle est mise en correspondance pour la première fois avec la
notion de forme normale suivant le système de réécriture combiné, qu’elle remplace
avantageusement car elle peut se calculer.

• Deux variables x et y faisant abstraction de deux termes avec variables peuvent
s’identifier par x=?y dans une théorie et engendrer ainsi dans l’autre théorie un
problème d’unification s′=?s′′ si x=?s′ ∧ y=?s′′.

Pour éviter une telle situation, nous allons introduire une classe de théories dites
partiellement linéaires avec des propriétés de linéarité permettant de ne pas avoir à
considérer ces identifications.

L’algorithme de combinaison du filtrage que nous proposons est complet pour la classe
des théories partiellement linéaires qui inclut théories linéaires et théories régulières non
effondrantes. Nous montrons ensuite que ce résultat ne peut pas être élargi à d’autres
théories sans avoir à engendrer un problème d’unification.

Nous concluons ce chapitre en donnant une version non-déterministe de l’algorithme
de Nelson et Oppen s’appuyant là encore sur une phase d’identification des variables si-
milaire à celles nécessaires à l’unification, au filtrage et au problème du mot.

Le chapitre 5 est dédié à l’étude de la résolution de contraintes symboliques dans des
structures à domaine fini.
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Nous commencerons par rappeler les travaux récents de T. Nipkow [Nip90] et W. Bütt-
ner [BES+90] concernant la résolution de contraintes dans les algèbres primales.

T. Nipkow a étudié plus particulièrement l’unification en montrant comment étendre
les méthodes déjà anciennes concernant les algèbres booléennes. La question fut alors
posée de savoir comment combiner un algorithme d’unification dans les algèbres primales
à un algorithme d’unification dans une théorie équationnelle. Cette question en amène
tout naturellement une autre: existe-t-il une présentation équationnelle à toute algèbre
primale? On montre que toute algèbre primale est l’algèbre initiale d’une présentation
équationnelle ω-complète, ce qui explique par la même occasion pourquoi il est possible
de confondre algèbre de Boole et théorie booléenne dans le contexte de l’unification.

W. Büttner replace les algèbres primales dans le contexte plus général de la résolu-
tion de contraintes dans les algèbres finies en donnant un algorithme ayant la propriété
de minimiser le nombre de variables introduites dans la solution. L’algorithme que nous
proposons s’en inspire fortement mais présente toutefois l’avantage de résoudre symbo-
liquement et uniformément n’importe quel type de contraintes en dissociant le calcul
des solutions de celui de la construction d’une solution symbolique. Cela permet ensuite
de l’appliquer directement aux pseudo-booléens, une forme de combinaison des booléens
et des entiers, et plus généralement à toute autre structure plongeant une ou plusieurs
algèbres primales dans les entiers.

Nous disposons donc de résolveurs de contraintes symboliques que l’on va chercher à
combiner à la manière de ce qui est fait pour les algorithmes d’unification. Pour cela, nous
devons définir un langage de contraintes et une sémantique.

Le chapitre 6 est donc consacré à la définition d’un langage de contraintes combiné
pour lequel la résolution symbolique s’effectue par appel à des résolveurs de contraintes
dans des sous-structures.

L’objectif est de construire une structure qui soit une extension conservative préser-
vant la validité des contraintes pures. C’est ce qui nous a incité à prendre pour domaine
une algèbre de termes quotientée par la théorie équationnelle dont les axiomes sont les
égalités valides dans l’une ou l’autre des sous-structures. L’interprétation des prédicats
est définie sur ce domaine en fonction de la validité de la formule atomique pure obtenue
par normalisation et abstraction des sous-termes étrangers.

Dans le langage de contraintes combiné ainsi construit, nous obtenons un résolveur de
contraintes symboliques par combinaison des résolveurs de contraintes symboliques avec
restriction linéaire.

En guise d’illustration, nous montrons comment adapter pour le combiner le résolveur
de contraintes dans les algèbres finies vu au chapitre 5. Pour tenir compte d’une restriction
linéaire, nous utilisons un algorithme d’élimination de constante, équivalent à un problème
de filtrage sur des termes éliminants, que l’on résout grâce à l’algorithme d’unification.

Finalement, nous montrons que le partage des constantes s’applique à la combinaison
de structures ayant une intersection des domaines non vide.

Le chapitre 7 présente comment incorporer un résolveur de contraintes dans une struc-
ture prédéfinie aux mécanismes de réécriture et de surréduction.

La forme de spécification basée sur une structure prédéfinie que nous étudions regroupe
des propriétés exprimées équationnellement ou par règles de réécriture avec contraintes
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dans la structure prédéfinie. Le choix d’une sémantique opérationnelle s’est naturellement
portée sur une relation de réécriture modulo une congruence entre termes hétérogènes qui
tient compte de l’égalité dans la structure prédéfinie, des nouveaux symboles et de leurs
propriétés équationnelles C. C’est ce qui nous conduit à définir une extension conservative
du langage de base qui est un langage combiné.

Le langage de contraintes associé à une spécification basée sur une structure prédéfinie
admet alors une procédure de résolution de contraintes fonctionnant sur deux niveaux
d’incrémentalité:

• surréduction utilisant la résolution de contraintes dans le langage combiné,

• résolution dans le langage combiné par combinaison d’un résolveur de contraintes
du langage de base et d’un algorithme d’unification modulo C.

Mais pour que cette procédure soit correcte et complète, il faut pouvoir vérifier la
terminaison et la confluence de la relation de réécriture.

En conclusion, nous résumons les apports et explorons un certain nombre de perspec-
tives de recherche.



1
Notions préliminaires

Nous présentons dans ce chapitre les notions préliminaires aux thèmes abordés au
cours de ce document. Nous y introduisons notamment les termes du premier ordre,
les Σ-algèbres ainsi que les langages de contraintes. Nous rappelons également divers
résultats classiques concernant l’algèbre universelle, la réécriture et l’unification. Pour
plus de détails, le lecteur est invité à se reporter à [DJ90a] pour la réécriture et à [JK91]
pour l’unification.

Ce chapitre a aussi pour objectif de fixer la terminologie et les notations utilisées par
la suite.

1.1 Algèbres Universelles
Deux types de relations seront utilisées dans ce document: les relations d’équivalence

et les ordres.
Etant donnée une relation binaire→ sur un ensemble T dont les éléments sont t, t′, . . .,

on note← la relation inverse de→,
+−→ sa fermeture transitive,

∗−→ sa fermeture réflexive
transitive, ←→ sa fermeture symétrique et

∗←→ sa fermeture réflexive, symétrique et
transitive. La composition des relations →1 et →2 est notée →1 ◦ →2.

Une relation binaire ∼ réflexive, symétrique et transitive est une relation d’équivalence.
Un ordre > est une relation binaire irréflexive, antisymétrique et transitive. Un préordre
≥ est une relation binaire réflexive et transitive.

1.1.1 Algèbres
Soit S un ensemble d’indices. Un ensemble S-indexé est une famille d’ensembles, un

pour chaque s ∈ S que l’on notera (As)s∈S . Une fonction S-indexée entre deux ensembles
S-indexés A et B est une fonction α : A→ B telle que ∀a ∈ As, α(a) ∈ Bs. Un élément
a d’un ensemble S-indexé A est indexé par s ∈ S si a ∈ As.

Les éléments de S seront désormais appelés symboles de sortes.

Définition 1.1 Une signature est un triplet Σ = (S,F ,P) tel que

• S est un ensemble de symboles de sortes.

• F =
⋃

n≥0(F)n est un ensemble de symboles de fonctions S∗ × S-indexé tel que tout
symbole f ∈ (F)n est indexé par (s1, . . . , sn, s), ce qu’on note f : s1, . . . , sn → s et
appelle profil de f . L’entier n est appelé arité de f , notée |f |.

17
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• P est un ensemble de symboles de prédicats S∗-indexé tel que tout symbole p ∈ P
a un unique index (s1, . . . , sn), ce qu’on note p : s1, . . . , sn et appelle profil de p.
L’entier n est l’arité de p, notée |p|.

Un symbole de fonction a une arité fixe mais plusieurs profils alors qu’un symbole de
prédicat a une arité unique et un seul profil. Nous avons choisi d’introduire immédiatement
une information de sorte et la possibilité de surcharger des symboles de fonctions. Cela
facilitera ensuite la définition des algèbres à sortes ordonnées.

Les symboles de fonctions d’arité nulle sont notés a, b, c, . . . et appelés constantes, les
autres seront notés f, g, h, . . ..

Soit Σ = (S,F ,P) une signature.

Définition 1.2 Une (S,F)-algèbre A est un domaine A = (As)s∈S muni d’un ensemble
de fonctions FA tel que pour tout symbole f ∈ F correspond une fonction fA : A|f | → A
pour laquelle si f est de profil f : s1, . . . , sn → s et (a1, . . . , an) ∈ As1 × · · · × Asn alors
fA(a1, . . . , an) ∈ As.

Lorsque S est un singleton, cet ensemble sera souvent omis et l’on parlera simplement
de F -algèbre. Cette remarque est valable pour toutes les notations qui seront définies à
l’aide d’un ensemble de sortes S.

Une application qui respecte la structure de (S,F)-algèbre est un homomorphisme.

Définition 1.3 Etant données deux (S,F)-algèbres A et B, une application S-indexée θ
de A vers B telle que

∀f ∈ F , ∀a1, . . . , an ∈ A, θ(fA(a1, . . . , an)) = fB(θ(a1), . . . , θ(an))

est un homomorphisme de A vers B.

Définition 1.4 Une algèbre A d’une classe de (S,F)-algèbres est libre sur un ensemble
S-indexé X si pour toute application S-indexée θ : X → B, il existe un unique homomor-
phisme ν : A→ B tel que θ et ν cöıncident sur X .

Une algèbre libre est unique à un isomorphisme près si elle existe. On peut donc parler
sans ambiguité de la (S,F)-algèbre libre sur X .

Par la suite, les éléments de X seront appelés variables et notés x, y, z, . . .

1.1.2 Termes
Définition 1.5 Etant donnés une signature Σ = (S,F ,P) et un ensemble S-indexé X
de symboles de variables, l’ensemble des termes (du premier ordre) T (S,F ,X ) est le
plus petit ensemble contenant X tel que f(t1, . . . , tn) est dans T (S,F ,X ) si f ∈ F et
t1, . . . , tn ∈ T (S,F ,X ).

L’ensemble des termes sans variables, appelé termes clos est noté T (S,F).

Il est clair que T (S,F ,X ) peut être muni d’une structure de (S,F)-algèbre, et notée
T (S,F ,X ). Dans la classe de toutes les (S,F)-algèbres, T (S,F ,X ) est l’algèbre libre sur
X . Une assignation S-indexée α : X → A s’ étend de façon unique en un homomorphisme
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α de T (S,F ,X ) vers A. La restriction d’une assignation α à une ensemble de variables
V ⊆ X est notée α|V . Cette notation s’étend aux ensembles d’assignations. L’ensemble
de toutes les assignations est noté ASSX

A , ou simplement ASSA lorsque il n’y a pas
d’ambiguité.

Définition 1.6 L’ensemble V(t) des variables d’un terme t est défini inductivement par:

• V(t) = ∅ si t ∈ (F)0,

• V(t) = {x} si t ∈ X ,

• V(t) =
⋃n

i=1 V(ti) si t = f(t1, . . . , tn).

Un terme peut être vu comme un arbre fini étiqueté.

Arbres, sous-arbres, positions

Définition 1.7 Soit N+ l’ensemble des entiers strictement positifs, N∗+ le monöıde libre
engendré par N+, ϵ le mot vide et . l’opération de concaténation. Pour tous p, q ∈ N∗+, p
est un préfixe de q, ce que l’on note p ≤ q, s’il existe q′ ∈ N∗+ tel que q = p.q′. p est un
prefixe strict de q, noté p < q, si p ≤ q et p ̸= q. Si p ̸≤ q et q ̸≤ p, p et q sont disjointes
ou incomparables, ce qu’on note p ✶ q.

Un arbre sur F ∪ X est une application t d’une partie non vide Pos(t) de N∗+ dans
F ∪ X telle que :

1. Pos(t) est clos par préfixe.

2. Pour tout p ∈ Pos(t) et tout i ∈ N+, p.i ∈ Pos(t) si et seulement si t(p) = f ∈ F
et 1 ≤ i ≤ |f |.

Pos(t) est appelé ensemble des positions de t, et t est fini si Pos(t) l’est. La taille |t| d’un
terme t est dans ce cas le cardinal de Pos(t).

L’ensemble des arbres finis sur F ∪X peut être muni naturellement d’une structure de
(S,F)-algèbre isomorphe à T (S,F ,X ). On parlera donc dorénavant indifférement d’arbre
ou de terme.

Définition 1.8

• Pour tout terme t et toute position p ∈ Pos(t), t(p) est appelé symbole à la position
p dans t. t(ϵ) est également appelé symbole de tête de t.

• On appelle sous-terme de t à la position p ∈ Pos(t), le terme noté t|p, et défini par
t|p(q) = t(p.q). t|p est un sous-terme strict de t si p ̸= ϵ.

• Si t(ϵ) = f ∈ F , on notera t sous la forme f(t|1, . . . , t|n) où n = |f |.
• Une position p de t est variable si t(p) ∈ X . L’ensemble des positions variables de

t est noté VPpos(t) alors que l’ensemble des positions non variables de t est noté
FPos(t).
Une position p de t est constante si t(p) ∈ (F)0. L’ensemble des positions constantes
de t est noté CPos(t).

La notation t[s]ω est utilisée pour signifier que t contient s comme sous-terme à la
position ω et la notation t[ω ←↩ s] pour faire remarquer que le sous-terme t|ω a été
remplacé par s dans t.
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1.1.3 Substitutions
Une substitution est un endomorphisme de T (S,F ,X ) dont la restriction à X est

l’identité presque partout, c’est-à-dire sauf sur un sous-ensemble fini de X . Les substitu-
tions seront notées par des lettres grecques minuscules, σ, µ, γ,φ, . . . La notation postfixe,
i.e. tσ, est utilisée pour l’application d’une substitution σ à un terme t. Une substitution
bijective est un renommage. Une substitution σ est idempotente si σσ = σ.

On appelle domaine d’une substitution σ l’ensemble Dom(σ) = {x ∈ X | xσ ̸= x}
et codomaine d’une substitution σ l’ensemble Ran(σ) = {xσ | x ∈ Dom(σ)}. L’ensemble
des variables introduites par une substitution σ est VRan(σ) = ∪x∈Dom(σ)V(xσ).

La restriction de σ à un ensemble de variables V , notée σ|V , est définie par xσ|V = xσ
si x ∈ V et xσ|V = x sinon.

Le préordre de filtrage ou de subsomption est défini par s ≤ t s’il existe une substitution
σ telle que sσ = t.

1.1.4 Algèbres à sortes ordonnées
Lorsque l’ensemble des sortes S d’une signature Σ = (S,F ,P) est partiellement or-

donné par ≤, on dit que Σ est une signature ordo-sortée.

Définition 1.9 Soit Σ = (S,F ,P) une signature pour laquelle S est un ensemble par-
tiellement ordonné par ≤. Une Σ-algèbre ordo-sortée est une (S,F)-algèbre telle que le
domaine A = (As)s∈S vérifie

∀s, s′ ∈ S, As ⊆ As′ si s ≤ s′.

Il faut cette fois construire un ensemble de termes bien formés.
Un Σ-terme de sorte s est soit une variable de sorte s′ avec s′ ≤ s, soit de la forme

f(t1, . . . , tn) où f : s1, . . . , sn → s′ est un profil de Σ avec s′ ≤ s, et chaque ti est un Σ-
terme de sorte si, pour i = 1, . . . , n. L’ensemble des Σ-termes construits sur un ensemble
de variables X est noté T (Σ,X ). On écrit en général t : s pour préciser qu’un terme t est
de sorte s.

Une signature Σ est régulière si tout Σ-terme t possède une plus petite sorte que l’on
désigne par ls(t). On restreint ici notre attention aux signatures ordo-sortées régulières.

L’ensemble des termes T (Σ,X ) peut être muni naturellement d’une structure de Σ-
algèbre, notée T (Σ,X ), qui est l’algèbre libre sur X de la classe de toutes les Σ-algèbres
ordo-sortées.

Une Σ-substitution est un endomorphisme de T (Σ,X ).

1.1.5 Validité
La notion de validité est définie pour une (S,F)-algèbre, et donc a fortiori pour les

Σ-algèbres ordo-sortées.

Définition 1.10 Une paire de termes (l, r) est appelé égalité, axiome ou équation suivant
le contexte, et notée (l = r).
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Définition 1.11 Une (S,F)-algèbre A valide une égalité s = t, noté A |= s = t ou plus
simplement s =A t si ∀α ∈ ASSX

A , α(s) = α(t) et satisfait une égalité s = t s’il existe
α ∈ ASSX

A telle que α(s) = α(t). Une (S,F)-algèbre A est un modèle d’un ensemble
d’égalités E si elle valide toutes les égalités de E.

On note T h(A) l’ensemble des égalités valides dans une (S,F)-algèbre A et Mod(E)
la classe des (S,F)-algèbres qui sont modèles de E.

1.2 Théories équationnelles
Soit E un ensemble d’égalités de T (S,F ,X ), appelés dans ce contexte, axiomes.

Définition 1.12 Etant donnée une signature Σ = (S,F ,P), une présentation équation-
nelle est un couple (F , E) telle que E est un ensemble d’axiomes de T (S,F ,X ).

Le problème de validité dans Mod(E) consiste à décider si une égalité s = t est valide
dans tout modèle de E. Ce problème peut se ramener à des considérations syntaxiques.

Définition 1.13 Etant donnée une présentation équationnelle (F , E), on appelle théorie
équationnelle engendrée par (F , E) ou E-égalité et on note =E la plus petite congruence
sur T (S,F ,X ) contenant toutes les égalités (lσ = rσ) où (l = r) est un axiome de E et
σ une substitution quelconque.

Le théorème suivant est le fondement de la logique équationnelle. Il relie le problème
sémantique de la validité d’une égalité dans une classe de modèles au problème syntaxique
de la E-égalité.

Théorème 1.1 (Birkhoff [Bir35], Complétude du raisonnement équationnel) s = t est
valide dans Mod(E) si et seulement si s =E t.

La E-égalité peut encore être obtenue par le remplacement d’égal par égal décrit ci-
après.

Définition 1.14 Etant donné un ensemble d’axiomes E, on note←→E la relation binaire
symétrique sur T (S,F ,X ) définie par s ←→E t si il existe un axiome (l = r) de E, une
position ω de s et une substitution σ tels que s|ω = lσ et t = s[rσ]ω.

Remarque 1.1 s =E t⇔ s
∗←→E t.

Par abus de langage et de notation, on confond souvent la théorie équationnelle =E,
la présentation équationnelle (F , E) et l’ensemble des axiomes E.

L’ensemble des classes de congruence de E dans T (S,F ,X ) peut être muni naturel-
lement d’une structure de F -algèbre, notée T (S,F ,X )/ =E, qui est l’algèbre libre sur X
de la classe des (S,F)-algèbres modèles de E.

On donne à présent les caractérisations des principales classes de théories.

Définition 1.15 Une théorie E est
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• effondrante s’il existe un terme non variable E-égal à une variable,

• simple si aucun terme n’est E-égal à l’un de ses sous-termes stricts,

• régulière si pour tout couple (s, t) de termes E-égaux, V(s) = V(t),

• linéaire si pour tout couple (s, t) de termes E-égaux, s et t sont linéaires,

• triviale si tous ses modèles ont un support réduit à un élément, c’est-à-dire si x = y
est valide dans Mod(E).

Toutes les théories évoquées dans le reste du document sont supposées non triviales
ou consistantes.

Rappelons les définitions des axiomes les plus couramment utilisés:

Abbréviation Nom Définition
A(f) Associativité f(f(x, y), z) = f(x, f(y, z))
C(f) Commutativité f(x, y) = f(y, x)
Dd(f, g) Distributivité droite f(g(x, y), z) = g(f(x, z), f(y, z))
Dg(f, g) Distributivité gauche f(z, g(x, y)) = g(f(z, x), f(z, y))
D(f, g) Distributivité Dg(f, g) ∪Dd(f, g)
I(f) Idempotence f(x, x) = x
InvD(∗, e) Inverse Droit x ∗ i(x) = e
InvG(∗, e) Inverse Gauche i(x) ∗ x = e
Nd(∗, e) Neutre droit x ∗ e = x
Ng(∗, e) Neutre gauche e ∗ x = x

et les théories mélangeant plusieurs axiomes:

Nom Définition
AG Groupe abélien A(∗), C(∗), InvD(∗, e), Ng(∗, e)
BR Anneau booléen A(+), C(+), Nd(+, 0), InvG(+, 0),

A(∗), C(∗), Nd(∗, 1), I(∗), Dd(∗, +)
DA D(∗, +), A(+)

Le concept de théorie équationnelle s’étend aux ensembles d’axiomes E de T (Σ, X), où
Σ désigne une signature ordo-sortée. On parle alors de Σ-axiomes ordo-sortés et de présen-
tation équationnelle ordo-sortée, notée (Σ, E). La définition d’une théorie équationnelle
engendrée par un ensemble d’axiomes E ordo-sortés est obtenue à partir de la définition
d’une théorie équationnelle en remplaçant les notions de termes et substitutions par celles
de Σ-termes et Σ-substitutions.

La généralisation aux Σ-algèbres du théorème de complétude du raisonnement équa-
tionnel nécessite quelques précautions comme celle de supposer que toute sorte s ∈ S est
non vide, c’est-à-dire qu’il existe au moins un terme de cette sorte s.

L’extension du concept de remplacement d’égal par égal au cas ordo-sorté n’est pas
complètement immédiate.

Définition 1.16 Etant donné un ensemble de Σ-axiomes E, on note ←→E la relation
binaire symétrique sur T (Σ,X ) définie par s ←→E t s’il existe un Σ-axiome (l = r) de
E, une position ω de s et une substitution σ tels que
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• s|ω = lσ,

• il y a une sorte s pour laquelle s[ω ←↩ x] ∈ T (Σ,X ) et x, lσ, rσ sont des termes de
sorte s,

• t = s[rσ]ω.

Dans notre contexte, les Σ-axiomes de E sont supposés universellement quantifiés sur
X .

1.3 Définition et propriétés des systèmes de réécri-
ture

Nous donnons d’abord quelques propriétés abstraites liées aux relations binaires dont
nous aurons besoin par la suite. Ces notions seront essentiellement utilisées pour les sys-
tèmes de réécriture.

1.3.1 Relations binaires sur un ensemble
Soit → une relation binaire sur un ensemble T , avec par exemple T = T (S,F ,X ).

Définition 1.17 Un élément t de T est réductible par → s’il existe t′ dans T tel que
t → t′. Dans le cas contraire, il est irréductible. On appelle forme normale de t tout
élément t′ irréductible tel que t

∗−→ t′. Lorsque un terme t a une unique forme normale,
celle-ci est notée t ↓.

Propriété de Church-Rosser

La question que l’on se pose est de savoir si t
∗←→ t′. L’idéal serait de calculer une

forme normale de chacun des éléments et de tester si elles sont égales. Cela n’est possible
que si d’une part une forme normale existe pour tout élément, et si d’autre part elle
est unique. Les formes normales existent dès que → termine, c’est-à-dire qu’il n’existe
pas de suite infinie (ti)i≥1 d’éléments de T telle que t1 → t2 → · · ·. Dans le cas où une
forme normale existe, son unicité est assurée par la propriété de Church-Rosser ou par la
confluence qui est une propriété équivalente.

Définition 1.18

1. → a la propriété de Church-Rosser si

∗←→ ⊆ ∗−→ ◦ ∗←−

2. → est confluente si
∗←− ◦ ∗−→ ⊆ ∗−→ ◦ ∗←−

3. → est localement confluente si

← ◦ → ⊆ ∗−→ ◦ ∗←−
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4. → est convergente si → termine et a la propriété de Church-Rosser.

La confluence est une propriété difficile à tester. En pratique, le test de confluence se
fait localement grâce au théorème suivant:

Théorème 1.2 (Newman 1942 [New42]) Si → termine, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. → a la propriété de Church-Rosser,

2. → est confluente,

3. → est localement confluente,

4. ∀t, t′ ∈ T : t
∗←→ t′ ⇔ t ↓= t′ ↓.

Propriété de Church-Rosser modulo une relation d’équivalence

On considère →R et ←→E deux relations binaires sur T , dont l’une, ←→E, est une
relation d’équivalence. Le problème que l’on aborde ici est de déterminer comment décider
de t (←→R ∪ ←→E)∗ t′ en fonction d’une procédure de décision pour ←→E.

On note ←→R∪E la relation ←→R ∪ ←→E , et →R/E la relation
∗←→E ◦ →R ◦ ∗←→E

simulant la relation induite par →R sur les classes d’équivalence de
∗←→E .

La première idée serait de calculer comme précédemment des formes normales par la
relation →R/E puis de tester leur égalité modulo la relation d’équivalence

∗←→E. Il n’est
plus possible d’avoir unicité des formes normales mais seulement unicité modulo une classe
d’équivalence. La propriété de Church-Rosser doit donc être adaptée en conséquence.

Définition 1.19 →R/E a la propriété de Church-Rosser modulo E si

∗←→R/E ⊆
∗−→R/E ◦

∗←→E ◦ ∗←−R/E

Dans la pratique, on simule la relation →R/E par une relation →S plus faible satisfai-
sant →R⊆→S⊆→R/E . On a alors une propriété de Church-Rosser modulo E pour →S,
ainsi qu’une notion de confluence qui n’implique plus la propriété de Church-Rosser. Pour
la récupérer, il faut introduire une nouvelle propriété appelée cohérence qui assure que si
t est irréductible par→S et t

∗←→E t′, alors t′ est aussi irréductible par→E . On note t ↓S
une forme normale de t par la relation ↓S.

Définition 1.20

1. →S a la propriété de Church-Rosser modulo E si

∗←→R/E ⊆
∗−→S ◦

∗←→E ◦
∗←−S

2. →S est confluente modulo E si

∗←−S ◦ ∗−→S ⊆ ∗−→S ◦ ∗←→E ◦ ∗←−S

3. →S est cohérente avec ←→E modulo E si

∗←−S ◦
∗←→E ⊆

∗−→S ◦
∗←→E ◦

∗←−S
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4. →S est localement confluente avec →R modulo E si

←S ◦ →R ⊆
∗−→S ◦

∗←→E ◦
∗←−S

5. →S est localement cohérente avec ←→E modulo E si

←S ◦ ←→E ⊆ ∗−→S ◦ ∗←→E ◦ ∗←−S

6. →S est convergente modulo E si→S termine et→S a la propriété de Church-Rosser
modulo E.

Théorème 1.3 (J.-P. Jouannaud & H. Kirchner [JK86]) Si →R/E termine, alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. →S a la propriété de Church-Rosser modulo E,

2. →S est confluente modulo E et →S est cohérente avec ←→E modulo E,

3. →S est localement confluente avec→R modulo E et localement cohérente avec←→E

modulo E,

4. ∀t, t′ ∈ T : t
∗←→R∪E t′ ⇔ t ↓S ∗←→E t′ ↓S.

Ordres nœthériens

On rappelle qu’un ordre > est une relation binaire irréflexive, antisymétrique et tran-
sitive.

Définition 1.21 Un ordre > sur T est nœthérien s’il n’existe pas de suite infinie (ti)i≥1

d’éléments de T telle que t1 > t2 > . . .

La construction d’ordres nœthériens peut éventuellement se faire par extension.
L’extension lexicographique permet par exemple de comparer des uplets.

Définition 1.22 Soient n ensembles ordonnés (Ti, >i)i=1,...,n. Le produit cartésien or-
donné lexicographiquement (T1 × · · ·× Tn, >lex) est défini par :

(s1, . . . , sn) >lex (t1, . . . , tn)

s’il existe i, 1 ≤ i ≤ n tel que si >i ti et ∀j, 1 ≤ j ≤ i, sj = tj.

Proposition 1.1 Si >i est nœthérien pour i = 1, . . . , n alors >lex l’est aussi.

Pour comparer des objets de tailles arbitraires, on introduit la notion de multi-ensemble
sur T qui est une application de T vers N. Un ordre sur T peut être facilement étendu à
un ordre sur les multi-ensembles sur T .

Définition 1.23 Soit > un ordre sur T . L’ordre multi-ensemble est défini par L >mult M
si L ̸= M et (M(y) > L(y)⇒ ∃x ∈ T, x > y et L(x) > M(x)).

Proposition 1.2 Si > est nœthérien alors >mult l’est aussi.
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1.3.2 Systèmes de réécriture
L’idée centrale de la réécriture est d’imposer une direction dans l’utilisation d’axiomes.

Définition 1.24

• Une règle de réécriture est une paire de termes orientée, noté g → d, où g est le
membre gauche de la règle et d son membre droit.

• Un système de réécriture sur les termes est un ensemble de règles de réécriture.

• La relation de réécriture →R associée à un système de réécriture R est définie par :
t→R t′ s’il existe une position ω dans t, une règle g → d dans R et une substitution
σ telles que t|ω = gσ et t′ = t[dσ]ω. Si on veut préciser la position, la règle et la
substitution, alors on écrira t→R,ω,g→d,σ t′.

• L’ensemble des variables d’une règle g → d, noté V(g → d), est défini par V(g) ∪
V(d).

• Une règle de réécriture est linéaire à gauche si son membre gauche est linéaire. Un
système de réécriture est linéaire à gauche si toutes ses règles le sont.

• La tête d’une règle est la tête de son membre gauche.

Par application du théorème 1.2, si la relation de réécriture →R est convergente, alors
pour décider de l’égalité t

∗←→R t′, il suffit de calculer les formes normales t ↓R et t′ ↓R
puis de les comparer.

Définition 1.25 Un système de réécriture R est convergent (resp. est confluent, termine)
si la relation de réécriture →R est convergente (resp. est confluente, termine).

1.3.3 Terminaison
La convergence requiert la terminaison. Cette propriété est indécidable en général

même pour un système de réécriture réduit à une seule règle linéaire à gauche, comme l’a
montré M. Dauchet [Dau89]. On peut néanmoins prouver la terminaison dans certain cas
au moyen d’un ordre sur les termes.

Définition 1.26 Un ordre de réécriture sur les termes est un ordre > stable par contexte
et par instanciation: pour tous termes t, t′, u et toute substitution σ,

t > t′ =⇒ u[tσ]p > u[t′σ]p

Un ordre de réduction est un ordre de réécriture nœthérien.

On assure la terminaison de la réécriture en orientant les règles de manière à ce que
toute règle g → d vérifie g > d où > est un ordre de réduction sur les termes.

Théorème 1.4 [Lan77] Le système de réécriture R termine si et seulement si →R est
contenu dans un ordre de réduction.
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De nombreux auteurs ont décrit des ordres de réduction sur les termes. Parmi les
plus connus, citons l’ordre de Knuth-Bendix ou kbo [KB70], les ordres sur les chemins
[Pla78, Der82, BP85, JLR82] ou encore les interprétations polynomiales [Lan75, BCL87].

Un ordre de réduction total contient l’ordre sous-terme. Dans le cas contraire, si t|ω > t
pour un terme t et une position ω, alors il existe une châıne infinie décroissante t > t[t]ω >
t[t[t]ω]ω > . . .. On appelle ordre de simplification, un ordre de réduction contenant l’ordre
sous-terme.

Théorème 1.5 [Der82] Soit F un ensemble fini de symboles de fonctions. Un système
de réécriture R termine s’il existe un ordre de simplification > tel que pour toute règle
g → d de R, g > d.

Les ordres de simplifications peuvent être construits à partir d’un ordre sur les sym-
boles de fonctions F appelé précédence. Des exemples sont décrits ci-après.

Définition 1.27 Soit >F une précédence sur F . L’ ordre multi-ensemble sur les chemins
>rpo (RPO) est défini sur les termes clos par s = f(s1, .., sn) >rpo t = g(t1, . . . , tm) si
l’une des conditions suivantes est satisfaite.

1. f = g et {s1, . . . , sn} >mult
rpo {t1, . . . , tm}

2. f >F g et ∀j ∈ {1, . . . , m}, s >rpo tj

3. ∃i ∈ {1, . . . , n} tel que si >rpo t ou si ∼ t
avec ∼ l’equivalence à une permutation près des sous-termes.

Proposition 1.3 [Der82] L’ordre multi-ensemble sur les chemins est un ordre de sim-
plification.

Lorsque la précédence >F est totale (sur F), >rpo l’est aussi.
Cette définition s’étend aux termes avec variables à la condition de ne pas pouvoir

comparer deux variables ou une variable et un symbole de fonction.
L’ordre suivant compare les sous-termes lexicographiquement.

Définition 1.28 Soit >F une précédence sur F . L’ordre lexicographique sur les chemins
>lpo (LPO) est défini sur les termes clos par s = f(s1, .., sn) >lpo t = g(t1, . . . , tm) si l’une
des conditions suivantes est satisfaite:

1. f = g et (s1, . . . , sn) >lex
lpo (t1, . . . , tm) et ∀j ∈ {1, . . . , m}, s >lpo tj

2. f >F g et ∀j ∈ {1, . . . , m}, s >lpo tj

3. ∃i ∈ {1, . . . , n} tel que si >lpo t ou si = t.

Proposition 1.4 [KL80] L’ordre lexicographique sur les chemins est un ordre de sim-
plification.

Lorsque la précédence >F est totale (sur F), >lpo l’est aussi.
L’ordre lexicographique sur les chemins s’étend aux termes avec variables de la même

manière que l’ordre multi-ensemble.
Au cours de ce document, nous n’utiliserons que les ordres de simplification totaux

sur les termes clos, l’orientation d’un couple de termes clos ne pouvant pas dans ce cas
échouer.

Pour plus de détails concernant la terminaison, nous renvoyons le lecteur à [Der87].
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1.4 Langages de contraintes
Après avoir abordé le problème de validité, on s’intéresse à celui de la satisfaisabilité.

Définition 1.29 Soit Σ = (S,F ,P) une signature. Une Σ-structure A est une (S,F)-
algèbre A de domaine A =

⋃
s∈S As munie d’un ensemble de relations PA tel que pour

tout p ∈ P de profil p : s1, . . . , sn correspond une relation pA de As1 × · · ·×Asn.

Une signature Σ est toujours supposée contenir le prédicat d’égalité =, celui-ci est
interprété comme l’identité dans A.

La définition d’un langage de contraintes donnée ci-dessous est celle qu’on trouve
dans [KKR90] et [Smo89]. Les contraintes sont des formules du premier ordre construites
sur les termes T (S,F ,X ), les prédicats P et les connecteurs logiques ⊤,∧,¬, ∃.

Définition 1.30 Soit Σ = (S,F ,P) une signature. Un langage de contraintes CLK[Σ,X ]
est donné par:

• Un ensemble X de variables S-indexé et infini dénombrable.

• Un ensemble de contraintes C[Σ,X ] défini comme étant le plus petit ensemble tel
que

– ⊤ ∈ C[Σ,X ],

– p?(t1, . . . , tn) ∈ C[Σ,X ] si p ∈ P et t1, . . . , tn ∈ T (S,F ,X ),

– c ∧ c′ ∈ C[Σ,X ] si c, c′ ∈ C[Σ,X ].

– ¬c ∈ C[Σ,X ] si c ∈ C[Σ,X ],

– ∃x : c ∈ C[Σ,X ] si c ∈ C[Σ,X ].

• L’ensemble V(c) des variables d’une contrainte c est défini par:

– V(⊤) = ∅,
– V(p?(t1, . . . , tn)) =

⋃n
i=1 V(ti),

– V(c ∧ c′) = V(c) ∪ V(c′),

– V(¬c) = V(c),

– V(∃x : c) = V(c)\{x}.
• Une Σ-structure K.

• Une application SolK qui associe à chaque terme ou contrainte c l’ensemble des
assignations SolK(c) défini comme suit:

– SolK(⊤) = {α ∈ ASSX
K},

– SolK(t) = {α | α(t) ∈ K},
– SolK(p?(t1, . . . , tj)) = {α ∈ ASSX

K | (α(t1), . . . ,α(tj)) ∈ pK},
– SolK(c ∧ c′) = SolK(c) ∩ SolK(c′),

– SolK(¬c) = ASSX
K\SolK(c),

– SolK(∃x : c) = {α ∈ ASSX
K | ∃β ∈ ASSX

K , α|X\{x} = β|X\{x} et β ∈ SolK(c)}.
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Une assignation de SolK(c) est une solution de c dans CLK[Σ,X ]. Une contrainte
c est satisfaisable dans CLK[Σ,X ] si SolK(c) ̸= ∅. Une contrainte c est dite valide
dans CLK[Σ,X ], noté K |= c, si SolK(c) = ASSX

K . Deux contraintes c et c′ sont
V -équivalentes si SolK(c)|V = SolK(c′)|V ou tout simplement équivalentes lorsque
V = X .

Lorsque κ est une classe de Σ-structures K, on note CLκ[Σ,X ] la classe des langages de
contraintes CLK[Σ,X ]. Une contrainte est valide dans CLκ[Σ,X ] si elle est valide dans
tous les langages de contraintes CLK[Σ,X ] de la classe.

Les abbréviations suivantes sont utilisées pour définir les connecteurs logiques ∨, ∀,⊥:

• c ∨ c′ = ¬(¬c ∧ ¬c′),

• ∀x : c = ¬(∃x : ¬c),

• ⊥ = ¬(⊤).

Une contrainte équationnelle est une contrainte formée avec le seul prédicat d’égalité.
Au cours de ce document, nous allons principalement nous intéresser aux contraintes

c sans quantification et aux contraintes existentiellement quantifiées

∃x1, . . . , xn : c = ∃x1 : (. . . (∃xn : c) . . .)

abrégées en ∃x⃗ : c où c est une contrainte sans quantification et x⃗ = {x1, . . . , xn}. Les
contraintes universellement quantifiées sont abrégées de même en ∀y⃗ : c.

Nota: La quantification d’une contrainte est tou-
jours mentionnée explicitement. Ainsi, c dénote systé-
matiquement une contrainte sans quantification dans
∃x⃗ : c ou ∀y⃗ : c.

La résolution de contraintes sans quantification est dite décidable s’il existe un algo-
rithme permettant de décider si une contrainte arbitraire ∃V(c) : c est valide dans le
langage.

1.4.1 Règles de transformation
Une contrainte ∃x⃗ : c est équivalente à une disjonction de conjonction de contraintes

atomiques existentiellement quantifiées

∨

j∈J

∃x⃗j : cj,1 ∧ · · · ∧ cj,nj

grâce aux égalités valides dans l’algèbre des contraintes (cf. figure 1.1).
Un algorithme de résolution de contraintes symboliques à base de règles est un en-

semble de règles de transformation muni d’un contrôle sur leurs applications. Une règle

∃x⃗ : c 9→9→∃x⃗′ : c′
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Pour tous termes s, t et toutes contraintes a, b, c:

(s=?t) = (t=?s)

(a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c)

a ∧ b = b ∧ a

a ∧ ⊤ = a

a ∧ ⊥ = ⊥
a ∧ a = a

(a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c)

a ∨ b = b ∨ a

a ∨ ⊥ = a

a ∨ ⊤ = ⊤
a ∨ a = a

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

∃x : (a ∨ b) = (∃x : a) ∨ (∃x : b)

(∃x : a) ∧ (∃y : b) = ∃x, y : a ∧ b si x /∈ V(b), y /∈ V(a)

Figure 1.1. Egalités entre contraintes

transforme une conjonction ∃x⃗ : c en une disjonction de conjonctions
∨

j∈J

∃x⃗′j : c′j.

Nous remplacerons parfois cette disjonction par un ensemble fini de règles non-déterministes

(∃x⃗ : c 9→9→∃x⃗′j : c′j)j∈J

pour |J | > 1, chacune d’entre elles transformant la conjonction ∃x⃗ : c en une autre
conjonction ∃x⃗′j : c′j .

Une règle non-déterministe (nommée regle+ lors de sa définition) est appliquée suivant
une stratégie “don’t choose” alors qu’une règle standard est appliquée suivant une stratégie
“don’t care”.

Une règle ∃x⃗ : c 9→9→∃x⃗′ : c′ est

• correcte si SolK(∃x⃗′ : c′) ⊆ SolK(∃x⃗ : c),

• complète si SolK(∃x⃗ : c) ⊆ SolK(∃x⃗′ : c′).

Une règle non-déterministe (∃x⃗ : c 9→9→∃x⃗′j : c′j)j∈J est

• correcte si
⋃

j∈J SolK(∃x⃗′j : c′j) ⊆ SolK(∃x⃗ : c),
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• complète si SolK(∃x⃗ : c) ⊆ ⋃
j∈J SolK(∃x⃗′j : c′j).

Une règle correcte et complète est adéquate. Nous dirons aussi qu’elle préserve l’en-
semble des solutions.

L’ensemble des nouvelles variables introduites par une règle ∃x⃗ : c 9→9→∃x⃗′ : c′ est
V(c′)\V(c). Ces variables sont toujours supposées existentiellement quantifiées, i.e.

V(c′)\V(c) = x⃗′\x⃗

afin de ne pas capturer leurs solutions. Par conséquent, V(∃x⃗ : c) = V(∃x⃗′ : c′).
Un ensemble de règles de transformation peut être vu comme un système de réécriture

dans le langage des contraintes. L’application d’une règle ∃x⃗ : c 9→9→∃x⃗′ : c′, notée le plus
souvent

∃x⃗ : c

∃x⃗′ : c′

par souci de lisibilité, consiste à remplacer une sous-contrainte égale modulo les égalités de
la figure 1.1 au “numérateur” par la contrainte au “dénominateur”. Nous n’utiliserons par
la suite qu’une règle de transformation ayant une contrainte existentiellement quantifiée
au “numérateur”: il s’agit justement de la règle qui consiste à éliminer la quantification
lorsque c’est possible. Toutes les autres règles transforment une contrainte non quantifiée
par une autre pouvant être éventuellement existentiellement quantifiée s’il y a introduction
de nouvelles variables.

1.4.2 Solutions symboliques
Une solution symbolique (ou unificateur lorsque la contrainte est une équation s=?t)

est une substitution permettant de schématiser un ensemble de solutions.
Une CLK[Σ,X ]-substitution σ est une substitution bien formée vérifiant

∀(x : s) ∈ Dom(σ), ∀α ∈ SolK(xσ), α(xσ) ∈ Ks.

L’ensemble des CLK[Σ,X ]-substitutions est noté SUBSTK.

Définition 1.31 L’ensemble des solutions symboliques d’une CLK[Σ,X ]-contrainte c,
noté SSK(c), est défini par:

• SSK(⊤) = SUBSTK,

• SSK(p?(t1, . . . , tn)) = {σ ∈ SUBSTK | K |= p(t1σ, . . . , tnσ)},
• SSK(c ∧ c′) = SSK(c) ∩ SSK(c′),

• SSK(¬c) = SUBSTK\SSK(c),

• SSK(∃x : c) = {σ ∈ SUBSTK | ∃φ ∈ SUBSTK, σ|X\{x} = φ|X\{x} et φ ∈ SSK(c)}.

A partir de maintenant et pour ne pas compliquer la notation, nous nous autoriserons
à ne plus toujours préciser le langage de contraintes mais simplement la Σ-structure qui
le définit. Dans ce qui suit, toutes les substitutions sont bien formées.

Une substitution φ est une K-instance sur V ⊆ X d’une substitution σ, ce que l’on
note σ ≤V

K φ, s’il existe une substitution µ telle que ∀x ∈ V, xφ =K xσµ.



32 1. Notions préliminaires

Définition 1.32 Un ensemble de substitutions est un ensemble complet de solutions
(symboliques) d’une CLK[Σ,X ]-contrainte c, noté CSSK(c), si

1. (Protection des variables) ∀σ ∈ CSSK(c), Dom(σ) ∩ VRan(σ) = ∅.
2. (Correction) CSSK(c) ⊆ SSK(c).

3. (Complétude) ∀φ ∈ SSK(c), ∃σ ∈ CSSK(c), σ ≤V(c)
K φ.

Lorsque deux substitutions de CSSK(c) sont incomparables par ≤V(c)
K , l’ensemble complet

des solutions CSSK(c) est minimal. Si CSSK(c) est réduit à un singleton alors cette
solution est dite principale, et notée mgsK(c).

L’ensemble SSK(c) des solutions symboliques d’une CLK[Σ,X ]-contrainte c est un
CSSK(c).

Etant donnée une substitution idempotente σ = {xi 9→ ti}i∈I , on note σ̂ la contrainte
équationnelle

∧
i∈I xi=?ti qui est dite en forme résolue car σ est un CSSK(σ̂). Cette

remarque est valable pour n’importe quelle Σ-structure K puisque σ est bien formée.
Lorsque I est vide alors σ̂ dénote ⊥. A contrario, σ̂ dénote ⊤ si σ est la substitution
identité.

Nous allons nous restreindre à certains langages de contraintes, à savoir ceux dont
l’existence d’une solution cöıncide avec l’existence d’une solution symbolique.

Définition 1.33 Un langage de contraintes CLK[Σ,X ], ou plus simplement la Σ-structure
K, est engendré par les termes si

∀k ∈ K, ∃t ∈ T (S,F), ∃α ∈ SolK(t), k = α(t).

Corollaire 1.1 Si CLK[Σ,X ] est un langage de contraintes engendré par les termes et c
une contrainte de ce langage alors SolK(c) = ∅ si et seulement si SSK(c) = ∅.

On suppose dorénavant qu’un langage de contraintes est engendré par les termes.
La notion de solution symbolique et d’ensemble complet de solutions est motivée par

le fait suivant qui stipule qu’un ensemble de complet de solutions schématise l’ensemble
des solutions.

Remarque 1.2 Soit c une CLK[Σ,X ]-contrainte. On a

• ∀σ ∈ CSSK(c), SolK(σ̂) ⊆ SolK(c) (Correction),

• ∀α ∈ SolK(c), ∃σ ∈ CSSK(c), α ∈ SolK(σ̂) (Complétude).

Définition 1.34 Un langage de contraintes est de type

• unitaire si toute contrainte admet un ensemble complet de solutions contenant au
plus une solution,

• finitaire si toute contrainte c admet un ensemble complet fini de solutions,

• infinitaire si pour toute contrainte, il existe un ensemble complet minimal de solu-
tions et s’il existe une contrainte dont tout ensemble complet de solutions est infini,
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• nullaire s’il existe une contrainte n’admettant pas d’ensemble complet minimal de
solutions.

Définition 1.35 Un résolveur de contraintes symbolique est un algorithme permettant
de calculer un ensemble complet de solutions pour une contrainte arbitraire du langage.

Remarque 1.3 Si le langage de contraintes CLK[Σ,X ] est finitaire alors toute contrainte
c est équivalente à la contrainte équationnelle

∨

σ∈CSSK(c)

∃V(σ̂)\V(c) : σ̂.

En général, la connaissance du type d’un langage de contraintes est une conséquence
de l’élaboration d’un résolveur de contraintes symbolique. Par abus de terminologie, nous
dirons que la résolution de contraintes est d’un certain type (finitaire ou unitaire) si le
langage est de ce type et si de surcrôıt un résolveur symbolique est connu.

1.5 Unification dans une théorie équationnelle
L’unification est la résolution de contraintes équationnelles ∃x⃗ : c sans négation dans

un langage dont la structure est T (F ,X )/ =E.
L’unification modulo une théorie E étant indécidable en général, chaque théorie est un

cas particulier qu’il s’agit de traiter de manière adéquate. Des algorithmes d’unification
pour bon nombre de théories intéressantes en pratique ont néanmoins été décrits dans
la littérature. On pourra citer entre autres la plus simple d’entre elles, la théorie vide,
pour laquelle des algorithmes d’unification ont été proposés par de nombreux auteurs
dont Robinson [Rob65], A. Martelli & U. Montanari [MM82], J. Corbin & M. Bidoit
[CB83]; la théorie AC (M. Stickel [Sti75], Livesey & Siekmann [LS76]); la théorie AG
des groupes abéliens (D. Lankford, G. Butler & B. Brady [LBB84]) et bien d’autres
encore. Des algorithmes moins spécifiques ont également été présentés pour certaines
classes de théories comme par exemple les théories commutatives ou monöıdales décrites
par F. Baader [Baa89] et W. Nutt [Nut90], dans lesquelles l’unification se ramène à la
résolution d’équations dans un semi-anneau. Cette classe inclut en particulier les monöıdes
commutatifs et les groupes abéliens.

Il existe aussi des procédures complètes d’énumération des solutions d’un problème
d’unification modulo une théorie quelconque. De telles procédures ont été décrites par
J. Gallier & W. Snyder [GS89] et D. Dougherty & P. Johann [DJ90b]. Ces procédures
ne terminent pas en général, mais sont néanmoins des procédures de semi-décision pour
l’unification.

La surréduction introduite par M. Fay [Fay79] est elle aussi une méthode générale
d’unification modulo une théorie engendrée par un système de réécriture convergent. Cette
méthode de résolution a le même inconvénient de ne pas terminer en général.

L’objectif de cette section est de rappeler les concepts fondamentaux liés à l’unification
en les replaçant dans le contexte plus général de la résolution de contraintes.

Un problème d’unification est une contrainte équationnelle ∃x⃗ : Γ où Γ représente une
conjonction d’équations, ou système d’équations, notées s=?t. Une solution de ∃x⃗ : Γ est
une solution symbolique de ∃x⃗ : Γ modulo E. L’ensemble des solutions symboliques de
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∃x⃗ : Γ, ou unificateurs, est noté SUE(∃x⃗ : Γ). L’ensemble des solutions de ∃x⃗ : Γ est
engendré par instanciation des éléments d’un ensemble complet de solutions symboliques
ou ensemble complet d’unificateurs de ∃x⃗ : Γ, noté CSUE(∃x⃗ : Γ). La dimension de tout
ensemble complet minimal d’unificateurs permet de définir le type de l’unification dans
E, ou par abus de langage le type de E.

Exemple 1.1

• La théorie vide (∅) est unitaire.

• la théorie présentée par les axiomes

(x + y) + z = x + (y + z)
x + y = y + x
x + 0 = x

est unitaire si les seuls symboles de la signature sont + et 0, finitaire sinon.

• La théorie présentée par C(+) est finitaire mais non unitaire.

• La théorie présentée par A(+) est infinitaire. Par exemple, si a est une constante,
a+x et x+a n’admettent qu’un ensemble complet d’unificateurs et celui-ci est infini.

• La théorie présentée par les axiomes 1 ∗ x = x, f(x ∗ y) = f(y) est nullaire comme
l’ont montré F. Fages et G. Huet [FH83].

Nous parlerons plus précisement d’unification élémentaire lorsque les problèmes équa-
tionnels ne contiennent que des symboles de fonctions de la signature de E. Cette dis-
tinction est nécessaire car le type de l’unification est, en général, différent de celui de
l’unification avec constantes libres [BHSS90], où sont autorisés des symboles d’arité nulle
ne figurant pas dans la signature de E.

L’approche à base de règles de l’unification [JK91] a permis une certaine standardi-
sation dans la construction des algorithmes. Le processus de résolution est vu comme
la transformation progressive d’un problème d’unification en un autre équivalent jusqu’à
ce qu’une forme résolue soit atteinte. Ces transformations peuvent être déterministes ou
non-déterministes. Dans le premier cas, on obtient une seul système d’équations alors que
dans le second, plusieurs règles sont à appliquer en parallèle pour obtenir finalement une
disjonction de systèmes d’équations.

Un algorithme d’unification à base de règles présente l’avantage de séparer complète-
ment les règles de transformation correctes et complètes de leur utilisation, ou contrôle.
La preuve d’un tel algorithme s’effectue en quatre étapes:

• Correction. Il s’agit de prouver que les règles de transformation sont correctes et
complètes.

• Complétude. On vérifie ensuite que les formes normales (par rapport aux règles de
transformation) sont les formes résolues.

• Terminaison. Il faut trouver et choisir un contrôle ou des contrôles pour lesquels
l’application des règles de transformation termine.

• Equité. Les formes normales sont atteintes pour le contrôle choisi.
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La preuve de Complétude est souvent routinière. Dans l’absolu, une forme résolue est
un problème d’unification pour lequel il est possible d’extraire directement un unificateur.

Définition 1.36 (Forme résolue) Un problème d’unification en forme résolue est ⊥, ⊤
ou

∃z⃗ : x1=
?t1 ∧ · · ·xn=?tn

si

• z⃗ ∩ {x1, . . . , xn} = ∅,
• ∀1 ≤ i, j ≤ n, xi ̸= xj,

• ∀1 ≤ i, j ≤ n, xi /∈ V(tj),

La substitution σ = {x1 9→ t1, . . . , xn 9→ tn} est un unificateur principal du problème
∃z⃗ : x1=?t1 ∧ · · ·xn=?tn en forme résolue.

Remarque 1.4 Si P est un problème d’unification en forme résolue alors l’application
de la règle EQE (cf. figure 1.2) termine et transforme ∃x⃗ : P en une forme résolue
équivalente.

La stratégie employée systématiquement ici consiste à mettre de côté la quantification
existentielle jusqu’à ce qu’une forme résolue soit atteinte pour le problème d’unification
sans quantification. La règle d’élimination des quantificateurs existentiels transforme en-
suite le problème d’unification avec quantification en une forme résolue.

La principale difficulté dans la preuve d’un algorithme d’unification à base de règles
est sûrement l’aspect Terminaison. Pour résoudre ce problème spécifique, on cherchera
d’abord la plus grande classe de contrôles qui terminent. Un exemple d’algorithme d’uni-
fication terminant pour tout contrôle est donné en figure 1.3 pour le cas de la théorie vide.
La notion de forme résolue utilisée dans ce contexte ne correspond pas directement à une
substitution.

Définition 1.37 (Forme séquentiellement résolue) Un problème d’unification en forme
séquentiellement résolue est ⊥, ⊤ ou

x1=
?t1 ∧ · · · ∧ xn=?tn

si

• ∀1 ≤ i ≤ j ≤ n, xi ̸= xj,

• ∀1 ≤ i ≤ j ≤ n, xi /∈ V(tj),

• ∀1 ≤ i ≤ n, ti ∈ X ⇒ ∀1 ≤ j ≤ n, xi /∈ V(tj).

Remarque 1.5 Si P est un problème d’unification en forme séquentiellement résolue,
alors l’application des règles EQE et Remplacement (cf. figure 1.2) termine et transforme
∃x⃗ : P en une forme résolue équivalente.

La règle de remplacement est en elle même un obstacle à la terminaison pour tout
contrôle. C’est pourquoi elle n’est utilisée qu’en post-traitement, lorsque par exemple
plus aucune autre règle de la figure 1.3 ne s’applique.
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EQE
∃x : (∃x⃗′ : P ∧ x=?t)

∃x⃗′ : P
si x /∈ V(P )

Remplacement
P ∧ x=?t

P{x 9→ t} ∧ x=?t
si x ∈ V(P ) et t /∈ X

Figure 1.2. Ensemble de règles appliquées en post-traitement

Proposition 1.5 L’application des règles RV à un problème d’unification P termine
pour tout contrôle et retourne un problème d’unification équivalent à P dans la théorie
vide en forme séquentiellement résolue.

La théorie vide (∅) a la particularité de retourner au plus un unificateur principal: il
n’y a pas de règle non-déterministe.

La finalité des algorithmes d’unification est d’être intégrée à des mécanismes de dé-
duction comme celui que nous allons décrire succintement.

1.6 Complétion de systèmes de réécriture
Lorsqu’un système de réécriture n’est pas convergent, il est parfois possible d’obtenir la

convergence en ajoutant des règles. On dit alors qu’on complète le système de réécriture.
La première procédure de complétion fut décrite par Knuth & Bendix [KB70] en 1970. Ce
processus de complétion est basé sur le calcul de paires critiques et le test de confluence
locale. Intuitivement, une paire critique correspond à deux réécritures possibles d’un même
terme.

Définition 1.38

• Un terme t se superpose (ou se chevauche) sur un terme t′ à une position ω ∈ Pos(t′)
s’il existe une substitution σ telle que tσ = t′|ωσ.

• Soient g → d et l → r deux règles avec des ensembles disjoints de variables, tel que l
se superpose sur g à une position non variable ω de g avec l’unificateur principal σ.
Le terme superposé gσ produit une paire critique (p, q) définie par p = (g[ω ←↩ r])σ
et q = dσ.

• Une paire critique (p, q) est joignable si p
∗−→R ◦ ∗←−R q.

On notera que le calcul d’une paire critique requiert l’unification dans la théorie vide.

Théorème 1.6 [Hue80] Un système de réécriture R est localement confluent si et seule-
ment si toute paire critique de R est joignable.

Ce théorème donne un moyen implicite de compléter un système R, qui consiste à
engendrer les paires critiques et à tester si elles sont confluentes. Si ce n’est pas le cas, la
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Suppression
P ∧ s =? s

P

Decomposition
P ∧ f(s1, . . . , sn)=?f(t1, . . . , tn)

P ∧ s1=?t1 ∧ · · · ∧ sn=?tn

VarRep
P ∧ x=?y

P{x 9→ y} ∧ x=?y
si x, y ∈ V(P ) et x ̸= y

Fusion
P ∧ x=?s ∧ x=?t

P ∧ x=?s ∧ s=?t
si 0 < |s| ≤ |t|

Conflit
P ∧ f(s1, . . . , sn)=?g(t1, . . . , tm)

⊥ si f ̸= g

Cycle
P ∧ x1=?t1[x2]p1 ∧ · · ·xn=?tn[x1]pn

⊥ si pi ̸= ϵ pour un i ∈ {1, . . . , n}

Figure 1.3. Ensemble de règles RV pour l’unification dans la théorie vide

paire critique est orientée en une nouvelle règle de réécriture quand c’est possible. Il faut
ensuite calculer les paires critiques entre la nouvelle règles et les règles déjà présentes dans
le système. Cette procédure de complétion peut être décrite par un ensemble de règles
d’inférence suivant un formalisme introduit par Bachmair, Dershowitz et Hsiang [BDH86].
Mais elle peut s’avérer incapable d’orienter une paire critique. C’est le cas par exemple
de (x + y, y + x) qu’aucun ordre de réduction ne permet d’orienter. L’idée est alors de
partager l’ensemble des axiomes en d’une part un système de réécriture R et d’autre
part un système d’axiomes E. On raisonne alors modulo la congruence engendrée par E,
notée =E. D’après le théorème 1.3, il s’agit d’utiliser une relation de réécriture qui simule
la relation de réécriture →R/E sur les classes de congruence. Nous n’allons détailler que
celle étudiée par J.-P. Jouannaud et H. Kirchner et proposée à l’origine par Peterson et
Stickel [PS81].

Définition 1.39 La relation de réécriture →R,E associée à un ensemble de règles R et
un ensemble d’axiomes E est définie par : t→R,E t′ s’il existe une position ω dans t, une
règle g → d dans R et une substitution σ telles que t|ω =E gσ et t′ = t[dσ]ω. Si on veut
préciser la position, la règle et la substitution, alors on écrit t→R,E,ω,g→d,σ t′.

Les tests de confluence et de cohérence locale modulo E, comme dans le cas précédent,
sont basés sur des calculs de paires critiques. On a alors à la fois des paires critiques de
confluence, issues de superpositions entre des membres gauches de règles de réécriture, et
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des paires critiques de cohérence, issues de superpositions entre le membre gauche d’une
règle et un membre d’axiome.

Définition 1.40

• Un terme t se superpose (ou se chevauche) modulo E sur un terme t′ à une position
ω ∈ Pos(t′) s’il existe une substitution σ telle que tσ =E t′|ωσ.

• Soient g → d et l → r deux règles avec des ensembles disjoints de variables, tel que
l se superpose sur g à une position non variable ω de g. L’ensemble

{((g[ω ←↩ r])σ, dσ) | σ ∈ CSUE(g|ω=
?l)}

est appelé ensemble complet de paires critiques de confluence de l → r sur g → d à
la position ω.

• Soient (g = d) ∈ E et l → r une règle avec des ensembles disjoints de variables, tel
que l se superpose sur g à une position non variable ω ̸= ϵ de g. L’ensemble

{((g[ω ←↩ r])σ, dσ) | σ ∈ CSUE(g|ω=
?l)}

est appelé ensemble complet de paires critiques de cohérence de l → r sur g → d à
la position ω.

• On note CP (R, E) la réunion de tous les ensembles complets de paires critiques
modulo E d’une règle de R sur une règle de R ou un axiome de E.

• Une paire critique (p, q) est joignable modulo E si p
∗−→R,E ◦ ∗←→E

∗←−R,E q.

Théorème 1.7 Si →R/E termine, alors →R,E a la propriété de Church-Rosser modulo E
si et seulement si toutes les paires critiques de CP (R, E) sont joignables.

La procédure de complétion d’un système de réécriture pour la réécriture →R,E est
alors identique à celle décrite dans le cas où E est vide. Les seules différences résident
d’une part dans le test d’égalité qui se fait modulo E, et d’autre part dans le calcul
des paires critiques qui nécessite l’unification modulo E. Pour plus de détails sur cette
procédure de complétion, le lecteur est convié à se reporter à [JK86, Kir85b].

1.7 La modularité et son vocabulaire
Le principe de modularité est omniprésent en informatique. Il consiste à décomposer

un problème en sous-problèmes plus faciles à résoudre. Dans le cadre de la déduction
automatique, on dit qu’une propriété est modulaire si le fait qu’elle soit vraie dans deux
théories T1 et T2 implique qu’elle le soit encore dans l’union des théories T1 ∪ T2. On
parle d’union disjointe lorsque T1 et T2 sont formées sur des signatures disjointes. La
notion de théorie doit être ici prise au sens large. Il peut s’agir d’une théorie équationnelle
présentée par un système de réécriture. On s’est ainsi beaucoup intéressé à la modularité
de propriétés de systèmes de réécriture comme la confluence locale, la terminaison et
la convergence. Rappelons les principaux résultats acquis pour l’union disjointe de deux
systèmes de réécriture R1 ∪R2.
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La confluence [Toy87] est une propriété modulaire mais la terminaison ne l’est pas [Toy86].
Des résultats positifs concernant la terminaison sont obtenus en rajoutant des hypothèses
supplémentaires sur la forme des règles. Une règle est effondrante si son membre droit est
une variable. Une règle est duplicante si une variable a plus d’occurrences dans le membre
droit que dans le membre gauche. M. Rusinowitch [Rus87] a montré que la terminaison
est modulaire si les systèmes R1 et R2 ne contiennent pas de règle duplicante ou si elles
ne contiennent pas de règle effondrante. A. Middeldorp [Mid89] a ensuite montré qu’il
suffisait que l’un des systèmes Ri ne contienne ni règle effondrante ni règle duplicante
pour que la terminaison soit modulaire. Il a été montré récemment par Kurihara et Ohu-
chi [KO90] que la terminaison est modulaire dans la classe des systèmes de réécriture pour
lesquels la terminaison est prouvée par un ordre de simplification.

A. Middeldorp et Y. Toyama [MT91] se sont intéressés à la modularité de certaines pro-
priétés lorsque les système de réécriture partagent des symboles de fonctions qui sont des
constructeurs, c’est-à-dire des symboles n’apparaissant pas en tête des membres gauches
des règles. La convergence est, par exemple, une propriété modulaire pour des systèmes
de réécriture respectant la discipline de constructeurs.

Au cours de ce document, il sera traité de la modularité de l’unification, du problème
du mot, du filtrage et de la résolution de contraintes en général. Le problème de modula-
rité posé est alors de déterminer si l’existence d’algorithmes permettant de résoudre des
contraintes dans E1 et E2 implique l’existence d’un algorithme permettant de résoudre
le même type de contraintes mais dans l’union E1 ∪ E2. Cela conduit indirectement à se
demander comment combiner deux algorithmes existants pour en construire un troisième
de façon systématique pour le mélange E1 ∪E2 des théories E1 et E2.

La combinaison d’algorithmes d’unification dans le mélange de deux théories disjointes
a fait l’objet de beaucoup d’études et résultats que nous rappelons au chapitre 2. Nous
montrons de notre côté comment les étendre à des signatures non disjointes au chapitre 3.

Mais tous les problèmes liés à la modularité ou à la combinaison d’algorithmes utilisent
un même vocabulaire et des notions fondamentales que nous allons définir de la façon la
plus générale possible. Il suffira ensuite de les spécialiser en fonction des problèmes traités.

Les contraintes et termes considérés dans le contexte de la combinaison sont formés
sur l’union de deux signatures Σ1 = (S1,F1,P1) et Σ2 = (S2,F2,P2), notée Σ = Σ1 ∪ Σ2

et définie par Σ = (S1 ∪ S2,F1 ∪ F2,P1 ∪ P2).
Cette signature permet de construire des contraintes et termes sur un ensemble S1∪S2-

indexé de variables X = XS1 ∪ XS2 .
Une contrainte de C[Σ1 ∪ Σ2,X ] est dite hétérogène ou mixte.
Plus précisement, une contrainte de C[Σi,XSi] est dite i-pure pour i = 1, 2.
La même terminologie est utilisée pour les termes: T (S1∪S2,F1∪F2,X ) est l’ensemble

des termes hétérogènes alors que T (Si,Fi,XSi) est l’ensemble des termes i-purs. Un i-terme
est un terme tel que t(ϵ) ∈ Fi.

Dans l’avenir, nous parlerons en général de contraintes (ou termes) hétérogènes par
opposition aux contraintes (ou termes) pures.

Le point commun aux approches modulaires que nous allons développer est de dé-
composer une contrainte hétérogène en plusieurs contraintes pures en vue de réutiliser
les algorithmes de chaque structure composante. On définit pour cela la notion de sous-
terme étranger qu’on appelle encore sous-terme étranger maximal ou immédiat dans la
littérature [Bou90a, Nip91].
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Définition 1.41

• L’ensemble des positions étrangères d’un terme t est

AlienPos(t) = {ω ̸= ϵ | t(ω) /∈ Fi∪X et ∀ω′ ∈ Pos(t), ω′ < ω ⇒ t(ω′) ∈ Fi, i = 1, 2}.

• L’ensemble des sous-termes étrangers d’un terme t est AST (t) = {t|ω | ω ∈ AlienPos(t)}.
• La hauteur de théories ht(t) d’un terme t est nulle si AST (t) = ∅, sinon ht(t) =

1 + maxs∈AST (t) ht(s).

• L’ensemble des positions de rupture d’un terme t est

RPos(t) = {ϵ} ∪ {p.n | n ∈ N, t(p) /∈ Fi, t(p.n) ∈ Fi, i = 1, 2}.

Le remplacement des sous-termes étrangers par des variables transforme une contrainte
hétérogène en une contrainte pure pouvant être résolue grâce à un algorithme disponible
dans l’une des structures du mélange.

Définition 1.42 Une abstraction par variables est une application bijective π d’un en-
semble de termes non variables vers un ensemble de variables. On dit qu’un terme t est
abstrait dans une contrainte s’il est remplacé par la variable π(t).

Nota: Lorsque des termes d’une contrainte sont abs-
traits, ils le seront toujours par des variables n’appa-
raissant pas déjà dans la contrainte.

On choisit donc π en fonction de la contrainte où figurent les termes à abstraire.



2
Combinaison d’algorithmes

d’unification

Ce chapitre a pour objectif de présenter les principes de combinaison utilisées dans
cette thèse. Ils sont à la base de l’extension de la combinaison des algorithmes d’unification
aux mélanges de théories non disjointes que nous verrons au chapitre 3.

Nous rappelons tout d’abord les résultats acquis au sujet de la combinaison d’algo-
rithmes d’unification [Kir85a, Tid86, Her87, Yel87, SS89, Bou90a, BS92]. Nous commen-
cerons par le cas des théories simples pour lequel les problèmes liés à la combinaison se
résolvent de façon évidente, à la différence du cas général. Deux approches ont été suc-
cessivement étudiées pour résoudre le cas général des théories disjointes. L’une l’a été par
A. Boudet et a permis d’obtenir un algorithme pseudo-déterministe dont la principale
difficulté est la preuve de terminaison. L’autre approche suivie par M. Schmidt-Schauß
puis par F. Baader et K. Schulz a abouti à un algorithme complètement non-déterministe
dont l’avantage est de terminer trivialement. La présentation des deux approches est faite
dans le souci de pouvoir les comparer et surtout de mettre en évidence qu’elles relèvent
toutes les deux des mêmes principes. Cette comparaison nous a conduit à les présenter
un peu différemment de leurs auteurs. Par souci de complétude, nous incluons les preuves
de certains résultats utiles pour les chapitres suivants.

Les deux approches utilisent en partie la connaissance d’un algorithme d’élimination
de constante, problème qui n’a pas encore été étudié de façon systématique même s’il est
fortement relié au problème de combinaison des solutions. Nous présenterons l’état des
connaissances ainsi que des procédures basées sur des méthodes de surréduction.

2.1 Le mélange de théories simples et disjointes
Nous allons commencer par le cas de mélange le plus simple, afin d’exposer les pro-

blèmes et les notions qui seront détaillés au cours du chapitre. L’algorithme de combinaison
qui en résulte est sûrement celui qui s’apparente le plus à celui, exemplaire, connu pour
la théorie vide et rappelé au chapitre 1.

Une théorie simple [Kir85a] est une théorie ayant de bonnes propriétés vis-à-vis des
cycles.

Proposition 2.1 Une théorie E est simple si et seulement si il n’existe pas de solution
au problème de cycle x =?

E t[x]ω avec ω ̸= ϵ.

41
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La théorie vide est simple. De nombreuses théories intéressantes d’un point vue pra-
tique le sont aussi.

Exemple 2.1 Les théories C, AC sont simples.

L’hypothèse de simplicité d’une théorie impose de fortes restrictions syntaxiques sur
la forme des axiomes qui seront du plus grand intérêt pour la combinaison.

Proposition 2.2 Une théorie simple est régulière et non effondrante.

Preuve : Si E est effondrante alors il existe une E-égalité x =E t[x] et l’identité est
solution de x =?

E t[x]. Si E n’est pas régulière alors il existe une E-égalité l =E r[x]
avec x /∈ V(l) et {x 9→ l} est solution de x =?

E r[x]. ✷

La réciproque est fausse puisque la théorie close {a = f(a)} n’est pas simple alors
qu’elle est régulière et non effondrante.

Le problème de déterminer si une théorie arbitraire appartient à la classe des théories
simples est indécidable [BHSS90].

2.1.1 Abstraction
Si l’on veut adopter une approche modulaire, il faut pouvoir projeter un terme, une

égalité ou une équation du mélange de théories E1 ∪E2 vers un terme, une égalité ou une
équation dans une théorie Ei composant le mélange.

La projection d’un terme hétérogène vers un terme dit “pur” s’effectue par abstraction
des sous-termes étrangers. Chaque sous-terme étranger est remplacé, ou abstrait, par
une variable de telle manière qu’une même variable serve à abstraire deux sous-termes
étrangers équivalents modulo E1∪E2. Cette opération fait l’objet de la définition suivante.

Définition 2.1 Une abstraction par variables simple est une application bijective π d’un
ensemble des représentants de (T (F1 ∪ F2,X )\X )/ =E1∪E2 vers un sous-ensemble de X .

La i-abstraction tπi d’un terme t est définie par

• xπi = x si x ∈ X ,

• f(s1, . . . , sp)πi = f(sπi
1 , . . . , sπi

p ) si f ∈ Fi,

• f(s1, . . . , sp)πi = π(f(s1, . . . , sp)) si f /∈ Fi.

La i-abstraction σπi d’une substitution σ est définie par σπi = {x 9→ (xσ)πi | x ∈
Dom(σ)}.

Remarque 2.1 N’importe quel représentant de (T (F1∪F2,X )\X )/ =E1∪E2 est un terme
non variable car E1 ∪ E2 est une théorie régulière et non effondrante.

Remarque 2.2 La i-abstraction tπi d’un terme t est un terme i-pur.
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Un problème d’unification Γ est lui aussi transformé en une conjonction Γ1∧Γ2 de pro-
blèmes respectivement 1-pur et 2-pur. Cette transformation, appelée purification consiste
elle aussi à remplacer un sous-terme étranger t par une nouvelle variable x et à rajou-
ter l’équation x=?t correspondante. En appliquant jusqu’à saturation cette “règle” de
transformation, on obtient la conjonction Γ1 ∧ Γ2 annoncée.

Une équation i-pure doit encore être résolue dans le mélange de théories E1 ∪ E2, la
purification n’étant qu’une opération syntaxique. Pour cela, l’objectif essentiel reste bien
évidemment de pouvoir réutiliser les algorithmes d’unification dans les théories compo-
santes E1 et E2.

2.1.2 Résolution dans une composante
Une méthode correcte pour résoudre une équation i-pure consiste à la résoudre dans sa

théorie Ei. Une Ei-solution d’une équation i-pure est en effet une E1∪E2-solution puisque
Ei ⊆ E1 ∪ E2. La principale difficulté est de montrer la complétude de cette méthode,
c’est-à-dire de mettre en évidence que toute E1 ∪ E2-solution est l’instance d’une Ei-
solution. Pour se faire, nous allons voir comment se projette dans une composante un
pas de remplacement d’égal par égal. Nous utiliserons pour l’instant uniquement le fait
qu’une théorie simple est régulière et non effondrante.

Lemme 2.1 Soient E1 et E2 des théories non effondrantes.
Si s←→E1∪E2 t alors sπi

∗←→E1∪E2 tπi.

Preuve : Supposons que s est un i-terme. Si le pas de ←→E1∪E2 s’effectue dans un sous-
terme étranger de s, alors sπi = tπi car le sous-terme obtenu par remplacement est
encore étranger pour t puisque E1 et E2 sont non effondrantes. Si le pas de←→E1∪E2

s’effectue à une position inférieure à toute position de AlienPos(s), alors c’est un
pas de ←→Ei , où les sous-termes étrangers de s figurent dans la partie instance.
On peut donc appliquer le même pas de ←→Ei entre sπi et tπi où t est un i-terme
puisque Ei est non effondrant. Nous avons donc aussi sπj = tπj ∈ X pour j ̸= i. ✷

Un remplacement d’égal par égal d’un terme i-pur s’effectue nécessairement par un
axiome de Ei pour obtenir un terme i-pur.

Lemme 2.2 Soient E1 et E2 des théories régulières et non effondrantes.
Si s ∈ T (Fi,X ) et s←→E1∪E2 t alors t ∈ T (Fi,X ) et s←→Ei t.

Preuve : Puisque Ej est non effondrante, il ne peut pas s’agir d’un Ej-remplacement
d’égal par égal. Ensuite, aucun sous-terme étranger pour t ne peut être introduit
par un pas de ←→Ei puisque la théorie Ei est régulière. Donc t est i-pur. ✷

Des lemmes 2.1 et 2.2, il découle qu’à toute preuve équationnelle dans le mélange
correspond une preuve équationnelle dans une composante sur les termes abstraits.

Proposition 2.3 Soient E1 et E2 des théories régulières et non effondrantes. Pour tous
les termes s et t, on a s =E1∪E2 t⇔ sπi =E1∪E2 tπi ⇔ sπi =Ei tπi.

Cette proposition permet en particulier de montrer la complétude de la résolution dans
une composante qu’on exprime par le lemme suivant:
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Lemme 2.3 Soient E1 et E2 des théories régulières et non effondrantes. Si s et t sont
deux terme i-purs et σ une substitution alors

sσ =E1∪E2 tσ ⇔ sσπi =Ei tσπi .

Preuve : Les termes s et t étant i-purs, on a (sσ)πi = sσπi et (tσ)πi = tσπi . ✷

La substitution σ est une instance de σπi puisque σ =E1∪E2 σ
πiπ−1.

Une fois les problèmes Γ1 et Γ2 résolus dans leurs théories respectives, il faut encore
s’assurer qu’à partir de deux solutions issues de chaque composante, on peut en construire
une dans le mélange. Nous allons voir que dans le mélange de théories simples, soit une
conjonction de formes résolues est une forme résolue, soit cette conjonction n’a pas de
solution dans le mélange parce qu’elle contient un conflit de théories ou un cycle.

2.1.3 Conflit de théories
Si une variable est instanciée dans les deux théories alors le problème n’a pas de

solution d’après la proposition suivante:

Proposition 2.4 Si E1 et E2 sont des théories non effondrantes, alors il n’existe pas
d’égalité s =E1∪E2 t avec s(ϵ) ∈ F1 et t(ϵ) ∈ F2.

Preuve : Si s =E1∪E2 t alors sπ1 =E1 tπ1 avec tπ1 ∈ X puisque t(ϵ) ∈ F2. La théorie E1

est donc effondrante, ce qui est en contradiction avec l’hypothèse. ✷

2.1.4 Résolution de cycle
Si le problème contient un cycle, alors il n’a pas de solution puisque l’union (disjointe)

de théories simples est encore une théorie simple.

Proposition 2.5 Si E1 et E2 sont des théories simples alors E1 ∪ E2 est une théorie
simple.

Preuve : On prouve par récurrence sur la hauteur de théories du terme t qu’une équation
x=?

E1∪E2
t[x]ω n’a pas de solution. Supposons l’existence d’une substitution σ telle

que xσ =E1∪E2 tσ[xσ]ω.

• Si la hauteur de théories de t est nulle, alors t est un terme i-pur et xσ =E1∪E2

tσ[xσ] implique xσπi =Ei tσπi[xσπi], ce qui est absurde par hypothèse sur Ei.

• On peut supposer sans perte de généralité que xσ(ϵ), t(ϵ) ∈ Fi d’après la propo-
sition 2.4. Ensuite, grâce à la proposition 2.3, nous avons xσπi =Ei (tσ[xσ]ω)πi.

S’il n’existe pas de position étrangère entre ϵ et ω alors xσπi =Ei (tσ)πi[xσπi ],
ce qui est absurde puisque Ei est simple.

S’il existe une position étrangère entre ϵ et ω alors une variable y fait abs-
traction d’un terme ayant xσ pour sous-terme strict. Cette variable doit aussi
faire abstraction d’un sous-terme étranger de xσ puisque Ei est régulière et
non effondrante. Par conséquent, il existe une solution à une équation y=?u[y],
où u est un terme dont la hauteur de théories est strictement inférieure à celle
de t, ce qui est absurde par hypothèse de récurrence.
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✷

En conséquence, un cycle composé obtenu par la conjonction de formes résolues dans
chaque composante n’a pas de solution. Nous verrons qu’il n’est pas nécessaire de sup-
poser les théories simples pour qu’un cycle composé n’ait pas de solution. Les théories
régulières et non effondrantes en sont un autre exemple. De plus, nous n’avons utilisé
pour le lemme 2.3 que les propriétés de régularité et de non effondrement des théories
simples. L’algorithme que nous allons présenter est de ce fait encore valable pour les
théories régulières et non effondrantes. Il est dû à A. Boudet [Bou90a].

2.1.5 Algorithme à base de règles
L’algorithme s’apparente beaucoup à celui donné pour l’unification dans la théorie

vide avec forme séquentiellement résolue, c’est-à-dire sans remplacement. En voici un bref
descriptif:

• les règles VA et IE transforment le problème en une conjonction de problèmes purs,

• la règle Ei-Res résout le sous-problème i-pur dans la théorie Ei,

• la règle Conflit est similaire à celle dans la théorie vide, à ceci près qu’elle s’applique
à des symboles disjoints appartenant chacun à une théorie différente,

• la règle Cycle est identique à celle dans la théorie vide.

Rappelons que les transformations ne portent que sur la partie non quantifiée du pro-
blème d’unification. C’est pourquoi on ne mentionne que les quantifications existentielles
sur les variables rajoutées.

Structure de données

La structure de données est celle prise par A. Boudet [BJSS90, Bou90b, Bou90a]. Un
problème d’unification ∃x⃗ : P se décompose en

• PH le sous-problème de P composé d’équations hétérogènes,

• PV le sous-problème de P composé d’équations impropres, c’est-à-dire d’équations
entre variables,

• Pi le sous-problème de P (i = 1, 2) composé d’équations i-pures.

La plus petite relation d’équivalence sur X contenant PV est notée =V .

Nota: Lorsqu’on utilise P, Q, . . . pour dénoter un pro-
blème d’unification, il est fait référence à cette struc-
ture de données.

On note Γ le problème d’unification initial et Γ1∧Γ2 la conjonction de problèmes purs
respectivement 1-pur et 2-pur obtenue par application répétée des règles VA et IE.
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VA
P ∧ s =? t

∃x : P ∧ s =? t[x]ω ∧ x =? t|ω
si

{
ω ∈ AlienPos(t)
x est une nouvelle variable

IE
P ∧ s =? t

∃x : P ∧ x =? s ∧ x =? t
si

{
s ∈ T (F1,X )\X , t ∈ T (F2,X )\X
x est une nouvelle variable

Ei-Res+

Pi

∃x⃗i : σ̂i
si σi ∈ CSUEi(Pi) et x⃗i = V(σ̂i)\V(Pi).

VarRep
P ∧ x=?y

P{x 9→ y} ∧ x=?y
si x, y ∈ V(P )

Conflit
P ∧ x=?s ∧ x=?t

⊥ si s(ϵ) ∈ F1, t(ϵ) ∈ F2

Cycle
P ∧ x1=?t1[x2]p1 ∧ · · ·xn=?tn[x1]pn

⊥ si pi ̸= ϵ pour un i ∈ {1, . . . , n}

Figure 2.1. Ensemble de règles RS pour l’unification dans le mélange de théories simples
et disjointes

Lemme 2.4 L’application à un problème d’unification Γ des règles VA et IE avec un
contrôle arbitraire termine et retourne un problème d’unification ∃x⃗ : Γ1 ∧ Γ2 équivalent
à Γ.

Les règles VA et IE font décrôıtre respectivement

• le multi-ensemble des hauteurs de théories des sous-termes étrangers des termes de
PH , noté THmul(P ),

• le nombre d’équations impures de PH , noté IE(P ).

Une forme normale pour {VA, IE} est un problème d’unification n’ayant pas de sous-
problème hétérogène PH . En considérant simplement les nouvelles variables comme exis-
tentiellement quantifiées, VA et IE préservent de façon évidente l’ensemble des solutions.

La preuve de terminaison donnée ci-dessous du système de règles RS est un peu plus
simple que celle donnée dans la thèse d’A. Boudet [Bou90a]. Elle utilise les variables du
problème Γ1 ∧ Γ2 associé au problème initial Γ.

Forme résolue

Les règles RS de la figure 2.1 transforment un problème en un autre qui lui est
équivalent d’après les propositions 2.4, 2.5 et 2.4. Il s’agit encore de vérifier qu’une forme
normale est une forme séquentiellement résolue (et réciproquement).
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Lemme 2.5 ( [Bou90a]) Si les règles de RS appliquées avec un contrôle arbitraire à
un problème Γ terminent, alors elles retournent une disjonction équivalente de problèmes
d’unification ∃x⃗ : P où les P sont en forme séquentiellement résolue.

Terminaison

La preuve de terminaison est basée sur le fait que la résolution dans une théorie ne
peut engendrer de nouvelles variables qui puissent être partagées avec l’autre théorie.

Définition 2.2 Une variable est introduite par un Ei-unificateur σi d’un sous-problème
i-pur Pi si c’est une variable de V(σ̂i)\V(Pi). Un ensemble de variables W ⊆ X est protégé
par unification des sous-problèmes purs de P si

∀σi ∈ CSUEi(Pi), xσi ∈W si xσi ∈ X et x ∈W

et si les variables introduites par σi sont en dehors de l’ensemble des variables du problème
P , de W et celles introduites respectivement par σ1 et σ2 sont distinctes entre elles.

Lemme 2.6 Il est toujours possible de protéger un ensemble W de variables par unifica-
tion des sous-problèmes purs de P .

Preuve : Il existe un renommage µ tel que

∀x, y ∈ V(Pi), (xσi)µ = (yσi)µ ∈W si xσi = yσi = wσi ∈ X , w ∈W.

La substitution γi définie par γi =V(Pi) σiµ est solution de Pi et satisfait la condition
requise. Elle vérifie aussi σi =V(Pi) γiµ−1 puisque µ est un renommage. L’ensemble
des substitutions γi définit donc un CSUEi(Pi). ✷

Les hypothèses prises ci-dessous sont valables pour tous les algorithmes à base de
règles détaillés par la suite.

Hypothèse 2.1

1. Les variables introduites par purification sont incluses dans V(Γ1 ∧ Γ2).

2. V(Γ1 ∧ Γ2) est protégé par unification des sous-problèmes purs de P .

Ces hypothèses permettent de s’assurer d’une part que les classes de nouvelles va-
riables introduites par Ei-unification et apparaissant dans Pi sont des nouvelles classes de
variables et d’autre part que les nouvelles classes de variables apparaissant dans P1 et P2

sont disjointes.

Lemme 2.7 Les propriétés suivantes:

1. (V(Pi)\V(Γ1 ∧ Γ2))/ =V
⋂ V(Γ1 ∧ Γ2)/ =V = ∅

2. (V(P1)\V(Γ1 ∧ Γ2))/ =V
⋂

(V(P2)\V(Γ1 ∧ Γ2))/ =V = ∅

sont conservées par application de Ei-Res.
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Preuve : Avant application de Ei-Res, on a V(Pi) ⊆ V(Γ1∧Γ2) et les propriétés énoncées
sont donc vraies initialement.

Supposons maintenant que ces propriétés soient vraies pour un problème P et que
celui-ci soit transformé en Q par Ei-Res.

1. Si une équation impropre x=?y, x ∈ V(Pi)\V(Γ1 ∧ Γ2), y ∈ V(Γ1 ∧ Γ2), est
engendrée par Ei-Res, alors x ∈ V(QV ) mais x /∈ V(Qi) car par hypothèse,
xσi = y si σi ∈ CSUEi(Pi) et non pas yσi = x.

2. Une variable introduite par Ei-Res n’est pas élément de V(Γ1∧Γ2) et n’apparâıt
pas ailleurs dans P . Si cette variable est dans V(Qi) tout en étant égale mo-
dulo =V à une variable de V(Pi), alors cette dernière est nécessairement dans
V(Pi)\V(Γ1 ∧ Γ2), sinon cette variable est dans V(QV ) en utilisant le même
argument que pour le premier point.

✷

L’application de Ei-Res ne produit pas de nouvelles classes de variables qui puissent
créer un conflit inter-théories.

Lemme 2.8 La propriété

V(P1)/ =V

⋂
V(P2)/ =V ⊆ V(Γ1 ∧ Γ2)/ =V

est conservée par application de Ei-Res, VA et IE.

Preuve : Pour Ei-Res, il s’agit d’une conséquence immédiate de la proposition précédente.

La nouvelle variable introduite par VA et IE figure à la fois dans P1 et P2 mais aussi
par hypothèse dans Γ1 ∧ Γ2. ✷

Lemme 2.9 VarRep ne s’applique qu’à des variables de V(Γ1 ∧ Γ2).

Preuve : Supposons que la règle Ei-Res engendre une nouvelle équation x=?y avec x ∈
V(Pi)\V(Γ1 ∧ Γ2), c’est-à-dire qu’elle transforme un problème P en un problème
Q∧x=?y. Nous allons montrer que x /∈ V(Q). La variable x n’est déjà plus élément
de V(Qi) par application de Ei-Res.

Si x /∈ V(QV ) alors on montre par l’absurde que x /∈ V(QH ∧Qj) pour j ̸= i:

• Si x ∈ V(QH) alors x ∈ V(Γ1 ∧ Γ2) puisque V(QH) ⊆ V(Γ1 ∧ Γ2).

• Si x ∈ V(Qj) = V(Pj) alors les lemmes 2.8 et 2.7 impliquent que x ∈ V(Γ1∧Γ2).

Si x ∈ V(QV ) alors un problème tel que x est résolue et n’apparâıt nulle part ailleurs
a d’abord été engendré puis x a forcément été réintroduite par E1-Res ou E2-Res,
ce qui est contraire à l’hypothèse 2.1.

En définitive, x /∈ V(Q) et VarRep ne s’applique pas avec x=?y. ✷

Mesures de complexité:
A chaque problème d’unification, on associe une mesure de complexité strictement

décroissante pour chaque règle de RS suivant un ordre nœthérien.
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• THmul(P ) le multi-ensemble des hauteurs de théories des sous-termes étrangers des
termes de PH ,

• IE(P ) le nombre d’équations impures de PH ,

• PV R(P ) le nombre d’applications potentielles de VarRep (entre variables de V(Γ1∧
Γ2)),

• USP (P ) le nombre de sous-problèmes purs de P qui ne sont pas en formes résolues,

• NV C(P ) = |V(Γ1 ∧Γ2)/ =V | où =V est la plus petite relation d’équivalence sur X
contenant PV .

Lemme 2.10 Ei-Res fait décrôıtre NV C(P ) ou ne modifie ni NV C(P ) ni PV R(P ).
VarRep ne modifie pas NV C(P ) et fait décrôıtre PV R(P ).

Preuve : La règle Ei-Res a deux comportements:

1. Ei-Res engendre une équation impropre x=?y, x, y ∈ V(Γ1 ∧ Γ2) et NV C(P )
décrôıt,

2. Si toutes les équations impropres x=?y engendrées par Ei-Res vérifient x /∈
V(Γ1 ∧ Γ2) ou y /∈ V(Γ1 ∧ Γ2), alors NV C(P ) n’est pas modifié, de même que
PV R(P ) d’après la proposition 2.9, mais USP (P ) décrôıt.

la règle VarRep ne modifie pas le nombre de classes d’équivalence de =V mais diminue
strictement le nombre de représentants d’une classe dans PH ∧ P1 ∧ P2. ✷

La mesure de complexité NV C(P ) précède PV R(P ) dans l’ordre lexicographique
comparant les mesures de complexité.

Proposition 2.6 Le système de règles RS termine pour tout contrôle.

Preuve : La preuve est résumée par le tableau suivant:

regles THmul(P ) IE(P ) NV C(P ) PV R(P ) USP (P )
VA ↓
IE = ↓
Ei-Res(1) = = ↓
Ei-Res(2) = = = = ↓
VarRep = = = ↓

Les règles Conflit et Cycle ne sont pas reproduites ici car elles mènent directement à
des formes normales. ✷

Théorème 2.1 Si E1 et E2 sont deux théories disjointes et simples alors la E1 ∪ E2-
unification est finitaire si et seulement si la Ei-unification (i = 1, 2) est finitaire.

On notera qu’il s’agit de l’unification élémentaire, le cas général d’unification avec sym-
boles libres correspondant au mélange de théories quelconques que nous allons maintenant
aborder.
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2.2 Le mélange de théories disjointes
Dans la section précédente, de fortes conditions étaient imposées sur les théories pou-

vant être combinées. On traite à présent du cas général sans restriction sur la forme des
axiomes. De nouveaux problèmes surgissent:

• un sous-terme étranger ne reste pas toujours étranger par remplacement d’égal par
égal,

• un terme i-pur peut se réécrire en un j-terme, i ̸= j, par un axiome effondrant,

• un nouveau sous-terme étranger peut être introduit par remplacement d’égal par
égal.

Les deux derniers points peuvent être réglés en imposant une certaine direction dans
l’utilisation des axiomes.

2.2.1 Système de réécriture combiné
L’idée d’introduire un système de réécriture pour décrire le comportement de l’égalité

dans le mélange de théories est dûe à A. Boudet et J.-P. Jouannaud. Cette idée a ensuite
été reprise par F. Baader et K. Schulz, montrant ainsi son intérêt pour le problème de
décision dans le mélange de théories [BS92]. La définition du système de réécriture combiné
que nous donnons est plus directe et ne nécessite pas l’utilisation de la complétion sans
échec sur les axiomes E1 et E2. Nous allons l’introduire comme étant l’ensemble des
instances hétérogènes et closes des E1-égalités et E2-égalités.

Soit E>
i = {lσ → rσ | l =Ei r, Ran(σ) ⊆ T (F1 ∪ F2 ∪ X ), lσ > rσ} pour i = 1, 2.

Pour orienter toutes les instances closes des Ei-égalités, un ordre de réduction total
sur T (F1 ∪ F2 ∪ X ) est utilisé.

Hypothèse 2.2 > est un ordre de simplification total sur T (F1 ∪ F2 ∪ X ) tel que >|X
est nœthérien.

Il n’y a aucune difficulté à satisfaire cette hypothèse, un ordre LPO ou RPO fait très
bien l’affaire. Le théorème de Dershowitz 1.5 ne permet pourtant pas de conclure que >
est un ordre de réduction car F ∪ X est infini.

Proposition 2.7 Un ordre de simplification sur T (F ∪X ) est nœthérien si >|X est nœ-
thérien.

Preuve : La preuve est basée sur le théorème de Kruskal [Kru60] et la notion de pré-bel-
ordre.

La relation ≥ définie sur F ∪ X par l’égalité sur F et >|X est une relation de pré-
bel-ordre. En vertu du théorème de Kruskal, la relation de plongement ≥emb induite
par ≥ et définie comme étant la plus petite relation reflexive transitive et stable par
contexte incluant

f(s1, . . . , sn) ≥emb si 1 ≤ i ≤ n
x ≥emb y x, y ∈ X , x > y
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est une relation de pré-bel-ordre sur T (F1 ∪ F2 ∪ X ). L’ordre de simplification >
contient le pré-bel-ordre ≥emb. Par conséquent, s’il existe une châıne infinie décrôıs-
sante t1 > t2 > . . ., alors d’après la définition d’un pré-bel-ordre, il existe deux
termes tj , tk tels que j < k, tj ≤emb tk et donc tj < tk, ce qui est absurde. ✷

Le fait que > soit un ordre de simplification permet de valider la proposition suivante:

Lemme 2.11 Si l → r ∈ E>
1 ∪E>

2 et l(ϵ) ∈ Fi alors l → r ∈ E>
i .

Preuve : Considérons une règle lσ → rσ ∈ E>
j telle que lσ(ϵ) ∈ Fi pour j ̸= i. Dans ce

cas, l est nécessairement une variable x avec x ∈ V(r) puisque Ej est consistante.
Par conséquent, lσ est sous-terme strict de rσ et rσ > lσ puisque > est un ordre de
simplification, ce qui est absurde. ✷

L’hypothèse d’un ordre de simplification total sur les termes clos est donc essentielle
pour déterminer la théorie d’une règle en fonction de sa tête. Toutes les paires critiques
entre E>

1 et E>
2 sont donc joignables. Les paires critiques entre règles de E>

i sont elles
aussi joignables puisque par définition E>

i représente les instances (closes) de toutes les
Ei-égalités et pas seulement des axiomes de Ei. Il en résulte la convergence du système
de réécriture combiné.

Proposition 2.8 Les systèmes de réécriture E>
1 , E>

2 et E>
1 ∪ E>

2 sont convergents.

Preuve : Terminaison: Soient s et t deux termes de T (F1∪F2∪X ). Si s→E>
1 ∪E>

2
t alors

s →E>
1

t ou s →E>
2

t. Dans les deux cas, s > t où > est un ordre nœthérien sur
T (F1 ∪ F2 ∪ X ).

Confluence: Puisque →E>
1 ∪E>

2
termine, il suffit de montrer que →E>

1 ∪E>
2

est locale-
ment confluent. Deux cas non triviaux sont à considérer:

Supposons l’existence d’un pic s ←E>
i

t →E>
i

u, où (s, u) est l’instance d’une paire
critique (l, r), qui est aussi une Ei-égalité. Ainsi s = lψ, u = rψ, l =Ei r et donc
s→ u ou u→ s est une règle de E>

i .

Supposons l’existence d’un pic s ←E>
i

t →E>
j

u avec, sans perte de généralité,

la règle de E>
i appliquée à la position ϵ. Donc t = gψ et s = dψ avec g =Ei d

et g, d ∈ T (Fi,X ). La règle de E>
j s’applique nécessairement à une position dont

le symbole est dans Fj. Il existe donc une variable x ∈ V(g) à une position p,
une substitution ψ′ et une position q telle que u = gψ[rψ′]p·q avec xψ|q = lψ′

et lψ′ → rψ′ ∈ E>
j . Soit σ la substitution définie par yσ = yψ pour y ̸= x et

xσ = xψ[rψ′]q. Alors

s
∗−→lψ′→rψ′ sσ ←→ϵ,gσ←→dσ uσ

∗←−rψ′←lψ′ u.

✷

Le fait de supposer les instances des variables de V(r)\V(l) normalisées assure que
la réduction d’un terme s’effectue sans l’introduction de nouveaux sous-termes étrangers
réductibles.
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On note R le système de réécriture inclus dans E>
1 ∪E>

2 défini par

R =
2⋃

i=1

{lσ → rσ | l =Ei r, Ran(σ) ⊆ T (F1 ∪ F2 ∪ X ), lσ > rσ,

xσ est E>
1 ∪ E>

2 -normalisée pour x ∈ V(r)\V(l)}.

Corollaire 2.1 s =E1∪E2 t⇐⇒ s ↓R= s ↓E>
1 ∪E>

2
= t ↓E>

1 ∪E>
2
= t ↓R.

Nous supposerons par défaut que les variables de X sont inférieures aux autres termes
suivant l’ordre >. Cela permet de ne pas introduire de nouveaux sous-termes étrangers et
de s’assurer ainsi que la forme normale d’un terme i-pur est i-pur.

2.2.2 Abstraction
Le terme t ↓R est maintenant choisi comme représentant canonique de la classe de t

modulo E1∪E2, ce qui conduit à une nouvelle définition de l’abstraction par variables qui
devient une bijection entre termes normalisés et un ensemble de variables. Le domaine de
l’abstraction par variables ne contient pas de variables puisqu’il s’agit de termes qui ne
sont abstraits dans aucune théorie.

Définition 2.3 Une abstraction par variables est une bijection π entre l’ensemble des
termes R-normalisés T ↓R= {u ↓R |u ∈ T (F1 ∪ F2 ∪ X ) et u ↓R∈ T (F1 ∪ F2 ∪ X )\X} et
un sous-ensemble de variables de X .

Le terme tπi, appelé i-abstraction du terme t, est défini de façon inductive comme suit:

• si t = x ∈ X alors tπi = x,

• si t = f(s1, . . . , sp) et f ∈ Fi alors tπi = f(sπi
1 , . . . , sπi

p )
sinon si t ↓R /∈ X alors tπi = π(t ↓R) sinon tπi = t ↓R.

Il est intéressant de noter que les variables sont R-normalisées, x ↓R= x pour x ∈ X .
Nous aurions donc pu définir l’abstraction par variables comme l’identité sur X , c’est-à-
dire π(x ↓R) = x et définir ainsi la i-abstraction sans avoir à considérer différemment les
variables. C’est l’option choisie par F. Baader et K. Schulz [BS92].

2.2.3 Résolution dans une composante
L’objectif essentiel reste de pouvoir résoudre un problème i-pur obtenu par purification

en utilisant l’algorithme de Ei-unification. La règle correspondante est bien évidemment
correcte mais sa complétude mérite qu’on s’y attarde. On suit la même démarche que pré-
cédemment. Le premier point est de déterminer comment se projette un pas de réécriture
du mélange.

Proposition 2.9 Soit s un i-terme dont les sous-termes étrangers sont R-normalisés. Si
s→R t alors

• s →E>
i

t où t est soit R-normalisé, soit un i-terme dont les sous-termes étrangers
sont R-normalisés,
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• sπi =Ei tπi.

Preuve : La règle de R s’applique nécessairement à une position où figure un symbole
de Fi puisque les sous-termes étrangers sont R-normalisés. Il s’agit donc d’une règle
de E>

i .

Si t est une variable, alors elle est R-normalisée. Si t est un j-terme, j ̸= i, alors
c’est un sous-terme étranger de s, donc R-normalisé. Sinon, t est un i-terme dont
tous les sous-termes étrangers sont R-normalisés puisque les sous-termes étrangers
éventuellemment introduits sont irréductibles.

Les sous-termes étrangers figurant dans la partie “instance” de la règle E>
i appliquée,

il existe donc une Ei-égalité entre les i-abstractions de s et t. ✷

Proposition 2.10 Si s est un i-terme dont les sous-termes étrangers sont R-normalisés
alors sπi =Ei (s ↓R)πi.

Preuve : Par la proposition 2.9 et induction nœthérienne sur →R. ✷

Corollaire 2.2 Si s et t sont des i-termes dont les sous-termes étrangers sont R-normalisés
alors

s =E1∪E2 t⇐⇒ sπi =Ei tπi.

Preuve : Si s =E1∪E2 t alors sπi =Ei (s ↓R)πi = (t ↓R)πi =Ei tπi. ✷

La théorie E1 ∪E2 est donc en particulier une extension conservative de E1 et de E2.

Corollaire 2.3 Si s et t sont des termes i-purs alors s =E1∪E2 t⇐⇒ s =Ei t.

Lemme 2.12 Si s est un terme i-pur et σ une substitution R-normalisée alors

• (sσ) ↓R= (sσ) ↓E>
i
,

• ((sσ) ↓R)πi =Ei sσπi.

Preuve : Par la proposition 2.9 et induction nœthérienne sur→R. Un sous-terme étranger
de sσ est R-normalisé car s est pur et σ R-normalisée. ✷

Si s est une variable alors sσ est R-normalisé et l’on a même plus besoin d’utiliser la
proposition 2.9.

Ce lemme permet de montrer la complétude de la règle Ei-Res qu’on exprime par ce
qui suit.

Lemme 2.13 Si s, t sont des termes i-purs et σ une substitution R-normalisée alors

sσ =E1∪E2 tσ ⇔ sσπi =Ei tσπi.

Preuve : Si (sσ) ↓R= (tσ) ↓R alors ((sσ) ↓R)πi = ((tσ) ↓R)πi et

sσπi = (sσ)πi =Ei ((sσ) ↓R)πi = ((tσ) ↓R)πi =Ei (tσ)πi = tσπi.

✷
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2.2.4 Combinaison des solutions
A ce stade, un problème hétérogène Γ a été séparé en deux sous-problèmes purs Γ1 et

Γ2 qui ont été résolus dans leur théorie respective. Deux formes résolues sont calculées,
une par théorie, et il va falloir en extraire une solution pour le mélange de théories. Nous
avons vu que dans le cas de théories simples, soit la conjonction des formes résolues est
une forme résolue, soit cette conjonction contient un conflit de théories ou un cycle et
elle n’a pas de solution. Il en va autrement dans le cas général. Un conflit ou un cycle
inter-théories peut désormais posséder des solutions. Pour les déterminer, deux approches
ont été étudiées; elles seront présentées puis comparées dans les sections suivantes.

La première approche, dûe à A. Boudet, consiste à reprendre l’algorithme d’unification
dans le mélange de théories simples et d’y modifier les règles Conflit et Cycle qui ne sont
plus correctes. Il s’agit donc de rajouter de nouvelles règles de combinaison à la règle
Ei-Res.

La seconde approche a été introduite par M. Schmidt-Schauß [SS89] puis reprise par
F. Baader et K. Schulz [BS92]. L’idée consiste cette fois à éviter a priori d’engendrer
des conflits ou des cycles inter-théories au cours de la résolution. Pour ce faire, il faut
modifier la résolution dans chaque théorie pour ne calculer que les solutions qui puissent
être combinées, c’est-à-dire celles dont la conjonction définit une forme (séquentiellement)
résolue. L’avantage de cette seconde approche est de pouvoir s’appliquer à la fois au
problème de résolution d’équations et surtout au problème de décision de l’unification
puisque les solutions n’ont pas à être explicitement engendrées.

Les avantages et inconvénients des approches par décision et résolution seront plus
longuement discutés en section 2.5.

2.3 Approche par résolution
La i-abstraction d’une solution σ de P doit satisfaire certaines restrictions dans la

théorie Ei que nous allons coder par des prédicats définis localement dans chaque théorie
Ei à la manière de ce qui est fait dans [Bou90a].

Nous supposons ici l’existence d’un algorithme d’unification dans chaque théorie com-
posante.

2.3.1 Conflit de théories
Une variable x peut apparaitre résolue dans deux théories, i.e. x =?

E1
t1 ∧ x =?

E2
t2,

mais ne peut être instanciée par une solution R-normalisée σ que dans l’une seule des
théories, disons Ei. La j-abstraction du terme (xσ)πj pour j ̸= i est une variable telle que
(xσ)πj =Ej (tjσ)πj . Il va donc falloir s’intéresser en priorité aux Ej-solutions instanciant
x par une variable et c’est pourquoi A. Boudet introduit un prédicat unaire MEi avec une
variable en argument pour la “marquer”. La sémantique de ce prédicat est définie de la
façon suivante:

Définition 2.4 Une substitution σi est solution d’un problème de Ei-unification Pi ∧
MEi(x) si σi est une solution de Pi telle que xσi ∈ X .
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Une équation x =?
Ei

t ∧MEi(x) n’est plus en forme résolue puisque {x 9→ t} n’est pas
solution de x =?

Ei
t ∧MEi(x).

Définition 2.5 Le problème d’unification Pi = σ̂i∧MEi(x1)∧ · · ·∧MEi(xn) est en forme
résolue si σ̂i est en forme résolue et

∀k ∈ {1, . . . , n}, xkσ ∈ X .

La forme résolue σ̂i est notée tsf(Pi).

Le singleton {σi} est un CSUEi(Pi).
L’introduction du prédicat de marquage MEi est motivée par la proposition suivante,

décrivant comment résoudre un conflit de théories.

Proposition 2.11 Soit P un problème x=?t1 ∧ x=?t2 avec t1 ∈ T (F1,X )\X et t2 ∈
T (F2,X )\X . Si σ est une solution R-normalisée de P alors il existe un indice i ∈ {1, 2}
tel que σπi est solution de Pi ∧MEi(x).

Preuve : Si σ est une substitution R-normalisée alors il existe j ∈ {1, 2} tel que xσ(ϵ) ∈
Fj ∪ X et donc xσπi ∈ X pour i ̸= j. ✷

On pourra remarquer qu’il n’a pas été nécessaire de supposer la variable résolue dans
chaque théorie pour prouver la proposition.

2.3.2 Résolution de cycles
Comme nous l’avons déjà évoqué pour le mélange de théories simples, il suffit de

s’intéresser aux cycles composés de formes résolues de chaque théorie composante.

Définition 2.6 Un cycle composé est un cycle

y1=
?t1[x1] ∧ x1=

?s1[y2] ∧ · · · yn=?tn[xn] ∧ xn=?sn[y1]

tel que

• t1, . . . , tn ∈ T (F1,X )\X ,

• s1, . . . , sn ∈ T (F2,X )\X ,

• x1, . . . , xn, y1, . . . , yn sont des variables distinctes.

Si l’on considère le cycle composé y=?t1[x] ∧ x=?t2[y] et σ une solution R-normalisée
instanciant y dans E1 et x dans E2, alors le terme xσ (resp. la variable (xσ)π1) ne peut
pas être sous-terme strict de yσ (resp. (yσ)π1) et yσ (resp. la variable (yσ)π2) sous-terme
strict de xσ (resp. (xσ)π2). C’est ce qui motive l’introduction d’un prédicat binaire avec
des variables en arguments et la sémantique suivante:

Définition 2.7 Une substitution σi est solution d’un problème de Ei-unification Pi ∧
ArcEi(x, y) si xσi ∈ X et xσi /∈ V(yσi).
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Définition 2.8 Le problème d’unification

Pi = σ̂i ∧MEi(z1) ∧ · · · ∧MEi(zq) ∧ArcEi(x1, y1) ∧ · · · ∧ArcEi(xn, yn)

est en forme résolue si σ̂i ∧MEi(z1) ∧ · · · ∧MEi(zq) est en forme résolue et si

∀k ∈ {1, . . . , n}, xkσi ∈ X et xkσi /∈ V(ykσi).

La forme résolue σ̂i est notée tsf(Pi).

Le singleton {σi} est un CSUEi(Pi).
Un problème y =?

Ei
t[x] ∧ArcEi(x, y) n’est plus en forme résolue puisque x ∈ V(t[x]).

La résolution d’un cycle composé est basée sur la proposition suivante:

Proposition 2.12 Si P1 ∧ P2 est un cycle composé

y1=
?t1[x1] ∧ x1=

?s1[y2] ∧ · · · yn=?tn[xn] ∧ xn=?sn[y1]

et σ une solution R-normalisée de P1 ∧ P2, alors

• σπ1 est solution de P1 ∧ME1(ym) pour un m ∈ {1, . . . , n},
• ou σπ2 est solution de P2 ∧ME2(xm) pour un m ∈ {1, . . . , n},
• ou σπ1 est solution de P1 ∧ ArcE1(xm, ym) pour un m ∈ {1, . . . , n},
• ou σπ2 est solution de P2 ∧ ArcE2(ym, xm) pour un m ∈ {2, . . . , n},
• ou σπ2 est solution de P2 ∧ ArcE2(y1, xn).

Preuve : Si
∀m ∈ {1, . . . , n}, xmσ(ϵ) ∈ F2,

∀m ∈ {1, . . . , n}, ymσ(ϵ) ∈ F1,

et
∀m ∈ {1, . . . , n}, xmσ

π1 ∈ V(ymσ),

∀m ∈ {2, . . . , n}, ymσ
π2 ∈ V(xm−1σ),

y1σ
π2 ∈ V(xnσ),

alors y1σ est sous-terme strict de xnσ et xnσ est sous-terme strict de y1σ, ce qui est
absurde. ✷

2.3.3 Unification avec restriction
Il faut pouvoir résoudre les problèmes d’unification spécifiques introduits lors d’un

conflit ou d’un cycle inter-théories.
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Restriction variable

Un problème contenant des prédicats MEi et ArcEi est appelé problème d’unification
avec restriction variable.

Définition 2.9 Un problème de Ei-unification avec restriction variable est un problème
de Ei-unification

Pi = P ′i ∧MEi(z1) ∧ · · · ∧MEi(zq) ∧ArcEi(x1, y1) ∧ · · · ∧ArcEi(xn, yn),

où P ′i ne contient pas de prédicat MEi, ni de prédicat ArcEi. On note M(Pi) l’ensemble
des variables {z1, . . . , zq, x1, . . . , xn}.

Pour résoudre un problème d’unification avec restriction variable, il ne suffit pas d’em-
pêcher l’instanciation des variables marquées M(Pi). Les variables de M(Pi) ne pourront
être considérées comme constantes (libres) qu’après avoir été identifiées.

Identification de variables

La définition que nous prenons impose l’idempotence des substitutions instanciant des
variables par des variables.

Définition 2.10 ( [SS89]) Soient V et W deux ensembles de variables. Une identification
ξ de V sur W est une substitution idempotente telle que Dom(ξ) ⊆ V et Ran(ξ) ⊆ W .
L’ensemble des identifications de V sur W est noté IDW

V . L’ensemble des identifications
de V sur lui-même est noté IDV .

Il suffit d’une partition de V en au plus |W | parties pour construire une identification.

Proposition 2.13 Si deux substitutions σ et φ sont deux substitutions de IDW
V compa-

rables par ≤V alors σ et φ sont définies à un renommage près.

Restriction constante

Les variables marquées dans une théorie puis identifiées sont ensuite considérées comme
des constantes libres dans l’une ou l’autre des théories mais pas dans les deux théories
simultanément. Les contraintes équationnelles à résoudre ne sont donc plus simplement
des problèmes d’unification.

Définition 2.11 ( [Bür90]) Un problème de décision de E-unification avec constantes
est une contrainte équationnelle

∀y⃗ : (∃x⃗ : Γ)

où Γ = (
∧

k∈K sk=?tk) est un problème de E-unification et x⃗ ⊕ y⃗ = V(Γ). On parle plus
précisement de problème du mot lorsqu’il n’y a pas de variable existentiellement quantifiée
et de problème de décision du filtrage lorsque

⋃
k∈K V(tk) ⊆ y⃗.
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La E-unification consiste à trouver les assignations des variables existentiellement
quantifiées dans le problème de décision (équivalent à ⊤ ou ⊥)

∃V(Γ) : Γ.

De même, la E-unification avec constantes définie ci-après consiste à trouver les assigna-
tions des variables existentiellement quantifiées dans le problème de décision (sans variable
libre)

∀y⃗ : (∃x⃗ : Γ).

Définition 2.12 Un problème de E-unification avec constantes est un couple (Γ, C)
formé

• d’un problème de E-unification Γ,

• et d’un ensemble C ⊆ X de variables skolémisées.

Une substitution σ est solution d’un problème de E-unification avec constantes (Γ, C) si
σ est solution de Γ et si ∀c ∈ C, cσ = c. L’ensemble (resp. un ensemble complet) de
E-solutions au problème (Γ, C) est noté SUE(Γ, C) (resp. CSUE(Γ, C)).

Il est important de noter que:

• Toutes les constantes libres apparaissant dans un problème de E-unification sont
dorénavant vus comme des variables skolémisées même si le contexte C (les variables
universellement quantifiées) n’est pas toujours explicite.

• Nous n’avons pas défini la notion d’unification avec constantes sur un problème
d’unification existentiellement quantifié car nous chercherons toujours à expliciter
les solutions de toutes les variables avant de tenir compte de la quantification exis-
tentielle en éliminant celles introduites par le calcul.

L’unification avec constantes suffit pour résoudre un problème d’unification n’incluant
que des prédicats MEi mais ne l’est plus lorsque il contient aussi des prédicats ArcEi.

Définition 2.13 ( [BS92]) Un problème de E-unification avec restriction constante est
un triplet (Γ, C, η) formé

• d’un problème de E-unification avec constantes (Γ, C),

• et d’une relation η de C × V(Γ).

Pour tout c ∈ C, on note η(c) l’ensemble des variables {v | (c, v) ∈ η}.
Une substitution σ est solution d’un problème de E-unification avec restriction constante

(Γ, C, η) si σ est solution de (Γ, C) et si ∀c ∈ C, ∀x ∈ η(c), c /∈ xσ. L’ensemble (resp.
un ensemble complet) de E-solutions au problème (Γ, C, η) est noté SUE(Γ, C, η) (resp.
CSUE(Γ, C, η)).

La proposition suivante établit le lien entre restriction variable et restriction constante.
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Proposition 2.14 ( [Bou90a]) Un ensemble complet de Ei-solutions au problème

Pi = P ′i ∧MEi(z1) ∧ · · · ∧MEi(zq) ∧ArcEi(x1, y1) ∧ · · · ∧ArcEi(xn, yn),

est ⋃

ξ∈IDM(Pi)

CSUEi(Piξ,M(Pi)ξ, {(x1ξ, y1), . . . , (xnξ, yn)}) ◦ ξ.

Les notions de restriction constante et variable étant équivalentes modulo identification
des variables, nous n’emploierons plus que l’unification avec restriction constante ou plus
simplement unification avec restriction.

Elimination de constante

Un problème d’élimination de constante est un cas particulier de problème d’unification
avec restriction.

Définition 2.14 Un problème de E-élimination de constante est un problème de E-
unification avec restriction constante (σ̂, C, η) tel que σ̂ est un problème d’unification
en forme résolue et η(c) ⊆ Dom(σ) pour tout c ∈ C.

Un problème d’élimination de constante est défini dans [SS89] par un ensemble de
couples

{(c1, t1), . . . , (cn, tn)}.

Définition 2.15 Un E-éliminateur de {(c1, t1), . . . , (cn, tn)} est une substitution σ véri-
fiant ∀i ∈ {1, . . . , n} ∃u, tiσ =E u et ci /∈ u.

Proposition 2.15 Il existe un éliminateur de

{(c1, t1), . . . , (cn, tn)}

si et seulement si il existe une solution au problème

(
n∧

k=1

xk=
?tk,

n⋃

k=1

{ck},
n⋃

k=1

{(ck, xk)}),

où les variables x1, . . . , xn sont distinctes entre elles et distinctes de celles de
⋃n

k=1 V(tk).

Il est impossible d’en dire plus car seule l’existence d’un terme éliminant est requise
dans la définition 2.15, qui n’est donc pas suffisante pour obtenir un algorithme de réso-
lution. C’est pourquoi nous allons dorénavant considérer l’ensemble de couples

{(c1, t1), . . . , (cn, tn)}

comme une notation abrégée au problème

(
n∧

k=1

xk=
?tk,

n⋃

k=1

{ck},
n⋃

k=1

{(ck, xk)}).

On pourrait envisager de construire un algorithme d’élimination de constante de façon
incrémentale en résolvant successivement chaque équation avec restriction.
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Définition 2.16 Un problème d’élimination de constante élémentaire est un problème
d’unification avec restriction (x=?t[c], {c}, {(c, x)})

Malheureusement, un problème d’unification avec restriction n’est pas stable par ins-
tanciation, ce qui interdit a priori une approche incrémentale.

Exemple 2.2 Considérons la théorie E = {f(0, x) = 0}. La substitution σ = {x 9→
f(z, 0), y 9→ 0} est une solution au problème de E-élimination de constante élémentaire

(x=?f(z, f(y, c)), {c}, {(c, x)}).

Mais la substitution {x 9→ f(c, 0), y 9→ 0, z 9→ c} est une instance de σ qui n’est plus
solution au problème.

L’intérêt de la classe des théories définies ci-dessous est de pouvoir exprimer tout
problème d’élimination de constante élémentaire par un problème d’unification, ce qui
permet ensuite de construire incrémentalement un algorithme d’élimination de constante.

Définition 2.17 Un théorie E est stable si pour tout problème de E-élimination de
constante élémentaire (x=?t[c], {c}, {(c, x)}), il existe un problème de E-unification avec
constantes (Γ, C) tel que

CSUE(x=?t[c], {c}, (c, x)}) = CSUE(Γ, C).

Toutes les théories pour lesquelles l’élimination de constante est connue sont stables.

Proposition 2.16 Si E est une théorie stable alors la E-élimination de constante est
finitaire si et seulement si la E-élimination de constante élémentaire est finitaire.

Un algorithme d’unification avec restriction constante est obtenu grâce à l’utilisation
conjointe d’un algorithme d’unification avec constantes et d’un algorithme d’élimination
de constante.

Proposition 2.17 Un ensemble complet de E-solutions au problème (Γ, C, η) est
⋃

σ∈CSUE(Γ,C)

CSUE(σ̂, C, η).

Preuve : Correction: Une solution ψ de (σ̂, C, η) est solution de (Γ, C) puisque σ ∈
CSUE(Γ, C); cette solution vérifie aussi la restriction ∀c ∈ C, ∀x ∈ η(c), c /∈ xψ,
donc ψ est plus précisement solution de (Γ, C, η).

Complétude: Si ψ ∈ CSUE(Γ, C, η) alors ψ est solution de (Γ, C) et il existe
σ ∈ CSUE(Γ, C), une substitution µ telle que ∀x ∈ V(Γ), xψ =E xσµ. Puisque
Dom(σ) ∩ VRan(σ) = ∅, on peut supposer sans perte de généralité que µ vérifie
∀x ∈ V(Γ), xµ =E xσµ et ψ =V(Γ) µ. Les substitutions ψ et µ satisfaisant la restric-
tion ∀c ∈ C, ∀x ∈ η(c), c /∈ xµ, on peut conclure que µ est solution de (σ̂, C, η) et

qu’il existe φ ∈ CSUE(σ̂, C, η) telle que φ ≤V(Γ)
E µ =V(Γ) ψ. ✷

Cette décomposition n’est intéressante que si l’unification avec constantes est finitaire
dans E.
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Corollaire 2.4 Si E est une théorie stable alors la E-unification avec restriction est
finitaire si et seulement si la E-unification avec constantes est finitaire.

Corollaire 2.5 Si E est une théorie stable alors la E ∪ ∅-unification est finitaire si et
seulement si la E-unification avec constantes est finitaire.

Ce corollaire est une conséquence de l’algorithme d’unification décrit ci-après appliqué
au mélange de E et de la théorie vide pour laquelle l’unification avec restriction est unitaire
puisque l’élimination de constante élémentaire n’a pas de solution.

2.3.4 Algorithme à base de règles

VA
P ∧ s =? t

∃x : P ∧ s =? t[x]ω ∧ x =? t|ω
si

{
ω ∈ AlienPos(t)
x est une nouvelle variable

IE
P ∧ s =? t

∃x : P ∧ x =? s ∧ x =? t
si

{
s ∈ T (F1,X )\X , t ∈ T (F2,X )\X
x est une nouvelle variable

Ei-Res+

Pi

∃x⃗i : σ̂i
si σi ∈ CSUEi(Pi) et x⃗i = V(σ̂i)\V(Pi)

VarRep
P ∧ x=?y

P{x 9→ y} ∧ x=?y
si x, y ∈ V(P )

Conflit+

P ∧ x=?s ∧ x=?t

P ∧ x=?s ∧ x=?t ∧MEi(x)

Si s(ϵ) ∈ F1, t(ϵ) ∈ F2 et la règle VarRep ne s’applique pas
Cycle+

P ∧ y=?t[x]

P ∧ y=?t[x] ∧ (MEi(y) ∨ ArcEi(x, y))

Si y=?t[x] est membre d’un cycle composé de P avec t ∈ T (Fi,X )\X et la règle VarRep
ne s’applique pas

Figure 2.2. Ensemble de règles RD pour l’unification dans le mélange de théories dis-
jointes

Forme résolue

Les règles RD de la figure 2.2 sont correctes et complètes d’après les propositions 2.11, 2.12
et 2.4. On vérifie ensuite qu’une forme normale pour RD est un problème d’unification
dont on peut extraire directement un ensemble complet de solutions.

Définition 2.18 Un problème d’unification P est séparé si P = PV ∧P1∧P2. Un problème
P séparé est en forme séquentiellement résolue si
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• PV ∧ P1 est en forme résolue,

• PV ∧ P2 est en forme résolue,

• tsf(PV ∧ P1) ∧ tsf(PV ∧ P2) est en forme séquentiellement résolue.

Les prédicats MEi et ArcEi ont une sémantique dans la théorie Ei mais n’en ont pas
dans le mélange E1∪E2, ce qui explique la nécessité d’une forme résolue pour un problème
séparé ne contenant plus de sous-problème hétérogène PH .

Lemme 2.14 ( [Bou90a]) Si les règles de RD appliquées avec un contrôle arbitraire à
un problème Γ terminent, alors elles retournent une disjonction équivalente de problèmes
d’unification ∃x⃗ : P où les P sont en forme séquentiellement résolue.

Terminaison

La preuve de terminaison s’appuie sur les mêmes principes que pour les théories
simples. On utilise ici le fait que les classes de variables créant un conflit inter-théories
sont incluses nécessairement dans V(Γ1 ∧ Γ2)/ =V . Les règles Conflit et Cycle ne s’ap-
pliquent que si VarRep ne s’applique plus. C’est pourquoi les arguments de MEi et ArcEi

sont assimilés à des classes de variables modulo =V .
Autres mesures de complexité:

• NM(P ) le nombre de classes d’équivalence de V(Γ1 ∧Γ2)/ =V ne figurant pas dans
une marque M ,

• NA(P ) le nombre de classes d’équivalence de V(Γ1 ∧ Γ2)/ =V ne figurant pas dans
un arc Arc.

Lemme 2.15 Conflit et Cycle font décrôıtre respectivement NM(P ) et NA(P ).

Preuve : Les règles Conflit et Cycle ne s’appliquent que si la classe de variables est déjà
marquée ou si un couple de classes de variables ne figure pas déjà dans un Arc. On
ne revient donc pas sur le travail déjà effectué. ✷

Lemme 2.16 Ei-Res ne fait crôıtre ni NM(P ) ni NA(P ).

Preuve : Ei-Res ne fait pas crôıtre NV C(P ) et ne supprime ni des marques ni des arcs.
✷

Proposition 2.18 Le système de règles RD termine pour tout contrôle.

Preuve : La preuve est résumée par le tableau suivant:

regles THmul(P ) IE(P ) NM(P ) NA(P ) NV C(P ) PV R(P ) USP (P )
VA ↓
IE = ↓
Conflit = = ↓
Cycle = = =↓ ↓
Ei-Res(1) = = =↓ =↓ ↓
Ei-Res(2) = = =↓ =↓ = = ↓
VarRep = = = = = ↓

✷



2.4. Approche par décision 63

Théorème 2.2 (M. Schmidt-Schauß [SS89]) Si E1 et E2 sont deux théories disjointes
alors la E1 ∪ E1-unification est finitaire si la Ei-unification avec restriction (i = 1, 2) est
finitaire.

Ce théorème a été démontré initialement sans donner d’algorithme déterministe. A. Bou-
det a ensuite présenté et prouvé l’algorithme sous forme de règles décrit en figure 2.2. La
preuve de terminaison semblait la principale difficulté de l’algorithme déterministe. La
preuve que nous en avons faite est plus simple, et nous allons voir qu’elle n’a plus raison
d’être pour l’algorithme non-déterministe présenté dans ce qui suit.

2.4 Approche par décision
Les règles mises en évidence précédemment sont basées sur la transformation d’un

problème i-pur sous une forme résolue équivalente. Elles ne peuvent donc s’appliquer
au problème de décision puisque l’on suppose alors ne plus disposer d’un algorithme de
Ei-unification mais seulement d’un algorithme de Ei-unifiabilité.

La combinaison d’algorithmes de décision de l’unification a été abordée pour la pre-
mière fois par M. Schmidt-Schauß [SS89] puis par F. Baader et K. Schulz [BS92] qui ont
montré qu’une même méthode pouvait s’appliquer à la fois au problème de décision et au
problème de résolution.

2.4.1 Unification avec restriction linéaire
L’idée est de résoudre les problèmes 1-purs et 2-purs obtenus par purification suivant

une même restriction interprétée différemment dans les théories E1 et E2. Cette restriction
est choisie en fonction de la forme séquentiellement résolue attendue.

Définition 2.19 Soient (Γ, C, η) un problème de E-unification avec restriction, V un
ensemble fini de variables incluant V(Γ) et < un ordre linéaire sur V ∪ C. Le problème
(Γ, C, η) est un problème de E-unification avec restriction linéaire noté (Γ, C, <) si

∀c ∈ C, η(c) = {v ∈ V(Γ) | v < c}.
Un ensemble (resp. ensemble complet) de E-solutions au problème (Γ, C, <) est noté
SU<

E (Γ, C) (resp. CSU<
E (Γ, C)).

Une même restriction linéaire est utilisée par les deux théories afin de construire des
solutions dont la conjonction est une forme séquentiellement résolue.

Solutions combinées

Définition 2.20 Soient (Γ1, V2, <) et (Γ2, V1, <) deux problèmes respectivement 1-pur et
2-pur avec < un ordre linéaire sur V1 ⊕ V2 = V(Γ1 ∧ Γ2). La solution combinée σ1 ⊙ σ2

de Γ1 et Γ2 obtenue à partir de σ1 ∈ SU<
E1

(Γ1, V2) et σ2 ∈ SU<
E2

(Γ2, V1) est définie comme
suit: si x une variable de Vi et {y1, . . . yn} l’ensemble des variables de Vj (i ̸= j) inférieures
à x par rapport à <, alors xσ = xσi[yk ←↩ ykσ]k=1,...,n.

Une solution combinée est la substitution associée à une forme séquentiellement réso-
lue.

Proposition 2.19 Une solution combinée de Γ1 et Γ2 est une E1∪E2-solution de Γ1∧Γ2.
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Décidabilité

On montre qu’une E1 ∪E2-solution de Γ1 ∧ Γ2 est l’instance d’une solution combinée.
Nous allons d’abord établir un lemme permettant de régler le cas des solutions instanciant
des variables par des variables ou par des termes non distincts.

Lemme 2.17 Si φ est une solution R-normalisée d’un problème d’unification Γ, alors il
existe

• une identification ξ ∈ IDV(Γ),

• une solution σ R-normalisée de Γξ,

telles que ξσ =V(Γ) φ, Ran(σ) ∩ X = ∅ et ∀x, y ∈ Dom(σ), xσ ̸= yσ si x ̸= y.

On suppose dorénavant qu’une substitution σ R-normalisée instancie les variables
par des termes distincts qui ne sont pas des variables. Cela va permettre de définir une
abstraction par variables à partir d’une solution σ en posant π(xσ) = x pour x ∈ Dom(σ)
et de faciliter ainsi les preuves de complétude, par exemple celle du lemme suivant.

Lemme 2.18 Si σ est une solution R-normalisée d’un problème d’unification Γ1 ∧ Γ2,
alors il existe

• une identification ξ ∈ IDV(Γ1∧Γ2),

• un ordre linéaire < sur V1 ⊕ V2 = V((Γ1 ∧ Γ2)ξ),

• une solution combinée σ1 ⊙ σ2 de (Γ1ξ, V2, <) et (Γ2ξ, V1, <),

tels que ξ(σ1 ⊙ σ2) ≤V(Γ1∧Γ2) σ.

Preuve : Soit σ une solution R-normalisée d’une conjonction Γ1 ∧Γ2 telle que Ran(σ)∩
X = ∅ et ∀x, y ∈ Dom(σ), xσ ̸= yσ si x ̸= y. L’abstraction par variables π peut être
par conséquent définie comme une bijection telle que ∀x ∈ σ, π(xσ) = x. Par cette
définition, xσ est abstrait par x lorsque xσ est sous-terme étranger.

L’ordre linéaire < est choisi tel que x < y si xσ est sous-terme strict de yσ.

On considère les substitutions σ1 = σπ1 et σ2 = σπ2. Par le lemme 2.13, σ1 est
E1-solution de Γ1 et σ2 est E2-solution. Chaque variable de Dom(σ) est instanciée
dans σ1 ou σ2 mais pas dans les deux. On définit V1 = Dom(σ1) et V2 = Dom(σ2).
Par conséquent si x ∈ V1 alors xσ2 = x et si x ∈ V2 alors xσ1 = x. Les variables de
V1 sont donc skolémisées dans E2 et symétriquement les variables de V2 skolémisées
dans E1. On s’assure ensuite que σ1 et σ2 satisfont la restriction linéaire < induit par
l’ordre sous-terme strict. Si le terme xσi (i = 1, 2) contient une variable y instanciée
dans σj (j ̸= i) alors montrons que x ̸< y. Par construction, si y est une variable
de xσi, alors le sous-terme étranger yσ est sous-terme de xσ. Il est sous-terme strict
car xσ et yσ sont différents puisque les variables x et y sont non identifiées. Donc
y < x. ✷

Théorème 2.3 (M. Schmidt-Schauß [SS89], F. Baader et K. Schulz [BS92]) Si E1 et E1

sont deux théories disjointes alors la E1 ∪E2-unification est décidable si la Ei-unification
avec restriction linéaire (i = 1, 2) est décidable.

Ce résultat de décidabilité mène à un résultat de résolution, à condition de savoir
construire un ensemble complet de solutions combinées.
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Ensemble complet de solutions combinées

Proposition 2.20 L’ensemble des solutions combinées

{σ = σ1 ⊙ σ2 | σ1 ∈ CSU<
E1

(Γ1, V2), σ2 ∈ CSU<
E2

(Γ2, V1)}

est un ensemble complet de solutions combinées de (Γ1, V2, <) et (Γ2, V1, <).

Preuve : Soit σ′ = σ′1 ⊙ σ′2 avec σ′i ∈ SU<
Ei

(Γi, Vj). Il existe une substitution σi ∈
CSU<

Ei
(Γi, Vj) tel que σi ≤Vi

Ei
σ′i. Nous allons montrer que σ = σ1 ⊙ σ2 est plus

générale que σ′, c’est-à-dire
σ ≤V1⊕V2

E1∪E2
σ′.

Il existe donc deux substitutions γ1, γ2 tel que

σ′i =Vi
Ei
σiγi

pour i, j = 1, 2 et i ̸= j. Ces substitutions n’instancient pas les variables de V1⊕V2:
Dom(γ1) ∩ (V1 ⊕ V2) = ∅ et Dom(γ2) ∩ (V1 ⊕ V2) = ∅. On supposera sans perte de
généralité que γ1 (resp. γ2) est idempotente et instancie des variables introduites
par l’unification dans E1 (resp. E2), c’est-à-dire γ1γ1 = γ1, γ2γ2 = γ2 et Dom(γ1) ∩
Dom(γ2) = ∅.
La preuve se fait par induction noethérienne sur l’ordre <. Soit x une variable de
Vi et {y1, . . . , yn} l’ensemble des variables de Vj inférieures à x par rapport à <.
L’hypothèse d’induction est

yσ′ =E1∪E2 yσγ1γ2

pour y < x. Cette hypothèse est vérifiée pour la variable minimale z de Vm avec
m = 1, 2 car par définition

zσ′ = zσ′m =Em zσmγm = zσmγ1γ2 = zσγ1γ2.

Pour la variable x, la définition inductive d’une solution combinée est

xσ′ = xσ′i[yk ←↩ ykσ
′]k=1,...,n

=Ei xσiγi[yk ←↩ ykσ
′]k=1,...,n

=E1∪E2 xσiγi[yk ←↩ ykσγ1γ2]k=1,...,n

= (xσi[yk ←↩ ykσ]k=1,...,n)γ1γ2

= xσγ1γ2.

Nous avons donc montré que yσ′ =E1∪E2 yσγ1γ2 pour y ≤ x. ✷

L’algorithme qui en résulte est complètement non-déterministe.
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Algorithme

L’algorithme consiste à choisir toutes les identifications et toutes les restrictions li-
néaires possibles puis résoudre séparement chaque sous-problème pur dans sa théorie en
tenant compte de la restriction choisie.

On le présente formellement par la proposition suivante:

Proposition 2.21 Un ensemble complet de E1 ∪ E2-solutions au problème Γ1 ∧ Γ2 est
formé de l’ensemble des substitutions ξ(σ1 ⊙ σ2) telles que

• ξ ∈ IDV(Γ1∧Γ2),

• < est un ordre linéaire sur V1 ⊕ V2 = V((Γ1 ∧ Γ2)ξ),

• σ1 ∈ CSU<
E1

(Γ1ξ, V2), σ2 ∈ CSU<
E2

(Γ2ξ, V1).

L’apport de F. Baader et K. Schulz est d’avoir montré que l’unification avec restriction
linéaire est suffisante pour obtenir un algorithme d’unification dans le mélange de théories
disjointes. Même si l’on ne connait pas encore de théories dont l’unification avec restriction
diffère de l’unification avec restriction linéaire, cela permet d’avoir une idée plus précise
sur le non-déterminisme inhérent à l’approche modulaire. Il n’est pas nécessaire en effet de
considérer n’importe quelles relations entre variables et variables skolémisées: les relations
d’ordres linéaires suffisent.

Théorème 2.4 (F. Baader et K. Schulz [BS92]) Si E1 et E1 sont deux théories disjointes
alors la E1 ∪ E2-unification est finitaire si la Ei-unification avec restriction linéaire (i =
1, 2) est finitaire.

2.4.2 Unification avec symboles libres
En appliquant l’algorithme de combinaison au mélange d’une théorie E et de la théo-

rie vide ∅, on obtient un algorithme de E-unification avec symboles libres, notée E ∪ ∅-
unification et encore appelée E-unification générale. La théorie équationnelle notée abu-
sivement E ∪ ∅ est celle engendrée par la présentation équationnelle (F ∪F∅, E) où F et
F∅ sont des ensembles de symboles de fonctions disjoints, ce qui correspond à un mélange
de théories disjointes si ∅ dénote l’ensemble des axiomes

⋃

f∈(F∅)p

{f(x1, . . . , xp) = f(x1, . . . , xp)}

au lieu d’un ensemble vide d’axiomes.

Corollaire 2.6 Si la E-unification avec restriction linéaire est décidable (resp. finitaire)
alors la E-unification générale est décidable (resp. finitaire).

L’objectif de cette section est de montrer les réciproques.
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Problème de décision

Nous allons donc nous intéresser au mélange E1 ∪E2 avec E1 = E et E2 = ∅.
A chaque restriction linéaire est associée un problème d’unification dans la théorie

vide.

Définition 2.21 Etant donné un problème d’unification avec restriction linéaire (Γ, C, <
), σ̂< désigne le problème d’unification défini par

σ< = {c 9→ fc(x1, . . . , xm) | η(c) = {x1, . . . , xm}},

où les symboles de C sont des variables pour σ̂< et fc des symboles libres.

On peut supposer que pour toute solution R-normalisée ψ′ de σ̂<, π(cψ′) = c pour
c ∈ C puisque les termes de Ran(σ̂<) ne sont pas unifiables. Avec cette hypothèse,
∀c ∈ C, cψ′π1 = c.

Lemme 2.19 SU<
E (Γ, C) ⊆ {ψ′π1 | ψ′ ∈ SUE∪∅(Γ ∧ σ̂<)}.

Preuve : Si ψ est solution de (Γ, C, <) alors on peut construire par induction nœthérienne
sur < une substitution ψ′ telle que ψ =V(Γ) ψ′ et ∀c ∈ C, cψ′ = fc(x1ψ′, . . . , xmψ′).
Cette substitution ψ′ est donc solution de Γ ∧ σ̂<, elle vérifie ψ = ψ′π1. ✷

Lemme 2.20 SU<
E (Γ, C) ⊇ {ψ′π1 | ψ′ ∈ SUE∪∅(Γ ∧ σ̂<) ↓R}.

Preuve : Si ψ′ est solution R-normalisée de Γ ∧ σ̂< alors ψ′π1 est solution de Γ, d’après
le lemme 2.13. Il reste à montrer que (ψ′)π1 est aussi solution de (Γ, C, <), c’est-à
dire qu’elle satisfait la restriction linéaire <. Les termes fc(x1ψ′, . . . , xmψ′) sont R-
normalisés car les symboles fc sont libres et ψ′ R-normalisée. Donc ∀c ∈ C, cψ′ =
fc(x1ψ′, . . . , xmψ′). Un terme cψ′ ne pouvant être sous-terme de x1ψ′, . . . , xmψ′, on
a c /∈ (xkψ′)π1 pour k = 1, . . . , m. ✷

Proposition 2.22 La E-unification avec restriction linéaire est décidable si et seulement
si la E-unification générale est décidable.

Problème de résolution

Pour pouvoir étendre le résultat précédent à la résolution, il suffit d’utiliser la propriété
que ∅ est une théorie non effondrante.

Lemme 2.21 Si E2 est une théorie non effondrante alors s =E1∪E2 t⇐⇒ sπ1 =E1 tπ1.

Preuve : La preuve est basée sur la proposition 2.9, ses corollaires et sur le fait que
tπ1 = (t ↓R)π1 si E2 une théorie non effondrante et t un 2-terme. Dans ce qui suit, on
note t̆ le terme t dont les sous-termes étrangers sont remplacés par leurs R-formes
normales

t̆ = t[ω ←↩ t|ω ↓R]ω∈AlienPos(t).

Supposons s =E1∪E2 t. Trois cas sont à distinguer:
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• Si s et t sont des 1-termes alors sπ1 = s̆π1 =E1 t̆π1 = tπ1 .

• Si s est un 1-terme et t un 2-terme alors

sπ1 = s̆π1 =E1 (s ↓R)π1 = (t ↓R)π1 = tπ1 .

• Si s et t sont des 2-termes alors sπ1 = tπ1.

✷

Corollaire 2.7 Si E2 est une théorie non effondrante alors s ≤E1∪E2 t⇐⇒ sπ1 ≤E1 tπ1.

Lemme 2.22 L’ensemble des substitutions

{φ′π1 | φ′ ∈ CSUE∪∅(Γ ∧ σ̂<)}

est un CSU<
E (Γ, C).

Preuve : Nous avons montré en proposition 2.22 que pour toute solution ψ ∈ SUE(Γ, C, <
), il existe ψ′ tel que ψ = ψ′π1 avec ψ′ ∈ SUE∪∅(Γ ∧ σ̂<). Il existe donc φ′ ∈
CSUE∪∅(Γ ∧ σ̂<) tel que φ′ ≤V(Γ)

E∪∅ ψ
′, et φ′π1 ≤E ψ′π1 d’après le corollaire 2.7. Donc

∀ψ ∈ SUE(Γ, C, <) ∃φ′ ∈ CSUE∪∅(Γ ∧ σ̂<) tel que φ′π1 ≤V(Γ)
E ψ. ✷

Théorème 2.5 (F. Baader et K. Schulz [BS92]). La E-unification avec restriction li-
néaire est décidable (resp. finitaire) si et seulement si la E-unification générale est déci-
dable (resp. finitaire).

2.4.3 Disunification
Le problème traité dans ce paragraphe est celui de la résolution de problèmes équa-

tionnels formés à la fois d’équation s=?t et de diséquations s ̸=? t, qu’on appelle problème
de disunification. La notion de solution à un problème de disunification s ̸=? t est sujet à
deux interprétations possibles

Pour J. Siekmann [Sie90], il s’agit d’une solution symbolique σ telle que sσ ̸= tσ est une
diségalité valide dans la structure considérée. La notion d’ensemble complet de solutions
garde alors son intérêt puisqu’une solution est stable par instanciation. Malheureusement,
dans ce contexte la combinaison d’algorithme de disunification retournant un ensemble
complet de disunificateurs est vouée à l’échec. La résolution d’une diséquation pure dans
sa composante reste correcte mais n’est plus complète...

Exemple 2.3 Considérons le mélange d’un symbole libre f , E1 = {f(x) = f(x)} et d’un
symbole commutatif +, E2{x + y = y + x} et la diséquation z ̸=? x + y. La substitution
σ = {x 9→ f(x′), y 9→ f(y′), z 9→ f(z′)} est un disunificateur de z ̸= x+ y dans le mélange
E1∪E2. Par contre, la substitution σπ2 = {x 9→ X, y 9→ Y, z 9→ Z} n’est bien évidemment
pas un disunificateur de z ̸= x+y dans E2. Cet exemple contredit donc une généralisation
du lemme 2.13.
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Une alternative est de considérer une solution à un problème de disunification comme
étant simplement une assignation satisfaisant le problème [Bür87]. Reste alors à choisir
la structure adéquate.

Pour la combinaison, la structure étudiée jusqu’à présent est la théorie équationnelle
T (F1∪F2,X )/ =E1∪E2. On pourra utiliser dans cette structure la négation du lemme 2.13:

sσ ̸=E1∪E2 tσ ⇔ (sσ)πi ̸=Ei (tσ)πi,

si s, t sont des termes i-purs. Mais dans ce contexte, une instance d’une solution n’est plus
une solution. En conséquence, une solution combinée, construite par instanciation, n’est
plus nécessairement une solution dans le mélange de théories équationnelles. Ce problème
a été résolu par F. Baader et K. Schulz [BS93].

La structure considérée par H. Comon et P. Lescanne [Com88, CL88, Com91] est une
algèbre de termes clos qui permet par exemple de résoudre des problèmes liés à la réducti-
bilité inductive. Les algorithmes de disunification d’H. Comon et P. Lescanne suivent une
approche par résolution: un problème de disunification est transformé jusqu’à aboutir à
une forme résolue équivalente dont la propriété est d’avoir une solution si et seulement
elle est différente de ⊥. Une autre approche, celle de F. Baader et K. Schulz, consiste à
montrer comment modifier l’algorithme de combinaison pour décider de l’existence d’une
solution close. Nous allons en rappeler les grandes étapes et les principaux résultats.

Purification

On ramène un problème de disunification à une conjonction de problèmes purs Γ1∧Γ2

où les seules diséquations sont de la forme x ̸= y avec x, y ∈ X et x ̸= y. Pour ce faire,
une diséquation s ̸=? t est transformé en x=?s ∧ y=?t ∧ x ̸=? y.

En corollaire, nous allons avoir à disunifier les variables qui ne s’identifient pas.

Identification

Une identification permet d’identifier les variables dont les solutions ont même forme
normale et permet de distinguer les variables qui sont égales à des formes normales dis-
tinctes.

Définition 2.22 Etant donnée ξ une identification, on note ξ ̸= le problème de disunifi-
cation inter-variables suivant:

ξ ̸= =
∧

x,y∈Ran(ξ),x ̸=y

x ̸=? y.

Il va falloir considérer les problèmes de disunification de la forme (Γ1 ∧ Γ2)ξ ∧ ξ ̸=.

Existence d’une solution

L’algorithme de décision de l’existence d’une solution pour un problème de disunifica-
tion dans T (F1 ∪ F2,X )/ =E1∪E2 est basé sur le théorème suivant qui utilise la disunifi-
cation avec restriction linéaire.

Théorème 2.6 ( [BS93]) Il existe une E1 ∪ E2-solution à Γ1 ∧ Γ2 si et seulement si il
existe
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• ξ ∈ IDV(Γ1∧Γ2),

• un ordre linéaire < sur V1 ⊕ V2 = V((Γ1 ∧ Γ2)ξ),

• une E1-solution à (Γ1ξ ∧ ξ ̸=, V2, <),

• une E2-solution à (Γ2ξ ∧ ξ ̸=, V1, <).

La principale difficulté consiste à montrer que si σ1 ∈ SS<(Γ1, V2) et σ2 ∈ SS<(Γ2, V1)
alors (σ1 ⊙ σ2) ↓R est E1 ∪ E2-solution. Il faut absolument que la solution combinée soit
R-normalisée pour être une E1 ∪ E2-solution. La réciproque est, elle, inchangée.

On notera que la décision de l’existence d’une solution à un problème de disunification
est triviale si l’on dispose d’un algorithme de E1 ∪E2-unification. On peut alors dans un
premier temps résoudre le sous-problème d’unification puis tester à l’aide d’un algorithme
de décision de la E1∪E2-égalité si les solutions de variables x, y ne sont pas E1∪E2-égaux
si x ̸=? y est une diséquation du problème. La construction modulaire d’un algorithme de
décision de la E1 ∪E2-égalité, ou problème du mot, sera vue au chapitre 4.

L’intérêt de la disunification dans T (F1 ∪F2,X )/ =E1∪E2 doit donc relativisé puisque
un algorithme de E1 ∪ E2-unification suffit pour résoudre le problème.

Existence d’une solution close

On s’intéresse désormais à la décision de l’existence d’une solution close, c’est-à-dire
une substitution σ telle que VRan(σ) = ∅. Ce problème est identique à celui que se pose
H. Comon, mais sera résolu différemment, sans l’aide d’une forme résolue.

A première vue, il serait tentant de vouloir adapter le théorème 2.6 en remplaçant
simplement la notion de solution par celle de solution close.

Pour la correction, si σ1 est solution close de (Γ1ξ ∧ ξ ̸=, V2, <) (où V2 est un ensemble
de constantes libres) et σ2 une solution close de (Γ2ξ ∧ ξ ̸=, V1, <) (où V1 est un ensemble
de constantes libres) alors (σ1⊙σ2) ↓R est une solution de Γ1∧Γ2. Il s’agit d’une solution
close car VRan(σ1|V1

) = VRan(σ2|V2
) = ∅ par définition et surtout parce qu’on peut

facilement s’assurer de l’existence d’un terme clos plus petit que toute variable. La forme
normale d’une substitution close est par conséquent close.

Pour la complétude, si σ est une E1 ∪ E2-solution alors σπ1 et σπ2 sont des solutions
satisfaisant une certaine restriction linéaire mais ne sont pas closes car elles peuvent
contenir des variables qui ne sont pas instanciées par des termes clos dans l’autre théorie.
Par contre, σπ1 et σπ2 sont des solutions restrictives.

Définition 2.23 ( [BS93]) Une E-solution σ est restrictive si ∀x ∈ Dom(σ), xσ ̸=E y ∈
X .

La question est de savoir s’il existe une E-solution à un problème Γ1∧Γ2 lorsqu’il existe
une E1-solution restrictive à un problème (Γ1ξ∧ ξ ̸=, V2, <) et une E2-solution restrictive à
un problème (Γ2ξ∧ ξ ̸=, V1, <). Il est possible de répondre par l’affirmative mais seulement
si les domaines des algèbres T (F1)/ =E1 et T (F2)/ =E2 sont infinis, auquel cas il est
possible de construire une solution close à un problème de disunification inter-variables
ξ ̸=.

Théorème 2.7 ( [BS93]) Soient E1 et E2 des théories disjointes telles que les domaines
de T (F1)/ =E1 et T (F2)/ =E2 sont infinis. Il existe une E1 ∪E2-solution close à Γ1 ∧ Γ2

si et seulement si il existe



2.5. Comparaison des approches par résolution et décision 71

• ξ ∈ IDV(Γ1∧Γ2),

• un ordre linéaire < sur V1 ⊕ V2 = V((Γ1 ∧ Γ2)ξ),

• une E1-solution restrictive à (Γ1ξ ∧ ξ ̸=, V2, <),

• une E2-solution restrictive à (Γ2ξ ∧ ξ ̸=, V1, <).

L’hypothèse faite sur les théories peut être relâchée sur E2. Il suffit de supposer
T (F1)/ =E1 infini et que pour tout problème satisfaisable dans E1, il existe une solu-
tion close. En particulier, s’il existe une solution restrictive, alors il existe une solution
close. Le fait que seul T (F1)/ =E1 soit infini suffit pour construire une solution à ξ ̸=.
Cette remarque s’applique au cas où E1 est la théorie vide et F1 contient au minimum
une constante et un symbole qui ne l’est pas. La théorie E2 peut être par exemple la
théorie associative dont la disunification avec restriction linéaire est décidable mais dont
l’unification est infinitaire.

Corollaire 2.8 ( [BS93]) Soit F un ensemble de symboles contenant une constante, un
symbole non constant et d’autres symboles sur lesquels est formé un ensemble A d’axiomes
associatifs. La théorie existentielle de T (F)/ =A est décidable.

2.5 Comparaison des approches par résolution et
décision

La présentation des deux approches s’est faite dans le souci d’homogéneiser les nota-
tions et les concepts utilisés par les différents auteurs. Nous avons vu dans un premier
temps comment combiner des algorithmes d’unification avec restriction en suivant une dé-
marche par transformation successive de problèmes équationnels. Ensuite, il a été montré
que la restriction linéaire suffisait pour l’unification mais aussi pour l’unifiabilité. L’algo-
rithme de combinaison correspondant ne fait plus appel à des règles de transformation
mais consiste simplement à rajouter l’information nécessaire à la définition d’une restric-
tion linéaire. Finalement, nous avons rappelé qu’il y a équivalence entre unification avec
symboles libres et unification avec restriction linéaire. Il est en effet possible de coder une
restriction linéaire par un problème d’unification avec symboles libres alors que le même
codage n’est plus valable avec une restriction quelconque, comme le montre l’exemple
suivant, tiré de [BS92].

Exemple 2.4 Le problème d’unification (x=?c ∧ y=?d, {c, d}, {(c, y), (d, x)}) a pour so-
lution évidente {x 9→ c, y 9→ d} alors que son codage avec symboles libres

x=?c ∧ y=?d ∧ c=?fc(y) ∧ d=?fd(y),

où c, d sont des variables, n’a pas de solution.

Il n’est donc pas envisageable d’interchanger les notions de restriction et restriction
linéaire puisque elles se comportent différemment vis-à-vis de l’unification avec symboles
libres. L’unification avec restriction linéaire est donc suffisante pour la combinaison d’algo-
rithmes et permet de par son équivalence avec l’unification générale d’obtenir un résultat
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de modularité qui n’a pu être démontré pour l’unification avec restriction. Ces remarques
laissent à penser que l’unification avec restriction linéaire ou de façon équivalente l’uni-
fication générale est le bon concept à combiner pour le mélange de théories disjointes.
Cependant, l’unification avec restriction est utile aussi en pratique puisque:

Proposition 2.23 Si E est une théorie stable alors la E-unification avec restriction li-
néaire est finitaire si et seulement si la E-unification avec restriction est finitaire.

Les règles de transformation de la figure 2.2 peuvent être vues comme une implanta-
tion des principes de combinaison qui ont été dégagés, mais plus tard par F. Baader et
K. Schulz. Le plus grand intérêt à mon sens de l’approche par décision prise par F. Baa-
der et K. Schulz, dans le prolongement de M. Schmidt-Schauß, est d’avoir pu isoler des
concepts de combinaison qui sont centrés sur l’unification avec restriction linéaire. Il en
résulte un algorithme de combinaison des solutions totalement non-déterministe faisant
appel de façon systématique aux algorithmes d’unification avec restriction linéaire de
chaque théorie composante. Cet algorithme de combinaison présente en outre l’avantage
de terminer trivialement. On ne pouvait donc rêver plus simple sur le principe. Cette ap-
parente simplicité sur la forme va faciliter l’extension de ces concepts de combinaison, ou
règles de combinaison à d’autres cas que la seule unification dans le mélange de théories
disjointes. Cette approche permet aussi de résoudre un problème de décision, ce qui n’est
pas négligeable par exemple pour la déduction ou la programmation avec contraintes, où
un algorithme de satisfaisabilité suffit dans beaucoup de situations. Pour le seul problème
de décision, l’algorithme de combinaison non-déterministe semble difficile à améliorer dans
le cas général puisque aucune transformation ne peut être a priori autorisée. Par contre,
pour le problème de résolution, il serait tentant de vouloir utiliser la connaissance ac-
crue sur chaque théorie pour essayer de déterminiser, ou rendre opérationnelle la méthode
de combinaison décrite par M. Schmidt-Schauß puis par F. Baader et K. Schulz. L’idée
d’A. Boudet est justement d’utiliser en premier lieu les algorithmes d’unification, sans
restriction, et de ne pratiquer d’étapes non-déterministes que lorsqu’elles s’avèrent néces-
saires, c’est-à-dire lors d’un conflit inter-théories. Le choix d’une théorie pour une variable
n’est ainsi effectué que lorsque celle-ci apparait résolue dans les deux théories et qu’il y a
donc conflit.

La différence fondamentale entre l’algorithme non-déterministe (celui de F. Baader
et K. Schulz) et l’algorithme déterministe (celui de A. Boudet) est que dans le premier,
la restriction linéaire est imposée dès le départ alors que dans le second, cette restric-
tion (linéaire) se construit au fur et à mesure et seulement si nécessaire. Cette approche
déterministe semble idéale à première vue. Cependant, il faut remarquer que la construc-
tion de la restriction est relativement coûteuse. Un conflit de théorie peut être interprété
comme un constat d’échec à l’approche déterministe: une étape de résolution aurait pu
être évitée si le choix d’une théorie avait été fait préalablement. La même remarque est
valable pour un cycle composé dont la détection, moins évidente, nécessite cette fois un
tri topologique. L’étape de résolution ayant engendré un cycle composé apparait comme
superflue puisque elle n’a pas réussi à l’empêcher et qu’il va donc falloir reconsidérer son
cas. Le comportement de l’algorithme déterministe est donc nettement moins bon dans le
pire cas lorsque toutes les restrictions linéaires doivent être construites pour aboutir à un
ensemble complet de solutions. Par contre, il a un intérêt lorsque les algorithmes d’uni-
fication des théories composantes ont la particularité d’instancier aussi peu de variables
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que possible. C’est d’ailleurs comme cela que A. Boudet motive son algorithme. Il faudrait
aussi supposer qu’il y ait aussi peu de variables que possible qui soient introduites dans
les solutions. Au vu de toutes ces remarques, un problème qui se résout plus rapidement
avec l’algorithme de A. Boudet doit être très particulier.

Une autre critique, plus fondamentale, est liée à la sémantique du prédicat Arc. Intui-
tivement, il correspond à l’ordre linéaire que doit satisfaire la relation d’“Occur-Check”
d’une solution. Mais ce prédicat n’est pas interprété par une relation d’ordre sur les va-
riables. Il n’est donc pas tenu compte de l’antisymétrie et de la transitivité de l’ordre
linéaire, ce qui conduit à de trop nombreuses éliminations de constante, comme le montre
l’exemple suivant:

Exemple 2.5 Considérons un problème séparé P1∧P2, avec P1 = (x=?t1[y][z]∧v=?t′1[y])
et P2 = (y=?t2[x]∧z=?t′2[v]). Les variables apparaissant dans les termes ont été mises entre
crochets. Ce problème contient deux cycles composés et pour les résoudre, on est amené
à éliminer successivement x dans t2 et y dans t1, c’est-à-dire à considérer ArcE1(y, x) et
ArcE2(x, y), ce qui n’est pas nécessaire d’après l’approche par décision puisque un ordre
linéaire suffit.

Par conséquent, le prédicat Arc n’est qu’une grossière approximation de l’ordre li-
néaire. Beaucoup de solutions superflues sont de ce fait calculées et n’auraient pas besoin
de l’être.

Dans l’algorithme déterministe, l’élimination de constante n’est pas le seul outil pour
la résolution des cycles. Il faut aussi utiliser l’unification avec constantes. Ce dernier
mécanisme peut parâıtre surprenant à ce stade mais s’explique par l’absence d’un choix
de théorie pour une variable du cycle. L’utilisation des algorithmes d’unification avec
constantes et élimination de constante n’est pas clairement séparée comme elle l’est dans
la construction d’un algorithme d’unification avec restriction. L’unification avec constantes
n’est pas à proprement parler un mécanisme pour la résolution d’un cycle composé mais
plutôt de quoi réparer un oubli car rien ne préjuge de la forme définitive du problème
séparé obtenu après avoir choisi une théorie pour chaque variable d’un cycle composé.

L’algorithme d’unification à base de règles présenté par A. Boudet est intéressant
à bien des égards. La preuve qu’il en fait suit des normes bien établies. La preuve de
Terminaison est comme toujours dans ce contexte la partie la plus délicate à réaliser alors
qu’elle devient triviale dans l’approche de F. Baader et K. Schulz. La preuve de Correction
a nécessité l’introduction de nouveaux prédicats pour la résolution de cycle inter-théories
par des règles correctes et complètes. Les prédicats MEi et ArcEi ont pourtant un statut
particulier puisqu’ils n’ont pas de sémantique dans le mélange E1 ∪ E2 mais seulement
dans la théorie Ei. Grâce au lemme 2.13, il est bien sûr possible de faire correspondre une
E1∪E2-solution R-normalisée à une Ei-solution par i-abstraction mais cela ne permet pas
stricto sensu de parler de règles de Conflit et Cycle préservant l’ensemble des solutions.

Au vu de ces remarques, le problème de combinaison a permis de mettre en évidence
les limites du formalisme à base de règles de transformation. Une version à base de règles
de l’algorithme de combinaison s’accorde mal en effet au caractère intrinsèquement non-
déterministe de la combinaison. Les problèmes rencontrés pour la preuve de Correction
et Terminaison de l’algorithme “déterministe” sont artificiels car non pas liés à la combi-
naison en elle même mais plutôt à l’approche par règles de transformation. L’algorithme
d’unification à base de règles représente finalement un contrôle sur la construction d’une
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restriction linéaire, ce qui est en contradiction avec la séparation souhaitée entre contrôle
et transformation. Il est pourtant des cas de combinaison où le non-déterminisme est
relativement restreint voire inexistant. Dans ces cas, une approche à base de règles de
transformation retrouve tout son intérêt, comme nous l’avons vu pour le mélange de
théories régulières et non effondrantes. Mais en général, les algorithmes de combinaison
présentés dans la suite le seront en suivant une approche par décision. Nous donnerons
des principes de combinaison pour préciser comment

• purifier un problème,

• identifier les variables,

• choisir une théorie pour chaque variable,

• choisir un ordre linéaire.

Mais il ne s’agira pas de règles de transformation comme celles, en principe déterministes,
définissant un algorithme d’unification à base de règles.

2.6 Procédures d’élimination de constante
Le problème de l’élimination de constante joue un rôle majeur dans la combinaison

d’algorithmes d’unification. Nous allons rappeler les algorithmes connus pour certaines
théories spécifiques. Ensuite nous verrons des procédures plus générales basées, elles, sur
la surréduction. Mais il vain d’espérer un algorithme d’élimination de constante universel
puisque ce problème, tout comme l’unification, est indécidable en général.

Proposition 2.24 Il existe une théorie dans laquelle l’élimination de constante est indé-
cidable.

Preuve : Considérons la théorie DA(∗, +) ∪ {h(x, y, y) = g(y)} dont l’unification est
indécidable car l’unification dans DA est indécidable [Sza79] et les symboles h, g
disjoints de + et ∗. Les éliminateurs de c dans h(c, s, t) sont les unificateurs de s et
t. L’élimination de c dans h(c, s, t) est donc elle aussi indécidable. ✷

Il existe aussi des théories dans lesquelles l’élimination de constante est moins complexe
que l’unification. Considérons par exemple la théorie A0 = A(+) ∪ {x + 0 = 0}. Eliminer
une constante c dans un terme t est équivalent dans A0 à unifier t et 0, un problème de
A0-unification finitaire. Par contre, la A0-unification est en général infinitaire.

L’élimination de constante est fortement liée à la résolution de cycles composés mais
ne suffit pas pour résoudre des cycles dans une seule théorie.

Proposition 2.25 Il existe une théorie équationnelle, un terme t et un cycle x=?t[x]ω,
ω ̸= ϵ, dont l’unification est décidable mais pour lequel la résolution du problème d’élimi-
nation de constante élémentaire (x=?t[c]ω, {c}, {(c, x)}) est indécidable.

Preuve : Il suffit de considérer la théorie DA(∗, +)∪{h(x, y, y) = g(y, y), h(g(y, z), y, z) =
g(y, z)} et le problème x=?h(x, s, u). Un unificateur principal est {x 9→ g(s, u)}.
Mais l’élimination de c dans h(c, s, u) est, lui, équivalent à unifier s et u, un problème
indécidable dans cette théorie. ✷
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Le problème encore ouvert concerne le lien entre unification avec constantes et élimi-
nation de constante. La question est:
“Existe-t-il une théorie dont l’unification avec constantes est finitaire mais dont l’élimi-
nation de constante est infinitaire?”

Nous ne connaissons pas à l’heure actuelle de théories qui ne soient pas stables et qui
pourraient donc permettre de répondre positivement à la question.

2.6.1 Exemples de théories stables et finitaires
On rappelle ici les résultats connus concernant l’élimination de constante.
Nous avons déjà mentionné que ce problème est trivial dans les théories régulières.

Dans ce cas, soit la forme résolue satisfait la restriction linéaire, soit elle ne la satisfait pas
et le problème n’a pas de solution. On a donc simplement un test syntaxique à effectuer.

Il existe pourtant des théories intéressantes en pratique et qui ne sont pas régulières.
On peut citer par exemple les anneaux booléens (BR) et les groupes abéliens (AG) qui
sont toutes les deux des théories dont l’unification est unitaire.

Théorème 2.8 (M. Schmidt-Schauß [SS89]) L’élimination de constante dans BR est
unitaire.

La solution satisfaisant une restriction est obtenue à partir d’un unificateur principal
par annulation des coefficients des constantes à éliminer. Le même principe est utilisé
pour l’élimination de constante dans les groupes abéliens.

Théorème 2.9 (M. Schmidt-Schauß [SS89]) L’élimination de constante dans AG est
unitaire.

Il existe finalement relativement peu d’axiomes utiles en pratique et non réguliers.
Citons par exemple l’axiome inverse, Inv(∗, e) = {x ∗ i(x) = e}, pour AG et l’axiome
absorbant, Abs(∗, 0) = {x ∗ 0 = 0} pour BR. A. Boudet s’est intéressé à l’unification
dans AC0 = AC(∗) ∪ Abs(∗, 0) en montrant comment réutiliser l’unification dans AC.
L’élimination de constante dans AC0 est équivalent à unifier les termes avec 0 lorsqu’ils
contiennent des constantes à éliminer.

Théorème 2.10 (A. Boudet [Bou90a]) L’élimination de constante dans AC0 est fini-
taire.

Après ce bref récapitulatif, mentionnons un résultat prouvé au chapitre 6 concernant
l’élimination de constante dans les algèbres primales qui sont approximativement des
algèbres pour lesquelles toute fonction peut être représentée par un terme.

Théorème 2.11 L’élimination de constante dans les algèbres primales est unitaire.

L’algorithme d’élimination de constante que nous présentons au chapitre 6 est basé
sur l’unification qui a la propriété d’être unitaire dans les algèbres primales.
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2.6.2 Procédures par surréduction
De même que pour l’unification, la surréduction permet d’obtenir une procédure com-

plète d’énumération des solutions pour le problème de l’élimination de constante.
Considérons une théorie équationnelle présentée par un système de réécriture R et un

ensemble d’axiomes E.

Définition 2.24 Un terme s se surréduit modulo E en un terme t s’il existe une position
ω ∈ FPos(s), un renommage d’une règle l → r de R et une substitution σ tels que

• σ ∈ CSUE(t|ω=?l),

• t = (s[r]ω)σ,

ce qu’on note s ❀E t ou simplement s ❀ t lorsque E est vide.

La relation ❀E est appelée surréduction modulo E ou simplement surréduction lorsque
E est vide. On note s ❀∗

E,σ t s’il existe une dérivation de surréduction

s = t1 ❀E,σ1 t2 ❀E,σ2 · · · ❀E,σn−1 tn−1 = t

telle que σ = σ1σ2 · · ·σn−1.
Considérons d’abord le cas où E est vide.

Proposition 2.26 Soit (x=?t[c], {c}, {(c, x)}) un problème d’élimination de constante
élémentaire. Si R est un système de réécriture convergent alors

{{x 9→ u}σ | t ❀∗
σ u, c /∈ u}

est un CSUR(x=?t[c], {c}, {(c, x)}).

Preuve : (Correction). Si t ❀∗
τ u tel que c /∈ u alors tτ →∗R u et σ est un R-éliminateur

de c dans t.

(Complétude). Soit τ une substitution R-normalisée. Si τ est un R-éliminateur de
c dans t alors tτ →∗R u ↓R avec c /∈ u ↓R. Si l’on suppose en effet c ∈ u ↓R alors il
existe u′ tel que c /∈ u′ et u′ →∗R u ↓R, ce qui est absurde puisque les règles l → r de
R vérifient V(l) ⊇ V(r).

D’après le lemme de relèvement [Hul80] établissant le lien entre réécriture et surré-

duction, nous avons ensuite t ❀∗
σ v avec v ≤ u ↓R et σ ≤V(t)

R τ . Puisque c /∈ u ↓R et

v ≤ u ↓R, on a c /∈ v et {x 9→ v}σ ≤V(t)
R {x 9→ u ↓R}τ . ✷

Corollaire 2.9 (M. Schmidt-Schauß [SS89]) Soit R un système de réécriture convergent.
S’il existe une stratégie de surréduction complète et terminante alors

• l’élimination de constante élémentaire est finitaire,

• R est stable.

Ce résultat peut être étendu à un système de réécriture R convergent modulo E puisque
E est alors nécessairement une théorie régulière.
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Proposition 2.27 Soit (x=?t[c], {c}, {(c, x)}) un problème d’élimination de constante
élémentaire. Si R est un système de réécriture convergent modulo E, alors

{{x 9→ u}σ | t ❀∗
E,σ u, c /∈ u}

est un CSUR∪E(x=?t[c], {c}, {(c, x)}).

Preuve : (Correction). Si t ❀∗
E,τ u tel que c /∈ u alors tτ →∗R∪E u et σ est un R ∪ E-

éliminateur de c dans t.

(Complétude). Soit τ une substitution normalisée pour →R,E . Si τ est un R ∪ E-
éliminateur de c dans t alors tτ →∗R/E u ↓R,E avec c /∈ u ↓R,E. On ne peut pas en
effet avoir c ∈ u ↓R,E car s→R,E t implique V(s) ⊇ V(t) puisque E est un ensemble
d’axiomes réguliers.

D’après le lemme de relèvement [Kir85a] établissant le lien entre réécriture et sur-

réduction modulo E, nous avons ensuite t ❀∗
E,σ v avec v ≤E u ↓R,E et σ ≤V(t)

R∪E τ .

L’hypothèse de régularité des axiomes de E permet encore une fois d’affirmer que
c /∈ v lorsque c /∈ u ↓R,E et v ≤E u ↓R,E . La substitution τ est donc une instance

d’une solution obtenue par surréduction: {x 9→ v}σ ≤V(t)
R∪E {x 9→ u ↓R}τ avec c /∈ v.

✷

Corollaire 2.10 Soit R un système de réécriture convergent modulo E. S’il existe une
stratégie de surréduction modulo E complète et terminante alors

• l’élimination de constante élémentaire est finitaire,

• R ∪E est stable.

La surréduction modulo AC fournit par exemple un algorithme d’élimination de
constante dans la théorie AC0 = {x ∗ 0→ 0} ∪ AC(∗).

2.7 Modularité de l’unification
Cette section se veut un bref récapitulatif des résultats concernant la modularité de

l’unification; ceux-ci sont des conséquences directes des algorithmes introduits précédem-
ment.

Le théorème central, énoncé ci-dessous, concerne toutes les théories mais l’unification
avec symboles libres, ou unification générale.

Théorème 2.12 (F. Baader et K. Schulz [BS92]). Si E1 et E1 sont deux théories dis-
jointes alors la E1 ∪ E2-unification générale est décidable (resp. finitaire) si et seulement
si la Ei-unification générale (i = 1, 2) est décidable (resp. finitaire).

Preuve : La (E1∪∅)∪E2-unification est décidable (resp. finitaire) si la (E1∪∅)-unification
et la E2-unification avec restriction linéaire sont décidables (resp. finitaires), c’est-
à-dire si la E1 ∪ ∅-unification générale et la E2-unification générale sont décidables
(resp. finitaires), où la E1 ∪ ∅-unification générale est la E1-unification générale. ✷
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Si les théories E1 et E2 sont stables alors il n’ y a pas de différence entre unification
générale et unification avec constantes.

Théorème 2.13 Si E1 et E1 sont deux théories stables et disjointes alors la E1 ∪ E2-
unification avec constantes est finitaire si et seulement si la Ei-unification avec constantes
(i = 1, 2) est finitaire.

Les théories régulières sont stables puisque l’élimination de constante élémentaire n’a
pas de solution. Si elles sont en plus non effondrantes alors le filtrage sur une constante
n’a pas non plus de solution et l’on obtient le même résultat que celui vu pour les théories
simples en guise d’introduction.

Théorème 2.14 (K. Yelick [Yel87]). Si E1 et E1 sont deux théories régulières, non ef-
fondrantes et disjointes alors la E1 ∪ E2-unification est finitaire si et seulement si la
Ei-unification (i = 1, 2) est finitaire.

Bürckert [Bür90] a montré qu’il existe une théorie dans laquelle l’unification avec
constantes est indécidable alors que l’unification est décidable. La même question se pose
à présent entre unification générale et unification avec constantes. Un élément de réponse
a déjà été apporté par Narendran et Otto [NO90] qui ont exhibé une théorie dont la
résolution d’une équation quelconque est décidable alors que la résolution d’un système
d’équations ne l’est plus. Puisque un système

∧m
k=1 sk=?tk est équivalent à une seule équa-

tion f(s1, . . . , sm)=?f(t1, . . . , tm) avec f un symbole libre, on peut en conclure que:

Proposition 2.28 Il existe une théorie dont l’unification générale d’une équation est
indécidable alors que l’unification d’une équation est décidable.

Dans le même ordre d’idée, on peut se demander s’il existe une théorie dont l’unifica-
tion générale est infinitaire alors que l’unification avec constantes est finitaire. Une telle
théorie ne peut pas être stable.



3
Unification dans les mélanges de

théories non disjointes

La construction modulaire d’un algorithme d’unification est cette fois fondée sur la
décomposition d’une théorie E en deux sous-théories E1 et E2 partageant éventuellement
des symboles et dont la combinaison des algorithmes d’unification respectifs permet d’en
obtenir un pour le mélange de théories E = E1 ∪ E2.

Les conditions que nous donnons vont donc dans le sens de la décomposabilité et
s’apparentent ainsi beaucoup aux conditions suffisantes pour la modularité de propriétés
liées aux systèmes de réécriture [KO92]. L’idée est d’étendre la méthode initiée pour le
cas disjoint qui consiste à introduire un système de réécriture convergent formé de deux
sous-systèmes (un par théorie) sans paire critique.

L’existence d’un tel système de réécriture combiné permet de pouvoir résoudre sans
perte de complétude un sous-problème pur dans sa théorie composante. Bien qu’il s’agisse
là d’une propriété essentielle pour la réutilisation “intelligente” d’un algorithme d’unifi-
cation, elle ne permet pas pour autant de régler les conflits inter-théories qui surviennent
lorsque les solutions respectives des algorithmes des deux théories composantes doivent
être composées. Le problème de la combinaison des solutions est fondamentalement diffé-
rent dans le contexte du mélange non disjoint, suivant que l’on dispose de quoi énumerer
un ensemble complet fini de solutions ou que l’on sache seulement décider de l’existence
d’une solution.

La principale difficulté provient du fait qu’une variable peut se trouver désormais
instanciée dans les deux théories par un terme formé de symboles partagés. Les méthodes
que nous allons présenter consistent à introduire explicitement, lorsque c’est possible,
un nombre fini de contextes partagés soit pour résoudre les conflits inter-théories, soit
pour éviter leurs apparitions. Deux algorithmes sont ainsi proposés: l’un s’appuie sur la
possibilité de transformer un problème en une forme résolue alors que l’autre pratique des
transformations beaucoup plus élémentaires, ce qui lui permet de s’appliquer à la fois au
problème de décision et à celui de résolution. Mais la différence sur les formes des mélanges
de théories auxquelles s’appliquent ces deux algorithmes ne permet pas de conclure que
l’un est plus général que l’autre. Ils fonctionnent d’ailleurs différemment puisque chacun
d’eux a sa propre vision d’un sous-problème formé exclusivement de symboles partagés.
Pour l’un, il s’agit d’un sous-problème pur simultanément dans les deux théories alors que
pour l’autre, ce sous-problème doit être résolu à part, dans la théorie vide.

Comme précédemment dans le cas du mélange de théories disjointes, nous allons intro-
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duire le problème de la combinaison des solutions par une forme de mélange pour laquelle
un conflit inter-théories n’a pas de solution.

Ce chapitre est le fruit d’une étude menée en collaboration avec E. Domenjoud et
F. Klay.

3.1 Théories décomposables
On considère deux théories équationnelles E1 et E2 dont les signatures respectives sont

F1 et F2 avec F = F1 ∪ F2 et F1 ∩ F2 = SF (abbréviation de “Shared Functions”).
Un moyen pour éviter les paires critiques entre théories est de limiter les égalités ayant

un symbole partagé en tête. Nous allons supposer que les égalités dont les deux membres
ont un symbole partagé en tête sont décomposables et que les autres égalités s’orientent
en règles de réécriture ayant des symboles non partagées en tête des membres gauches.

L’ordre de réduction > introduit dans le cas disjoint sert maintenant aussi à orienter
correctement les égalités de manière à ce que les symboles partagés puissent être vus
comme des constructeurs.

Définition 3.1 Une théorie (F , E) = (F1, E1)∪ (F2, E2) est décomposable s’il existe un
ordre de réduction > sur T (F ∪ X ) tel que

• (Ei, >) = {s → t | s =Ei t, s > t, s, t ∈ T (F ∪ X )} est un système de réécriture
convergent sur T (F ∪ X ) vérifiant =Ei =

∗←→(Ei,>).

• Les symboles partagés de SF = F1 ∩ F2 sont des constructeurs pour (Ei, >) i.e.

∀f ∈ SF , f(t1, . . . , tp) ↓(Ei,>)= f(t1 ↓(Ei,>), . . . , tp ↓(Ei,>)).

Le mélange de théories à signatures disjointes est l’exemple trivial de théorie décom-
posable car SF est vide. Il suffit de prendre un ordre de simplification total sur T (F∪X ).

Le mélange de théories représenté par l’union de systèmes de réécriture canoniques
respectant la discipline de constructeurs [MT91] est lui aussi décomposable lorsque les
symboles partagés sont des constructeurs. Il suffit de prendre la relation de réécriture
pour ordre de réduction.

Corollaire 3.1 Si E = E1 ∪ E2 est une théorie décomposable alors

• ∀s, t ∈ T (F ,X ), ∀f ∈ SF ,

s = f(s1, . . . , sp) =Ei f(t1, . . . , tp) = t⇔ ∀k ∈ {1, . . . , p}, sk =Ei tk.

Les symboles de SF sont dits ω-libres [Kir85a].

• ∀s, t ∈ T (F ,X ), ∀f, g ∈ SF ,

s = f(s1, . . . , sp) ̸=Ei g(t1, . . . , tp) = t si f ̸= g
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3.1.1 Système de réécriture combiné
On suppose dorénavant que E = E1 ∪ E2 est une théorie décomposable.
Les systèmes de réécriture associés à chaque théorie composante sont équivalents à des

systèmes n’ayant pas de symboles partagés en tête des membres gauches. Soit

E>
i = {lσ → rσ | l =Ei r, l, r ∈ T (Fi,X ),Ran(σ) ⊆ T (F ∪ X ), lσ > rσ, l(ϵ) ∈ Fi\SF}.

Le système de réécriture E>
1 ∪E>

2 a le même pouvoir de preuve que E si cette théorie
est décomposable.

Lemme 3.1 t
∗−→E>

i
t ↓(Ei,>)

Preuve : Par induction sur |t|.
Si t = x ∈ X alors x = x ↓(Ei,>), sinon > n’est pas un ordre de réduction.

Si t(ϵ) = f ∈ SF alors, par hypothèse d’induction,

t = f(t1, . . . , tp)
∗−→E>

i
f(t1 ↓(Ei,>), . . . , tp ↓(Ei,>)) = t ↓(Ei,>) .

Si t(ϵ) ∈ Fj\SF alors t ↓(Ei,>)= f(t1, . . . , tp) ↓(Ei,>)= f(t1 ↓(Ei,>), . . . , tp ↓(Ei,>)),
sinon > n’est pas un ordre de réduction. C’est donc le même cas que le précédent.

Considérons le cas où t(ϵ) ∈ Fi\SF . Si t est i-pur alors il existe une substitution
σ et une égalité l =Ei r telles que t = l = lσ =Ei rσ = t ↓(Ei,>). Sinon, par
hypothèse d’induction, t

∗−→E>
i

t[ω ←↩ t|ω ↓(Ei,>)]ω∈AlienPos(t) = u. Il existe alors une
substitution σ et une égalité l =Ei r telles que u = lσ =Ei rσ = u ↓(Ei,>)= t ↓(Ei,>)

où Ran(σ) = {t|ω ↓(Ei,>) | ω ∈ AlienPos(t)}. ✷

Proposition 3.1 Les systèmes de réécriture E>
1 , E>

2 et E>
1 ∪ E>

2 sont convergents.

Preuve : Le système de réécriture E>
i est convergent car

∗←→E>
i

=
∗←→(Ei,>) d’après le

lemme précédent.

Les superpositions entre règles de E>
1 et E>

2 sont équivalentes à des superpositions
à position variable car les têtes des règles de E>

1 et E>
2 sont distinctes. ✷

On note R le système de réécriture inclus dans E>
1 ∪ E>

2 et défini par:

R =
2⋃

i=1

{lσ → rσ | l =Ei r, Ran(σ) ⊆ T (F ∪ X ), lσ > rσ, l(ϵ) ∈ Fi\SF ,

xσ est E>
1 ∪ E>

2 -normalisée pour x ∈ V(r)\V(l)}.

Corollaire 3.2 s =E1∪E2 t⇐⇒ s ↓R= s ↓E>
1 ∪E>

2
= t ↓E>

1 ∪E>
2
= t ↓R.

Les symboles partagés sont ω-libres dans E.

Proposition 3.2 Les symboles partagés sont des constructeurs pour R:

∀f ∈ SF , (f(s1, . . . , sp)) ↓R= f(s1 ↓R, . . . , sp ↓R).
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3.1.2 Abstraction
L’abstraction par variables n’a pas à être définie pour les termes en forme normale

dont la tête est partagée, qui ne seront jamais abstraits. Il en résulte une définition de la
i-abstraction un peu moins opérationnelle puisqu’elle consiste soit à normaliser les sous-
termes apparemment étrangers, soit à abstraire par variables des sous-termes étrangers
qui le restent par normalisation.

Définition 3.2 Une abstraction par variables π est une bijection de

{u ↓R | u ∈ T (F ∪ X ) et u ↓R (ϵ) ∈ F\SF}

vers un ensemble de variables de X .
La i-abstraction d’un terme t est le terme tπi défini inductivement comme suit:

• Si t = x ∈ X alors tπi = x,
• Si t = f(s1, . . . , sp) et f ∈ Fi alors tπi = f(sπi

1 , . . . , sπi
p )

sinon si t ↓R (ϵ) /∈ Fi ∪ X alors tπi = π(t ↓R) sinon tπi = t ↓R.

La i-abstraction d’un terme t est un terme i-pur si les sous-termes étrangers de t sont
R-normalisés.

Remarque 3.1 Si s est un terme i-pur et σ une substitution R-normalisée alors (sσ)πi =
sσπi est i-pur.

Cette définition de l’abstraction est nettement plus adaptée à l’unification, où l’on
abstrait une substitution R-normalisée, qu’au problème du mot, où l’abstraction ne signifie
plus seulement remplacer un sous-terme étranger par une variable.

Un terme ayant un symbole partagé en tête a intuitivement un ensemble de sous-
termes étrangers différent suivant que le symbole de tête est vu dans F1 ou F2. Cette
notion doit donc être redéfinie par rapport à une théorie Ei.

Définition 3.3 L’ensemble des positions i-étrangères d’un terme t est

AlienPosi(t) = {ω ̸= ϵ | t(ω) /∈ Fi ∪ X et ∀ω′ ∈ Pos(t), ω′ < ω ⇒ t(ω′) ∈ Fi}.

L’ensemble des sous-termes i-étrangers de t est ASTi(t) = {t|ω | ω ∈ AlienPosi(t)}.
L’ensemble des positions étrangères de t est AlienPos(t) = AlienPos1(t)∪AlienPos2(t).
L’ensemble des sous-termes étrangers de t est AST (t) = AST1(t) ∪ AST2(t).

On remarquera que AST (t) = ASTi(t) si t(ϵ) ∈ Fi\SF .

Exemple 3.1 Soit t = f(a, a + a) un terme tel que F1 = {f, +},F2 = {f, a} et E1 =
E2 = ∅. Les abstractions de t sont tπ1 = f(π(a), π(a) + π(a)) et tπ2 = f(a, π(a + a)) alors
que l’ensemble des sous-termes étrangers est AST (t) = {a} ∪ {a + a}
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3.1.3 Résolution dans une composante
Nous allons voir que la preuve de complétude de la résolution dans une composante

est similaire à celle vue pour le cas du mélange de théories disjointes. On suit la même
progression que pour le cas disjoint, en montrant d’abord sous quelle condition les i-
abstractions d’un terme et de sa forme normale sont Ei-égales.

Proposition 3.3 Si s est un i-terme dont les sous-termes i-étrangers sont R-normalisés
alors sπi est un terme i-pur tel que sπi =Ei (s ↓R)πi.

Preuve : Si s→R,ω t alors s(ω) ∈ Fi puisque les sous-termes i-étrangers sont R-normalisés
et plus précisément s(ω) ∈ Fi\SF car un symbole partagé ne peut apparaitre en
tête des membres gauches des règles de R. Le terme s se réécrit donc en t par une
règle de E>

i pour laquelle les sous-termes étrangers figurent dans la partie instance,
ce qui implique sπi =Ei tπi . Par définition de R, cette règle n’introduit pas de nou-
veaux sous-termes étrangers réductibles. De plus, lorsque t n’est pas un i-terme, il
s’agit soit d’une variable, soit d’un sous-terme étranger de s, c’est-à-dire que t est
R-normalisé.

Il suffit ensuite d’une preuve par induction sur →R pour prouver la proposition. ✷

Corollaire 3.3 Si s est un terme i-pur et σ une substitution R-normalisée alors

(sσ)πi =Ei (sσ ↓R)πi.

Preuve : Si s n’est pas un i-terme mais une variable, alors sσ = sσ ↓R et

(sσ)πi = (sσ ↓R)πi.

✷

Lemme 3.2 Si s, t sont des termes i-purs et σ une substitution R-normalisée alors

sσ =E tσ ⇔ sσπi =Ei tσπi .

Preuve : sσ =E1∪E2 tσ ⇔ sσπi = (sσ)πi =Ei (sσ ↓R)πi = (tσ ↓R)πi =Ei (tσ)πi = tσπi . ✷

3.1.4 Combinaison des solutions
Les hypothèse faites jusqu’à présent ont servi à montrer comment résoudre un pro-

blème pur dans sa composante. Mais nous n’avons résolu que la moitié du problème
puisque il s’agit de résoudre une conjonction de problèmes respectivement 1-pur et 2-
pur. Une première solution serait de s’intéresser aux cas de conflits inter-théories qui font
qu’une conjonction de formes résolues pures n’est pas une forme résolue. Une seconde
solution serait de ne pas introduire a priori de conflits inter-théories en s’imposant une
restriction sur les solutions recherchées. Ces deux approches seront étudiées successive-
ment. Elles nécessitent en général toutes deux d’autres hypothèses que la décomposabilité
d’une théorie. Dans le cas de théories disjointes, nous avons eu recours à l’unification
avec restriction linéaire. Mais cette notion de restriction linéaire ne peut être directement
utilisée dans le cas non disjoint puisqu’un terme (R-normalisé) à tête partagée n’est pas
forcément abstrait par une variable dans au moins l’une des théories composantes. Les
hypothèses que nous serons amenés à faire permettent de gérer au mieux cette situation
délicate qui empêche une combinaison des solutions comme dans le cas disjoint.
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3.2 Approche par résolution
Nous commençons par l’étude d’un cas simple où l’unification élémentaire est suffisante

parce que les conflits inter-théories n’ont pas de solution. Un cas plus général sera ensuite
considéré.

3.2.1 Le cas régulier et non effondrant
L’algorithme de combinaison déterministe que nous présentons maintenant généralise

celui vu pour le mélange des théories régulières non effondrantes mais disjointes.

Théorie faiblement partagée

Définition 3.4 Une théorie (F , E) est faiblement partagée par rapport à un ensemble de
symboles de fonctions SF ⊆ F si

• les symboles de SF sont ω-libres,

• ∀s, t ∈ T (F ,X ), ∀f ∈ SF ,

s = f(s1, . . . , sp) ̸=E t si t(ϵ) ̸= f

Proposition 3.4 L’union de deux théories (F1, E1) et (F2, E2) faiblement partagées par
rapport à un même ensemble de symboles de fonctions SF = F1 ∩ F2 est une théorie
décomposable faiblement partagée par rapport à SF .

Preuve : L’ordre de simplification vu dans le cas disjoint peut être réutilisé car il n’y a
pas à orienter des égalités dont l’un des membres a un symbole de tête partagé et
pas l’autre. L’hypothèse de ω-liberté et l’absence d’autre égalité ayant un symbole
partagé en tête suffit pour que les symboles de SF soient des constructeurs pour R.
✷

Une théorie faiblement partagée ne peut pas être effondrante. L’hypothèse supplémen-
taire de régularité permet de résoudre le plus simplement possible les conflits inter-théories
comme dans le cas disjoint.

Conflit de théories

On utilise le lemme 3.2 comme dans le cas disjoint, ainsi que le fait qu’il n’y a pas
d’égalité mixte l =E r avec l(ϵ) ∈ SF et r(ϵ) /∈ SF .

Proposition 3.5 Si E1 et E2 sont des théories faiblement partagées, alors il n’existe pas
de solution au problème P = (x=?t1 ∧ x=?t2) tel que

• t1 ∈ T (F1,X )\X ,

• t2 ∈ T (F2,X )\X ,

• t1(ϵ) /∈ SF ou t2(ϵ) /∈ SF ou t1(ϵ), t2(ϵ) ∈ SF , t1(ϵ) ̸= t2(ϵ).

Preuve : Par l’absurde. S’il existe une solution au problème P , alors E1 ou E2 n’est pas
faiblement partagée, parce qu’il existe forcément une égalité ayant comme membre
une variable ou une égalité dont l’un des membres est à tête partagée et l’autre pas,
ou encore une égalité dont les membres n’ont pas les mêmes symboles partagés au
sommet. ✷
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Résolution de cycle

Il suffit, comme nous l’avions annoncé dans le cas disjoint, de s’intéresser aux cycles
composés. Mais la notion de cycle composé doit être légèrement adaptée lorsque des
symboles sont partagés pour éviter de le confondre avec un cycle pouvant être résolu
uniquement dans une théorie.

Définition 3.5 Un cycle composé est un cycle

y1=
?t1[x1] ∧ x1=

?s1[y2] ∧ · · · yn=?tn[xn] ∧ xn=?sn[y1]

tel que

• t1, . . . , tn ∈ T (F1,X )\X ,

• s1, . . . , sn ∈ T (F2,X )\X ,

• x1, . . . , xn, y1, . . . , yn sont des variables distinctes.

• ∃k ∈ {1, . . . , n}, tk /∈ T (SF ,X )\X ,

• ∃k ∈ {1, . . . , n}, sk /∈ T (SF ,X )\X ,

Un cycle qui n’est pas composé est soit 1-pur, soit 2-pur.

Proposition 3.6 Si E1 et E2 sont des théories faiblement partagées, régulières et non
effondrantes, alors il n’existe pas de solution à un cycle composé.

Preuve : On peut toujours réarranger un cycle composé par généralisation d’un contexte
partagé et sa propagation dans l’autre théorie pour que

P = (y1=
?t1[x1] ∧ x1=

?s1[y2] ∧ · · · yn=?tn[xn] ∧ xn=?sn[y1])

vérifie t1(ϵ), . . . , tn(ϵ) ∈ F1\SF et s1(ϵ), . . . , sn(ϵ) ∈ F2\SF . Si σ est une solution
R-normalisée de P alors

∀m ∈ {1, . . . , n}, xmσ(ϵ) ∈ F2\SF ,

∀m ∈ {1, . . . , n}, ymσ(ϵ) ∈ F1\SF ,

sinon il existe une égalité ayant comme membre une variable ou une égalité dont
l’un des membres a une tête partagée et pas l’autre; et

∀m ∈ {1, . . . , n}, xmσ
π1 ∈ V(ymσ),

∀m ∈ {2, . . . , n}, ymσ
π2 ∈ V(xm−1σ),

y1σ
π2 ∈ V(xnσ),

sinon il existe une égalité non régulière. Dans ce cas, y1σ est sous-terme strict de
xnσ et xnσ est sous-terme strict de y1σ, ce qui est absurde. ✷
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VA
P ∧ s =? t

∃x : P ∧ s =? t[x]ω ∧ x =? t|ω
si

{
ω ∈ AlienPos(t)
x est une nouvelle variable

IE
P ∧ s =? t

∃x : P ∧ x =? s ∧ x =? t

si

{
s ∈ T (F1,X )\X , t ∈ T (F2,X )\X , s /∈ T (SF ,X ) ou t /∈ T (SF ,X )
x est une nouvelle variable

Ei − Res+

Pi

∃x⃗i : σ̂i
si σi ∈ CSUEi(Pi) et x⃗i = V(σ̂i)\V(Pi)

VarRep
P ∧ x=?y

P{x 9→ y} ∧ x=?y
si x, y ∈ V(P )

Conflit

P ∧ x=?s ∧ x=?t

⊥ si

⎧
⎪⎨

⎪⎩

s ∈ T (F1,X )\X ,
t ∈ T (F2,X )\X ,
s(ϵ) /∈ SF ou t(ϵ) /∈ SF ou s(ϵ), t(ϵ) ∈ SF , s(ϵ) ̸= t(ϵ)

Dec
P ∧ x=?f(s1, . . . , sp) ∧ x=?f(t1, . . . , tp)

P ∧ x=?f(s1, . . . , sp) ∧
∧p

k=1 sk=?tk
si aucune autre règle ne s’applique

Cycle
P ∧ y1=?t1[x1] ∧ x1=?s1[y2] ∧ · · · yn=?tn[xn] ∧ xn=?sn[y1]

⊥

si y1=?t1[x1] ∧ x1=?s1[y2] ∧ · · · yn=?tn[xn] ∧ xn=?sn[y1] est un cycle composé.

Figure 3.1. Ensemble de règles RAS pour l’unification dans le mélange de théories
faiblement partagées, régulières et non effondrantes

Algorithme

La structure de données est rigoureusement identique à celle prise pour les théories
disjointes, un problème P se décomposant en PH ∧ PV ∧ P1 ∧ P2. La différence majeure
est que les problèmes P1 et P2 ont en commun les équations sur T (SF ,X ).

La preuve de terminaison de l’ensemble RAS des règles données en figure 3.1 est
similaire à celle du cas disjoint. Il faut toutefois tenir compte des variables qui apparaissent
résolues par un terme dont la tête est partagée.

Définition 3.6 Une variable est SF-résolue dans P si PH ∧ P1 ∧ P2 = (Q ∧ x=?t) avec
x /∈ V(Q) ∪ V(t), t(ϵ) ∈ SF . Une classe de variables est SF-résolue s’il en existe un
représentant SF-résolu dans le problème obtenu en appliquant jusqu’à saturation la règle
VarRep.

On suppose dorénavant que si P est de la forme P = (Q∧x=?t) avec t ∈ T (SF ,X )\X ,
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alors x est une variable SF -résolue c’est-à-dire que le remplacement de x par t dans
P1 ∧ P2 ∧ PH est implicitement effectué au retour de chaque règle de transformation.

Autre mesure de complexité: NV RSF(P ) est le nombre de classes de variables de
V(Γ1 ∧ Γ2)/ =V non SF -résolues.

La règle Dec s’applique à une variable à la fois SF -résolue dans P1 et SF -résolue dans
P2 tandis que PH est vide: elle fait donc décrôıtre NV RSF(P ).

Proposition 3.7 L’application des règles RAS à un problème Γ termine pour tout contrôle
et retourne une disjonction équivalente de problèmes d’unification ∃x⃗ : P où les P sont
en forme séquentiellement résolue.

Preuve : La preuve est résumée par le tableau suivant:

regles THmul(P ) IE(P ) NV RSF(P ) NV C(P ) PV R(P ) USP (P )
VA ↓
IE = ↓
Dec = = ↓
Ei-Res(0) = = ↓
Ei-Res(1) = = =↓ ↓
Ei-Res(2) = = =↓ = = ↓
VarRep = = = = ↓

La règle Ei-Res a plusieurs comportements. Elle engendre une équation x=?t, x ∈
V(Γ1 ∧ Γ2), t ∈ T (SF ,X )\X et NV RSF(P ) décrôıt, ou sinon elle engendre une
équation x=?y entre variables et NV C(P ) décrôıt, ou sinon elle rend Pi résolu tout
en préservant l’état de Pj , j ̸= i, c’est-à-dire que USP (P ) décrôıt.

Les règles Conflit et Cycle ne sont pas reproduites ici car elles mènent directement à
des formes normales. ✷

Théorème 3.1 Soit E1 ∪E2 une théorie décomposable en deux théories E1 et E2 faible-
ment partagées, régulières et non effondrantes. La E1 ∪ E2-unification est finitaire si la
Ei-unification (i = 1, 2) est finitaire.

3.2.2 Généralisation
La principale difficulté pour la combinaison des solutions est qu’une solution dans

l’union E1 ∪ E2 peut instancier une variable dans les deux théories, E1 et E2. Il n’est
plus possible de choisir une théorie pour une variable et de s’interdire d’instancier cette
variable dans l’autre théorie.

L’idée que nous allons développer consiste à deviner les contextes partagés pouvant
apparaitre en tête de certaines formes normales, celles représentant des classes de termes
“mixtes”.

Définition 3.7 Un contexte partagé est un terme de T (SF ∪ {[]}).

Définition 3.8 Un théorie E décomposable est bornée s’il existe un ensemble fini de
contextes partagés SC tel que

{C[t1, . . . , tq] | C ∈ SC, t1(ϵ), . . . , tq(ϵ) ∈ F\SF} = {t ↓R | t ↓R (ϵ) ∈ SF et t(ϵ) ∈ F\SF}
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On suppose disposer d’un oracle permettant de déterminer SC lorsque une théorie
décomposable est bornée.

Exemple 3.2 Considérons la théorie E = E1∪E2 avec Ei = {f(hi(x)) = gi(f(x))} pour
i = 1, 2 avec le symbole f partagé par E1 et E2. Le symbole f est ω-libre et la précédence
g2 > g1 > f > h2 > h1 permet d’orienter les égalités afin de ne pas faire apparâıtre le
symbole f en tête des membres gauches de règles. La théorie E est donc décomposable et
admet comme borne SC = {f([])}.

La théorie E = E1 ∪ E2 avec Ei = {f(x) = gi(f(x))} est encore décomposable mais
elle n’est pas bornée puisqu’on peut instancier la variable x par un terme à symboles
partagés arbitrairement grand. Nous verrons ultérieurement comment traiter cette théorie
en suivant une approche par décision.

La théorie E = E1 ∪ E2 avec Ei = {c = gi(f(x))} est cette fois bornée par une
constante. La notion de théorie décomposable bornée permet donc de capturer une forme
de mélange dont les constantes ne sont pas les seuls symboles partagés (f l’est aussi dans
cet exemple).

Cette définition autorise donc certaines égalités entre deux termes dont l’un a une
tête partagée et l’autre pas. Elle empêche cependant les théories effondrantes, sauf à une
condition.

Proposition 3.8 Si une théorie décomposable bornée est effondrante alors les symboles
partagés sont des constantes.

Preuve : Soit E une théorie effondrante ayant un symbole partagé f non constant, par
exemple unaire. Il existe une égalité l[x] =E x et par conséquent l[fn(x)] = fn(x)
où n est un entier arbitrairement grand. Le terme l a forcément en tête un symbole
non partagé, sinon E n’est pas décomposable. ✷

Le partage des constantes n’a donc pas de conséquence sur la forme des théories qu’il
est possible de mélanger. Mais nous n’irons pas jusqu’à dire que c’est le seul cas intéressant
lorsque les signatures sont non disjointes.

L’ensemble des substitutions d’un ensemble de variables V par des contextes partagés
est construit à l’aide d’un ensemble de variables W de taille |W | =

∑
C∈SC |CPos(C)| et

que l’on supposera disjoint de l’ensemble des variables V(P ) du problème P à résoudre.
Soient SC[W ] = {C[w1, . . . , wq] ∈ T (SF , W ) | C ∈ SC} et

SUBSSC
V = {ρ | Dom(ρ) ⊆ V,Ran(ρ) ⊆ SC[W ]}.

Ces substitutions sont appliquées lorsqu’apparaissent des conflits de théories.

3.2.3 Algorithme
L’algorithme a la même caractéristique que celui proposé par A. Boudet dans le cas

disjoint: résoudre les conflits inter-théories au fur et à mesure de leurs apparitions par la
construction progressive d’une restriction linéaire. On reprend exactement la même ter-
minologie et la même structure de données que celles utilisées jusqu’à présent. Nous allons
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cependant introduire de nouvelles notations pour simplifier l’écriture et se restreindre à
un problème avec restriction linéaire.

Etant donné un ordre linéaire < sur V1 ⊕ V2, le problème

Linear(V1, V2, <) =

{ ∧
v2∈V2

ME1(v2) ∧
∧

v1∈V1
ME2(v1)

∧ ∧
v1∈V1<v2∈V2

ArcE1(v2, v1) ∧
∧

v2∈V2<v1∈V1
ArcE2(v1, v2)

exprime la restriction linéaire à l’aide de marques et d’arcs.
Etant donnés une variable x, un terme t et ρ ∈ SUBSSC

V , le problème d’unification

Inst(x, t, ρ) = ∃V(xρ) : (xρ=?t ∧ x=?xρ ∧
∧

w∈V(xρ)

(ME1(w) ∨ME2(w)))

va remplacer le problème x=?t lorsque le terme t a une tête non partagée.
Finalement, on note en abrégé MEi(W ) le problème

∧
w∈W MEi(w) composé de marques

dans Ei.
On s’intéresse uniquement à résoudre un problème séparé, c’est-à-dire une conjonction

Γ1 ∧ Γ2 de problèmes purs, en le transformant par un système de règles RND jusqu’à
obtenir une forme normale. Les mesures de complexité utilisées sont fonctions des variables
de ce problème initial.

Le système RND = {VarRep, Conflits, DecRep, Res} est composé de seulement quatre
règles:

• VarRep et DecRep gèrent l’interaction entre les deux théories. La règle DecRep a
pour but de propager dans l’autre théorie un contexte partagé généralisé par l’in-
troduction de nouvelles variables. Cette règle permet en particulier de réarranger
un cycle composé de sorte que les termes qui le forment aient tous des têtes non
partagées.

• Conflits permet de choisir une théorie ou un contexte lorsque une variable apparait
résolue par un terme ayant une tête non partagée.

• Res consiste à appliquer, sous les hypothèses 2.1, les algorithmes de E1-unification
puis E2-unification suivant une même restriction linéaire.

Correction

La règle essentielle du système RND est Res, qui fait appel aux algorithmes de Ei-
unification (i = 1, 2) suivant la même restriction étendue aux variables déjà marquées
mais pas encore intégrées à l’ordre linéaire. La preuve que cette règle préserve l’ensemble
des solutions est basée sur la proposition suivante.

Proposition 3.9 Soit σ une substitution R-normalisée dont les termes de Ran(σ) sont
des termes non-variables et distincts deux à deux. Si σ est une solution de

P1 ∧ P2 ∧ME1(W2) ∧ME2(W1) ∧ Linear(V1, V2, <)

avec W1 ∩ V1 = W2 ∩ V2 = W1 ∩W2 = ∅, alors σ est solution d’un problème

σ̂1 ∧ σ̂2 ∧ Linear(V1 ∪W1, V2 ∪W2,≪)

où≪ est un ordre linéaire sur (V1∪W1)⊕(V2∪W2) tel que≪ ⊇ < et σ1 ∈ CSU≪E1
(P1, V2∪

W2), σ2 ∈ CSU≪E2
(P2, V1 ∪W1).
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Preuve : Si σ est une solution R-normalisée alors nécessairement

∀x ∈ Vi ∪Wi, xσ(ϵ) ∈ Fi\SF ,

sinon σπ1 /∈ SUE1(P1, V2 ∪W2) ou σπ2 /∈ SUE2(P2, V1 ∪W1). L’ordre linéaire ≪ tel
que x ≪ y si xσ est sous-terme de yσ contient <, sinon σπ1 /∈ SU<

E1
(P1, V2) ou

σπ2 /∈ SU<
E2

(P2, V1). On vérifie ensuite comme d’habitude par contraposée que les
solutions σπ1 et σπ2 satisfont la même restriction linéaire ≪. ✷

Les problèmes sont à identifier au préalable afin de tenir compte de toutes les solutions
R-normalisées.

Les variables marquées le sont par la règle Conflits qui consiste à fixer une théorie ou
un contexte partagé de SC.

Proposition 3.10 La règle Conflits préserve l’ensemble des solutions.

Preuve : Soit σ une solution R-normalisée de P ∧ x=?t avec t(ϵ) /∈ SF .

Si xσ(ϵ) ∈ Fi\SF alors xσπj ∈ X pour j ̸= i.

Si xσ ∈ X alors xσπ1 = xσπ2 ∈ X .

Si xσ(ϵ) ∈ SF alors il existe C ∈ SC tel que xσ = C[t1, . . . , tq] avec t1(ϵ), . . . , tq(ϵ) ∈
F\SF puisque E1 ∪ E2 est bornée. Par conséquent, il existe ρ ∈ SUBSSC

{x} et une
substitution φ identique à σ sauf pour VRan(ρ) telles que xσ = xρφ =E1∪E2 tσ =
tφ = xφ. Plus précisément, ∀wk ∈ VRan(ρ), wkφ = tk avec wkφπ1 ∈ X ou wkφπ2 ∈
X . ✷

Une équation x=?t avec t(ϵ) ∈ SF peut elle aussi créer un conflit de théories ou
un cycle composé. La règle de remplacement DecRep permet de propager le contexte
partagé en tête de t en généralisant les sous-termes à têtes non partagées par des nouvelles
variables. Le problème obtenu reste un problème séparé. La preuve de correction de cette
règle ne pose pas de difficulté.

Complétude

Les variables qui vont figurer dans un problème Inst sont uniquement celles qui en-
gendrent des conflits inter-théories.

Définition 3.9 Une variable est conflictuelle pour un problème séparé si elle apparait
résolue dans les deux théories ou si elle est membre d’un cycle composé. Une classe de
variables est conflictuelle s’il existe une variable de la classe qui est conflictuelle pour le
problème obtenu en appliquant jusqu’à saturation la règle VarRep.

Une conjonction de formes résolues pures est en forme séquentiellement résolue si et
seulement si elle ne contient pas de classe de variables conflictuelle.

Le système de règles RND a été conçu pour qu’un problème séparé soit en forme
normale si et seulement si c’est une forme séquentiellement résolue.

Proposition 3.11 Un problème séparé est en forme séquentiellement résolue si et seule-
ment si il est irréductible par le système de règles RND.
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Preuve : (⇐) Si un problème séparé contient une forme non résolue alors Res s’applique.

Si c’est une conjonction de formes résolues sans être une forme séquentiellement
résolue, alors il existe une classe de variables conflictuelle et VarRep s’applique s’il
n’y a pas de variable conflictuelle ou sinon Conflits ou DecRep s’applique, mais
uniquement lorsque cette variable n’est pas déjà marquée. Dans le cas contraire, il
existe nécessairement une variable marquée n’apparaissant pas dans la restriction
linéaire et Res s’applique.

(⇒) Si un problème séparé est en forme séquentiellement résolue alors VarRep ne
s’applique pas et il n’existe pas de variable conflictuelle: ni Conflits ni DecRep ne
peut s’appliquer. Il en est de même pour Res car les problèmes purs sont résolus et
toutes les variables marquées figurent dans la restriction linéaire. ✷

Terminaison

La preuve de terminaison repose sur le principe qu’un conflit de théories ou un cycle
composé est relatif à au moins une classe de variables du problème initial. Celle-ci est
utilisée dans la construction d’une restriction linéaire et ce choix ne sera jamais remis en
cause. Il faut cependant se méfier des nouvelles variables introduites par DecRep qui pour-
raient devenir conflictuelles si elles n’étaient toutes directement ajoutées à la restriction
linéaire.

Proposition 3.12 Si une conjonction de formes résolues n’est pas séquentiellement ré-
solue, alors il existe une classe de variables conflictuelle incluse dans V(Γ1 ∧ Γ2)/ =V où
=V est la relation d’équivalence engendrée par PV .

Preuve : Les variables introduites par DecRep peuvent être conflictuelles si elles sont
marquées au lieu d’être SF -résolues. Dans ce cas, elles seront intégrées à la restric-
tion linéaire à la prochaine application de Res. Il ne peut plus y avoir conflit de
théories pour ces variables après application de Res. D’autres variables sont égale-
ment introduites par E1-unification d’une part et E2-unification d’autre part mais
sont supposées disjointes et ne sont donc pas conflictuelles. Par conséquent, les seules
classes de variables conflictuelles non incluses dans V(Γ1 ∧ Γ2)/ =V figurent dans
la restriction linéaire après Res. Si le nouveau problème contient encore un cycle
composé, celui-ci concerne nécessairement une classe de variables ne figurant pas
dans la restriction linéaire, c’est-à-dire une classe dans V(Γ1 ∧ Γ2)/ =V . ✷

La règle Conflits fait décrôıtre NM(P ) ou NV RSF(P ) alors que DecRep fait décrôıtre
NV RSF(P ).

La règle Res ne fait pas crôıtre NM(P ) et NV RSF(P ) mais fait décrôıtre des mesures
de complexité déjà utilisées pour le mélange de théories disjointes.

Lemme 3.3 La règle Res fait décrôıtre NA(P ), NV RSF(P ), NV C(P ), NM(P ) ou USP (P ).

Preuve : Si le problème est une conjonction de formes résolues alors les marques contiennent
au moins une classe de variables conflictuelle non encore incluse dans la restric-
tion linéaire et NA(P ) décrôıt. Sinon, le problème n’est pas une conjonction de
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VarRep
P ∧ x=?y

P{x 9→ y} ∧ x=?y
si x, y ∈ V(P )

Conflits
P ∧ x=?t

∨
ρ∈SUBSSC

{x}
Pρ ∧ Inst(x, t, ρ)

si

• VarRep ne s’applique pas,

• t(ϵ) ∈ F\SF ,

• x est une variable conflictuelle non marquée.

DecRep
P ∧ x=?C[t1, . . . , tq]∨

ρ∈SUBSSC
v⃗
∃v⃗ : P{x 9→ C[v1, . . . , vq]ρ} ∧ x=?C[v1, . . . , vq]ρ ∧

∧q
k=1 Inst(vk, tk, ρ)

si

• VarRep ne s’applique pas,

• C ∈ T (SF ,X ),

• t1(ϵ), . . . , tq(ϵ) ∈ F\SF ,

• v⃗ = {v1, . . . , vq} est un ensemble de nouvelles variables,

• x est une variable conflictuelle.

Res+

(P1 ∧ME1(W2)) ∧ (P2 ∧ME2(W1)) ∧ Linear(V1, V2, <)

ξ̂1 ∧ ξ̂2 ∧ (∃x⃗1 : σ̂1) ∧ (∃x⃗2 : σ̂2) ∧ Linear(V1 ∪W1ξ1, V2 ∪W2ξ2,≪)

si

• VarRep ne s’applique pas,

• (P1 ∧ME1(W2)) ou (P2 ∧ME2(W1)) n’est pas résolu, ou W1 ̸= ∅ ou W2 ̸= ∅.

• Wi ∩ Vi = ∅ pour i = 1, 2,

• ξi ∈ IDWi ◦ IDVi
Wi

pour i = 1, 2,

• ≪ est un ordre linéaire sur (V1 ∪W1ξ1)⊕ (V2 ∪W2ξ2) contenant <,

• σ1 ∈ CSU≪E1
(P1ξ2 ∧ ξ̂1, V2 ∪W2ξ2), σ2 ∈ CSU≪E2

(P2ξ1 ∧ ξ̂2, V1 ∪W1ξ1),

• x⃗1 = V(σ̂1)\V(P1), x⃗2 = V(σ̂2)\V(P2) et x⃗1 ∩ x⃗2 = ∅.

Figure 3.2. Ensemble de règles RND pour l’unification dans une théorie décomposable
bornée
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formes résolues. Supposons que Res engendre une équation x=?t, x ∈ V(Γ1 ∧ Γ2)
et t ∈ T (SF ,X )\X . Dans ce cas, USP (P ) ne décrôıt pas nécessairement, mais
NV RSF(P ) décrôıt. Considérons maintenant le cas contraire, où USP (P ) décrôıt.
Supposons que soit engendrée par Res une équation x=?y telle que PV R(P ) aug-
mente. Deux cas de figure se présentent: soit x, y ∈ V(Γ1 ∧ Γ2) et NV C(P ) décrôıt,
soit x ∈ V(Γ1 ∧ Γ2), y /∈ V(Γ1 ∧ Γ2) où y est forcément marquée alors que x ne
l’est pas. Dans ce dernier cas, NM(P ) décrôıt. Tous les autres cas contredisent l’hy-
pothèse que PV R(P ) augmente. D’autre part, si PV R(P ) n’augmente pas, alors
USP (P ) décrôıt toujours. ✷

Proposition 3.13 Le système de règles RND termine pour tout contrôle et retourne une
disjonction de formes séquentiellement résolues équivalente au problème initial Γ1 ∧ Γ2.

Preuve : La preuve de terminaison est résumée par le tableau suivant:

regles NV RSF(P ) NM(P ) NA(P ) NV C(P ) PV R(P ) USP (P )
Conflits(1) = ↓
Conflits(2) ↓
DecRep ↓
Res(0) ↓
Res(1) =↓ =↓ ↓
Res(2) =↓ =↓ =↓ ↓
Res(3) =↓ ↓
Res(4) =↓ =↓ =↓ =↓ = ↓
VarRep = = = = ↓

✷

Théorème 3.2 Si E1∪E2 est une théorie décomposable bornée alors la E1∪E2-unification
est finitaire si la Ei-unification avec restriction linéaire (i = 1, 2) est finitaire.

Les théories faiblement partagées sont des théories bornées dont l’ensemble des contextes
SC est vide.

Corollaire 3.4 Si E1 ∪ E2 est une théorie décomposable faiblement partagée alors la
E1 ∪E2-unification est finitaire si la Ei-unification avec restriction linéaire (i = 1, 2) est
finitaire.

L’algorithme simplifié correspondant ressemble beaucoup à celui connu dans le mélange
de théories disjointes. La seule différence se situe dans la règle DecRep qui, comme VarRep,
gère l’interaction entre les théories.

Une autre cas exemplaire est donné par une théorie décomposable ne partageant que
des constantes, qui est forcément bornée par l’ensemble SC de ces constantes.

Corollaire 3.5 Si E1 ∪E2 est une théorie décomposable partageant des constantes alors
la E1 ∪ E2-unification est finitaire si la Ei-unification avec restriction linéaire (i = 1, 2)
est finitaire.

On remarquera qu’il suffit de ne pas avoir de Ei-égalité entre constantes pour que
E1 ∪ E2 soit décomposable.

Nous allons voir que ce résultat concernant le mélange avec constantes partagées peut
être étendu au problème de décision.
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3.3 Approche par décision
La résolution effective des problèmes purs n’est plus requise ici. On suppose ne dispo-

ser que d’algorithmes permettant de décider si un problème est unifiable. L’idée consiste
à borner non plus les contextes partagés apparaissant en tête des formes normales per-
mettant de passer d’une théorie à l’autre mais plutôt les instances partagées suffisantes
pour valider toute égalité.

3.3.1 Hypothèses
Nous allons maintenant considérer des théories dont on peut supposer “sans perte de

généralité” que les égalités ont un nombre borné de symboles partagés consécutifs, qu’ils
apparaissent en tête ou ailleurs. Cela signifie qu’il existe pour cette théorie un entier n
tel qu’on puisse toujours se restreindre à une égalité ne contenant dans chacun de ses
membres qu’un nombre de symboles partagés consécutifs inférieur à n. Pour formaliser
cette propriété, on abstrait certains sous-termes à têtes partagées par des variables. Soient
ϱ une bijection de

{u ↓R | u ∈ T (F ,X ) et u ↓R (ϵ) ∈ SF}
vers un ensemble de variables de X et Ω une application qui a tout terme t de T (F ,X )
associe un ensemble de positions Ω(t) tel que

Ω(t) ⊆ {ω ∈ Pos(t) | t(ω) ∈ SF}.

On appelle abstraction partagée par rapport à (ϱ, Ω) une application ϱΩ : T (F ,X ) →
T (F ,X ) qui à tout terme t associe tϱ = t[ω ←↩ ϱ(t|ω ↓R)]ω∈Ω(t).

Nous supposerons toujours que le codomaine de ϱ est disjoint de celui de π, c’est-à-dire
que ces deux abstractions définissent conjointement une bijection de T (F ∪ X ) ↓R vers
un ensemble de variables.

Les termes sont abstraits lorsqu’ils contiennent plus d’un nombre fixé de symboles
partagés consécutifs. La hauteur de partage d’un terme t est intuitivement le nombre
maximal de symboles partagés consécutifs sur une branche de t:

Définition 3.10 La hauteur de partage d’un terme t, notée hp(t), est définie inductive-
ment par

• hp(x) = 0 si x ∈ X ,

• hp(c) = 1 si c ∈ SF0,

• hp(c) = 0 si c ∈ F0\SF ,

• hp(f(s1, . . . , sp)) = max(1 + maxsi(ϵ)∈SF(hp(si)), maxsi(ϵ)/∈SF(hp(si))) si f ∈ SF ,

• hp(f(s1, . . . , sp)) = maxi∈{1,...,p}(hp(si)) si f /∈ SF .

Définition 3.11 Un facteur de partage d’une théorie équationnelle (F , E) par rapport
à un ensemble de symboles de fonctions SF ⊆ F est un entier n tel qu’il existe une
abstraction partagée ϱΩ préservant l’égalité dans E i.e.

∀s, t ∈ T (F ,X ), s =E t⇔ sϱ =E tϱ

et pour laquelle les termes du codomaine de ϱΩ ont des hauteurs de partage inférieures à
n.
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On suppose disposer d’un oracle permettant de déterminer un facteur de partage pour
une théorie donnée, s’il existe.

Dans le cas extrême où l’on peut se ramener à des E-égalités ne contenant plus de
symboles partagés alors ces symboles partagés ne sont pas seulement ω-libres mais libres.

Remarque 3.2 Si une théorie décomposable E admet un facteur de partage nul alors
soit SF = ∅, soit SF est un ensemble de symboles libres pour E.

Dans le cas élémentaire où SF est un ensemble de constantes alors ϱΩ est l’application
identité.

Remarque 3.3 Si E1∪E2 est une théorie décomposable ne partageant que des constantes
alors E1, E2 et E1 ∪E2 admettent 1 comme facteur de partage.

L’existence d’un facteur de partage est une propriété modulaire pour les théories fai-
blement partagées qui sont des théories non effondrantes.

Proposition 3.14 Si E1 ∪ E2 est une théorie décomposable en deux théories faiblement
partagées E1 et E2 admettant respectivement n1 et n2 comme facteurs de partage alors
E1 ∪ E2 admet max(n1, n2) comme facteur de partage.

Preuve : On suppose l’existence d’abstractions partagées ϱ1Ω1
et ϱ2Ω2

préservant respec-
tivement l’égalité de E1 et E2, dont les facteurs de partage sont respectivement n1

et n2.

Nous allons dans un premier temps définir une abstraction partagée pour E =
E1 ∪ E2 à partir de celles supposées pour E1 et E2. Etant donnée une bijection ϱ
quelconque, l’application Ω est construite inductivement comme suit:

• Ω(x) = {},
• Ω(t) = {ϵ} si t(ϵ) ∈ SF ,

• Ω(t) = Ωi(tπi) ∪ {ω.ω′ | ω ∈ AlienPos(t), (t|ω)πi ∈ V(tπi),ω′ ∈ Ω(t|ω)}
si t(ϵ) ∈ Fi\SF (i = 1, 2).

Il est facile ensuite de vérifier par induction sur la hauteur de théories que pour
tout terme t, on a hp(tϱ) ≤ n où n = max(n1, n2). Il s’agit de montrer ensuite que
l’abstraction ϱΩ préserve la E-égalité. Pour cela, on prouve par induction sur la
hauteur de théories que lϱ =E (l ↓R)ϱ.

Si l est un terme i-pur alors l =Ei (l ↓R)πi, lϱi =Ei ((l ↓R)πi)ϱi et lϱ = lϱi =Ei

((l ↓R)πi)ϱi = ((l ↓R)πi)ϱ, par définition de ϱΩ. En instanciant par (π−1)ϱ, on obtient
lϱ = lϱ(π−1)ϱ =E ((l ↓R)πi)ϱ(π−1)ϱ = (l ↓R)ϱ.

Considérons un i-terme l hétérogène. Puisque Ei est faiblement partagée et donc
non effondrante, lπi est un terme i-pur et lπi =Ei (l ↓R)πi. Il existe par hypothèse une
abstraction partagée ϱiΩi

telle que (lπi)ϱi =Ei ((l ↓R)πi)ϱi puis (lπi)ϱi(π−1)ϱ =E ((l ↓R
)πi)ϱi(π−1)ϱ = (l ↓R)ϱ en instanciant la précédente Ei-égalité par (π−1)ϱ. D’après
l’hypothèse d’induction, on a (lπi)ϱi(π−1)ϱ =E lϱ et donc lϱ =E (l ↓R)ϱ.

En conclusion, si l =E r alors l ↓R= r ↓R et lϱ =E (l ↓R)ϱ = (r ↓R)ϱ =E rϱ. ✷

On suppose dorénavant que E = E1 ∪E2 est une théorie décomposable admettant un
facteur de partage n grâce à une abstraction partagée ϱΩ.
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3.3.2 Algorithme
Un terme ou un problème d’unification est dit strictement pur s’il est pur et ne contient

pas de symboles partagés. Un terme ou un problème d’unification est partagé s’il ne
contient que des symboles partagés.

Lemme 3.4 Soit E une théorie décomposable. Si s, t sont des termes strictement purs et
σ une substitution R-normalisée alors

sσ =E tσ ⇔ sσϱ =E tσϱ.

Preuve : Les symboles partagés ne pouvant apparaitre que dans la substitution σ, on a
(sσ)ϱ =E sσϱ et (tσ)ϱ =E tσϱ. La substitution σ est une instance de σϱ qui contient
au plus n symboles partagés consécutifs. ✷

La principale caractéristique de l’algorithme est de résoudre des problèmes strictement
purs en appliquant explicitement toutes les substitutions de SUBSSC

V où SC = {C | C ∈
T (SF , []), hp(C) ≤ n}.

Un problème d’unification hétérogène Γ est équivalent après purification (où les sym-
boles partagés sont vus comme étrangers) à une conjonction de problèmes Γ0 ∧ Γ1 ∧ Γ2

respectivement partagé, strictement 1-pur et 2-pur. La résolution du problème Γ0 s’effec-
tue dans la théorie vide ∅, où les symboles partagés sont considérés comme libres.

La 0-abstraction d’un terme t est tπ0 = (tπ1)π2 ∈ T (SF ,X ).

Lemme 3.5 Si s, t sont des termes partagés et σ une substitution R-normalisée alors

sσ =E tσ ⇔ sσπ0 =∅ tσπ0.

Preuve :

sσ =E tσ ⇔ sσπ1 =E1 tσπ1 car s, t sont 1-purs.

⇔ s(σπ1)π2 =E2 t(σπ1)π2 car s, t sont 2-purs.

⇔ sσπ0 =∅ tσπ0 car les symboles de SF sont ω-libres dans E2.

✷

L’algorithme que nous proposons consiste à réutiliser celui dans le mélange de théories
disjointes pour résoudre la conjonction Γ0 ∧ Γ1 ∧ Γ2 grâce aux algorithmes d’unification
dans ∅, E1, E2.

Théorème 3.3 Soit E1 ∪E2 une théorie décomposable admettant un facteur de partage.
La E1 ∪ E2-unification est décidable (resp. finitaire) si la Ei-unification (i = 1, 2) avec
restriction linéaire est décidable (resp. finitaire).

Preuve : Soit φ une solution R-normalisée d’une conjonction Γ0 ∧ Γ1 ∧ Γ2 où Γ0 est un
problème partagé et Γ1, Γ2 des problèmes respectivement strictement 1-pur et stric-
tement 2-pur. On peut supposer sans perte de généralité que toutes les variables
s’instancient par des termes non variables et distincts entre eux, sinon les pro-
blèmes n’ont pas été identifiés et doivent l’être au préalable. D’autre part et d’après
l’existence d’un facteur de partage, on peut supposer qu’il existe une substitution
ρ ∈ SUBSSC

V(Γ1∧Γ2) et une substitution σ telles que



3.3. Approche par décision 97

• ∀x ∈ V(Γ0 ∧ Γ1 ∧ Γ2), xφ = xρσ,

• σ est une substitution R-normalisée telle que π(xσ) = x si xσ(ϵ) ∈ F\SF ,

• σ est une substitution R-normalisée telle que ϱ(xσ) = x si xσ(ϵ) ∈ SF ,

• σ ∈ SSE(Γ0ρ ∧ Γ1ρ ∧ Γ2ρ),

et σ est obtenue à partir d’une solution où il est fait abstraction des termes ayant
un symbole partagé en tête. Plus précisement, (σ|V1∪V2)

ϱ ∈ SSE(Γ1ρ ∧ Γ2ρ, V0) où
Vi = {x | xσ(ϵ) ∈ Fi\SF} pour i = 1, 2 et V0 = {x | xσ(ϵ) ∈ SF}. On a donc
σ1 = ((σ|V1∪V2)

ϱ)π1 ∈ SSE1(Γ1ρ, V0 ∪ V2) et σ2 = ((σ|V1∪V2)
ϱ)π2 ∈ SSE2(Γ2ρ, V0 ∪ V1).

La substitution σ0 = σπ0 est solution de Γ0ρ dans ∅, et plus précisement σ0 ∈
SS∅(Γ0ρ, V1 ∪ V2). Une variable de Vi (i = 0, 1, 2) n’est donc instanciée que par σi.
L’ordre linéaire < est choisi tel que x < y si xσ est sous-terme strict de yσ. On
s’assure ensuite que σ0, σ1 et σ2 satisfont la restriction linéaire <. Si le terme xσi

(i = 0, 1, 2) contient une variable y ∈ Vj (j ̸= i) alors montrons que x ̸< y. Par
construction:

• Si le terme xσi (i = 1, 2) contient une variable y ∈ V0, alors yσ est sous-terme
de xσ.

• Si le terme xσi (i = 1, 2) contient une variable y ∈ Vj avec j = 1, 2 et i ̸= j,
alors yσ est sous-terme étranger de xσ.

• Si le terme xσ0 contient une variable y ∈ V1∪V2 alors yσ est sous-terme de xσ.

Dans tous les cas, yσ est sous-terme strict de xσ car xσ et yσ sont différents puisque
x et y n’ont pas été identifiées. Donc y < x par définition de <.

La solution φ R-normalisée de Γ0∧Γ1∧Γ2 est donc égale à ρσ où σ est une instance
d’une solution combinée σ0 ⊙ (σ1 ⊙ σ2) de Γ0ρ ∧ (Γ1ρ ∧ Γ2ρ) dans les théories ∅, E1

et E2. ✷

Un ensemble complet d’unificateurs est obtenu en utilisant l’algorithme de combinaison
dans le mélange de théories disjointes sur la disjonction

∨

ρ∈SUBSSC
V(Γ0∧Γ1∧Γ2)

(Γ0ρ ∧ Γ1ρ ∧ Γ2ρ)

avec les algorithmes d’unification dans les théories ∅, E1 et E2 pour résoudres les sous-
problèmes respectivement partagé et strictement purs.

3.3.3 Applications
La notion de facteur de partage est complètement abstraite et inutilisable directement.

Il est donc primordial de montrer que la classe de théories admettant un facteur de
partage est non vide et qu’elle contient même le cas important en pratique des partages
de constantes.

Lorsque SF est vide, les théories E1, E2 et E1 ∪E2 admettent des facteurs de partage
nuls. L’ensemble des substitutions SUBSSC

V(Γ1∧Γ2)
est vide et l’on retrouve bien l’algorithme

de combinaison dans les théories disjointes. Lorsque SF est maintenant un ensemble de
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constantes alors E1, E2, E1 ∪ E2 admettent 1 comme facteur de partage. Dans ce cas
particulier, SUBSSC

V(Γ1∧Γ2) représente l’ensemble des substitutions dont le codomaine est
un ensemble de constantes.

Corollaire 3.6 Si E1 ∪ E2 est un théorie décomposable dont les symboles partagés sont
des constantes alors la E1∪E2-unification est décidable (resp. finitaire) si la Ei-unification
(i = 1, 2) avec restriction linéaire est décidable (resp. finitaire).

Rappelons encore une fois qu’une théorie partageant des constantes est décomposable
s’il n’y a pas de Ei-égalités entre constantes.

Les constantes partagées n’est pas le seul cas admettant 1 comme facteur de partage.

Exemple 3.3 Soient E1 = {f(x) = g(x)} et E2 = {f(x) = h(x)} avec la précédence
h > g > f où f est partagé. Il est facile de vérifier que E1 ∪ E2 admet 1 comme facteur
de partage.

Cette approche permet donc de traiter par combinaison des cas “d’école” qui ne pou-
vaient pas l’être par le passé malgré leur déconcertante simplicité.

Exemple 3.4 (Suite de l’Exemple 3.2). Considérons la théorie E = E1 ∪ E2 avec Ei =
{f(x) = gi(f(x))} et qui admet 1 comme facteur de partage. L’équation

g1(f(x))=?g2(f(f(y)))

se résout de la façon suivante:
Après purification, on obtient la conjonction

z=?g1(v1) ∧ z=?g2(v2) ∧ (v1=
?f(x) ∧ v2=

?f(f(y))).

Après instanciation de ce problème par ρ = {z 9→ f(w)}, il s’agit de résoudre

f(w)=?g1(v1) ∧ f(w)=?g2(v2) ∧ (v1=
?f(x) ∧ v2=

?f(f(y))).

Après résolution des équations strictement pures dans les théories respectives, on obtient

v1=
?f(w) ∧ v2=

?f(w).

Ces équations sont ensuite reportées dans le problème partagé pour aboutir au problème

f(w)=?f(x) ∧ f(w)=?f(f(y))

qui est équivalent dans ∅ à x=?w ∧ w=?f(y). Le dernier problème étant en forme sé-
quentiellement résolue, il n’est plus besoin d’imposer une restriction linéaire et la solution
principale est celle attendue: {x 9→ f(y)}. Les variables z, v1, v2, w sont supposées existen-
tiellement quantifiées et n’apparaissent donc plus dans cette solution.

L’existence d’un facteur de partage permet donc de traiter des théories non bornées.

Exemple 3.5 La théorie E = E1 ∪ E2 avec Ei = {gi(f(x), f(y)) = gi(f(y), f(x))} est
décomposable car les théories Ei sont faiblement partagées. Nous avons vu précédemment
un algorithme de combinaison de l’unification pour les théories faiblement partagées. Mais
la connaissance d’un facteur de partage valant 1 pour les théories Ei permet cette fois de
combiner les algorithmes de décision de l’unification. On note au passage que la surréduc-
tion ne termine pas et ne permet pas d’obtenir un algorithme de E-unification.

Il existe par conséquent des théories décomposables (ne partageant pas uniquement
les constantes) pour lesquelles on dispose à la fois d’un algorithme de combinaison de
l’unification et d’un algorithme de combinaison de décision de l’unification.
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3.4 Codage dans le mélange de théories disjointes
Nous avons présenté un algorithme d’unification s’inspirant beaucoup de celui existant

dans les théories disjointes. Il est possible en fait de repositionner, dans certains cas, un
problème d’unification dans une théorie décomposable avec facteur de partage en un
problème d’unification dans le mélange de deux théories disjointes. Une fois ce lien établi,
nous pourrons ainsi nous contenter dans une certaine mesure de l’étude du cas disjoint
lorsque l’on s’intéressera à des problèmes d’unification spécifiques.

Le passage à un mélange de théories disjointes s’effectue en dupliquant l’ensemble des
symboles partagés SF pour obtenir SF 1 et SF 2:

SF i = {fi | f ∈ SF}.

Soit F ′i = (Fi\SF) ∪ SF i. On considère la présentation (F ′i , E ′i) obtenue en rajoutant
l’indice i aux symboles partagés de (Fi, Ei). Pour passer d’une signature à l’autre nous
utiliserons le système de réécriture I = {fi(x1, . . . , xn)→ f(x1, . . . , xn) | f ∈ SF , |f | = n}
qui est évidemment convergent.

Supposons la purification déjà effectuée et qu’il ne reste plus qu’à résoudre dans E1∪E2

une conjonction Γ1 ∧ Γ2 de problèmes d’unification respectivement strictement 1-pur et
2-pur. Si Γ1 et Γ2 sont indicées par 1 et 2 pour obtenir Γ′1 et Γ′2, alors une E ′1∪E ′2-solution
de Γ′1∧Γ′2 est une E1∪E2-solution de Γ1∧Γ2 par effacement des indices (i.e. normalisation
suivant →I).

Proposition 3.15 Soient s, t des termes de T (F ′1 ∪ F ′2,X ).
Si s =E′

1∪E′
2
t alors s ↓I=E1∪E2 t ↓I .

Preuve : Les théorèmes valides dans E ′ le sont dans n’importe quel modèle de E ′, en
particulier dans E où l’interprétation des symboles f1, f2 est identique pour f ∈ SF .
✷

Réciproquement, pour la complétude, il s’agit de montrer qu’une E1 ∪E2-solution de
Γ1 ∧ Γ2 est obtenue en oubliant les indices d’une E ′1 ∪ E ′2-solution de Γ′1 ∧ Γ′2. Pour ce
faire, nous allons établir un codage qui permet de passer d’un terme de T (F1 ∪ F2,X )
à un terme de T (F ′1 ∪ F ′2,X ). Etant donné t ∈ T (F1 ∪ F2,X ), on note t′ le terme de
T (F ′1 ∪ F ′2,X ) identique à t sauf aux positions où figurent un symbole partagé qui est
alors indicé par la théorie du symbole non partagé qui le précède.

Ce codage ne s’applique qu’à un ensemble de termes T dont les symboles de tête ne
sont pas partagées. On note T ′ l’ensemble issu du codage de T . De même, on note σ′ la
substitution {x 9→ (xσ)′ | x ∈ Dom(σ)} si σ vérifie xσ(ϵ) /∈ SF pour x ∈ Dom(σ).

Une abstraction par variables π : T ↓R→ X définit elle aussi une abstraction par
variables π′i : T ↓′R→ X par π′(t′) = π(t). La i-abstraction t′π

′
i d’un terme t′ est ensuite

définie comme précédemment dans le cas disjoint.

Lemme 3.6 Soit Γ1 ∧ Γ2 une conjonction de problèmes strictement purs. Si σ est une
solution R-normalisée de Γ1 ∧ Γ2 n’ayant pas de symbole partagé en tête alors σ′ est une
E ′1 ∪ E ′2-solution de Γ′1 ∧ Γ′2
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Preuve : Pour tout i = 1, 2 et n’importe quelle équation s=?t de Γi, on a:

sσ =E1∪E2 tσ
⇔ (sσ)πi =Ei (tσ)πi par lemme 3.2 (1)
⇔ (sσ′)π

′
i =E′

i
(tσ′)π

′
i (2)

(2) est simplement un renommage de (1) car

• les symboles indicés par j apparaissent nécessairement dans les sous-termes
étrangers qui sont remplacés par de nouvelles variables.

• les variables qui sont des i-abstractions de sous-termes étrangers sont inchan-
gées par définition de π′.

Ensuite (2) implique ((sσ′)π
′
i)π′−1 =E′

i
((tσ′)π

′
i)π′−1. Cette égalité est identique à

sσ′ =E′
i
tσ′. Donc sσ′ =E′

1∪E′
2
t′σ et σ = σ′ ↓I par définition de σ′. ✷

Théorème 3.4 Soit E1 ∪E2 une théorie décomposable admettant un facteur de partage.
Un algorithme d’unification dans le mélange de deux théories équationnelles disjointes
avec en entrée ∨

ρ∈SUBSSC
V(Γ1∧Γ2)

(Γ1ρ) ∧ (Γ2ρ)

fournit un ensemble complet de E1 ∪ E2-solutions à une conjonction de problèmes d’uni-
fication Γ1 ∧ Γ2 strictement purs.

Preuve : Pour toute solution R-normalisée σ de Γ1 ∧ Γ2, il existe d’après le lemme 3.6
une substitution φ R-normalisée et un ρ ∈ SUBSSC

V(Γ1∧Γ2) tels que φ′ est une E ′1∪E ′2-

solution de ((Γ1ρ)′ ∧ (Γ2ρ)′) et ρφ ≤V(Γ1∧Γ2) σ. Par conséquent,
⋃

ρ∈SUBSSC
V(Γ1∧Γ2)

SUE′
1∪E′

2
((Γ1ρ)

′ ∧ (Γ2ρ)
′) ↓I ◦ρ

est un CSUE1∪E2(Γ1 ∧ Γ2). L’ensemble de solutions peut être ensuite remplacé par
un ensemble complet de solutions. Soit ψ ∈ CSUE′

1∪E′
2
((Γ1ρ)′ ∧ (Γ2ρ)′) tel que

ψ ≤V((Γ1ρ)′∧(Γ2ρ)′)
E′

1∪E′
2

φ′, on a

∀x ∈ V((Γ1ρ)
′ ∧ (Γ2ρ)

′), xσ =E1∪E2 xφ′ ↓I
=E1∪E2 x(ψµ) ↓I
=E1∪E2 xψ ↓I µ ↓I .

Donc ⋃

ρ∈SUBSSC
V(Γ1∧Γ2)

CSUE′
1∪E′

2
((Γ1ρ)

′ ∧ (Γ2ρ)
′) ↓I ◦ρ

est un CSUE1∪E2(Γ1 ∧ Γ2). ✷

Ce résultat fournit encore une fois un algorithme d’unification pour une théorie dé-
composable partageant les constantes. La transformation d’un problème hétérogène en
une conjonction de problèmes Γ1 ∧ Γ2 strictement purs nécessite de poser en parallèle
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une substitution ρ ∈ SUBSSC
V pour un V ∈ V(Γ1 ∧ Γ2) qui sera ensuite prolongée par

l’ensemble des substitutions SUBSSC
V(Γ1∧Γ2)\V lors de la réutilisation de l’algorithme de

combinaison dans le mélange de théories disjointes.
Le mélange avec constantes partagées est le cas où l’unification dans la théorie vide

du problème partagé se limite donc à la plus simple expression.
Cette forme de mélange n’est pas pour autant à sous-estimer car elle apparait natu-

rellement lorsqu’il est possible de transformer, par abstraction de termes clos, une théorie
équationnelle en une union de deux théories. Les constantes introduites par abstraction
sont alors partagées par ces deux théories et n’ont pas à être égales entre elles. Les théo-
ries closes avec symboles AC [NR93], les théories minces [CHJ92] avec symboles AC ou
théories SHAC [DK93], sont des exemples pour lesquels le problème de l’unification peut
en conséquence se traiter par combinaison.
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4
Combinaison d’algorithmes de

décision

L’utilisation d’un algorithme d’unification élémentaire est aussi une façon construc-
tive de décider d’une contrainte équationnelle dont les variables, les inconnues, sont
existentiellement quantifiées. L’unification élémentaire n’étant pas toujours adaptée à
la combinaison, on lui préfère l’unification avec constantes libres pour les théories ré-
gulières effondrantes et dans le cas général l’unification avec symboles libres. La notion
de constante libre correspond en logique du premier ordre à une variable universellement
quantifiée [Bür90]. Un algorithme de combinaison de l’unification a ainsi pour objet la
décision dans l’algèbre libre T (F1 ∪ F2,X )/ =E1∪E2 de contraintes équationnelles

∀y⃗ : (∃x⃗ : Γ)

où Γ = (
∧

k∈K sk=?tk) et V(Γ) = x⃗ ⊕ y⃗, par utilisation des algorithmes de décision du
même type de contraintes dans T (F1,X )/ =E1 et T (F2,X )/ =E2.

Le problème abordé indirectement dans ce chapitre est celui de la décision de contraintes
équationnelles spécifiques que sont:

• le problème du mot, ∀y⃗ : s=?t avec y⃗ = V(s) ∪ V(t).

• le filtrage, ∀y⃗ : (∃x⃗ : s=?t) avec V(t) ⊆ y⃗.

Les valeurs associées aux inconnues x⃗ peuvent être évidemment obtenues par l’algo-
rithme de combinaison de l’unification avec constantes, s’il existe un tel algorithme dans
chaque théorie composante. Cette hypothèse est trop forte pour bon nombre de théories
pour lesquelles l’unification est indécidable alors que le problème du mot ou le filtrage est
décidable. De plus, l’utilisation d’un algorithme d’unification pour résoudre un problème
du mot ou de filtrage s’avère souvent très inefficace.

C’est pourquoi nous allons chercher à combiner des algorithmes de décision spécia-
lisés. Il ne suffit pas pour autant de remplacer chaque algorithme d’unification par un
plus spécifique dans l’algorithme de combinaison. En cherchant à résoudre des problèmes
hétérogènes spécifiques, on risque en effet d’avoir à considérer des problèmes purs ayant
perdu en spécificité. Nous allons voir sous quelles conditions cette spécificité peut être
maintenue au cours de la résolution. Cela va nous conduire à adapter les règles de com-
binaison de l’unification d’abord pour le problème du mot puis le filtrage et finalement
pour le problème de la combinaison des solutions.

103
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Pour clôre ce chapitre, nous allons reprendre les travaux précurseurs de Nelson et
Oppen [NO79, Nel81] qui se sont intéressés à la combinaison d’algorithmes de décision
dans des théories non équationnelles. Les règles que nous présentons dans ce cadre sont
celles qui s’avèrent en définitive essentielles à la combinaison. Elles doivent être cependant
adaptées pour s’appliquer au modèle de combinaison particulier que représente T (F1 ∪
F2,X )/ =E1∪E2 .

4.1 Problème du mot
L’objectif de cette section est d’adapter les techniques de combinaison à un problème

d’unification très particulier où les membres gauche et droit d’une équation ne contiennent
que des constantes libres. Ce problème correspond à la décision de l’égalité dans une
théorie équationnelle, ou problème du mot.

Nous allons nous intéresser à la construction incrémentale d’un algorithme de décision
du problème du mot dans l’union de théories équationnelles E = E1∪E2 à partir de ceux
disponibles dans les théories équationnelles E1 et E2.

La construction incrémentale d’algorithmes de décision du problème du mot est forte-
ment reliée aux différents aspects de la modularité de système de réécriture. Si les théories
équationnelles E1 et E2 sont engendrées par des systèmes de réécriture canoniques, com-
biner des algorithmes de décision du problème du mot se limite à l’étude de la modularité
de la convergence. Notre approche est plus générale car elle ne présuppose pas l’existence
d’un système de réécriture canonique pour chaque théorie.

La combinaison du problème du mot a déjà été abordée dans le cadre de la combinaison
de l’unification par E. Tiden [Tid86] et M. Schmidt-Schauß [SS89]. Ces deux auteurs
prouvent la décidabilité du problème du mot dans le mélange de théories disjointes. La
méthode est basée sur une transformation préalable des termes. Cette méthode a été
reprise plus tard par T. Nipkow [Nip91] dans le cadre de la combinaison du filtrage.

La méthode que nous proposons pour le mélange de théories disjointes est analogue
à celles existantes mais sa compréhension est grandement facilitée par l’utilisation du
système de réécriture combiné R convergent sur les termes clos introduit au chapitre 2.
La réécriture par ce système de réécriture R infini n’étant pas opérationnelle, l’idée est
de trouver un moyen pour simuler la mise en forme normale suivant R. Nous verrons
comment substituer la notion de forme réduite par couches à celle de forme normale.
Cette nouvelle forme canonique a l’avantage de pouvoir se calculer.

Hypothèse 4.1 Les théories équationnelles E1 et E2 ont des signatures disjointes.

On précise d’abord comment ramener le problème du mot dans le mélange de théories à
un problème dans une composante. Nous verrons ensuite que la combinaison des solutions
obtenues par chaque algorithme est triviale puisque il s’agit alors de prendre simplement
la conjonction des valeurs de vérité retournées par chaque algorithme de décision du
problème du mot.

4.1.1 Forme réduite par couches
La principale étape consiste à résoudre le problème dans une seule composante. Comme

la notion de substitution n’a pas d’intérêt pour le problème du mot, on aimerait avoir un
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lemme de projection de la forme

s =E t⇔ sπi =Ei tπi .

Malheureusement cette équivalence n’est pas toujours valide. Pour qu’elle le soit, on pour-
rait supposer s et t R-normalisés. L’objectif est de déterminer une condition plus faible
sur les termes en introduisant une autre forme canonique.

Définition 4.1 Un terme t est en forme réduite par couches (f.r.c)

• si t est une variable,

• ou si t(ϵ) et t ↓R (ϵ) sont des symboles dans la même théorie et les sous-termes
étrangers de t sont en forme réduite par couches.

Lemme 4.1 Si s est en forme réduite par couches et s→R t alors t est en forme réduite
par couches et sπi =Ei tπi.

Preuve : On peut supposer que s est un i-terme puisque une variable est irréductible par
R.

La preuve s’effectue par induction sur la hauteur de théories.

Si s est i-pur alors t est forcément un i-terme dont les sous-termes étrangers sont
irréductibles lorsqu’ils existent. Donc t est en forme réduite par couches.

Si s→R,ω t avec ω inférieure à toute position de AlienPos(t), alors s→Ei,ω t.

Deux cas se présentent:

1. Si t(ω) ∈ Fj, j ̸= i alors t est un sous-terme étranger de s. En supposant
ω = ϵ, t ↓R (ϵ) = t(ϵ) ∈ Fj puisque les sous-termes étrangers de s sont en
forme réduite par couches, ce qui contredit que s est en forme réduite par
couches puisque s ↓R (ϵ) = t ↓R (ϵ) ∈ Fj. Donc ω ̸= ϵ et t|ω est sous-terme
étranger en forme réduite par couches d’un i-terme t qui est donc lui aussi en
forme réduite par couches.

2. Si t(ω) ∈ Fi alors les sous-termes étrangers de t sont ceux de s plus éventuel-
lement d’autres qui sont forcément irréductibles par définition de R.

Lorsque ω est supérieure ou égale à une position de AlienPos(s), t est forme réduite
par couches d’après l’hypothèse d’induction.

En définitive, t est toujours en forme réduite par couches. La seconde assertion est
ensuite une conséquence directe de la proposition 2.9. ✷

Lorsque s n’est pas un i-terme alors l’égalité sπi =Ei tπi est simplement x = x avec
π(s ↓R) = x et n’a donc peu d’intérêt.

Corollaire 4.1 Si s et t sont deux termes en forme réduite par couches alors

s =E t⇐⇒ sπi =Ei tπi.
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Soient ti[s1, . . . , sm]ett′i[sm+1, . . . , sk] des i-termes.

EgalE(ti[s1, . . . , sm], t′i[sm+1, . . . , sk]) = EgalEi
(ti[x1, . . . , xm], t′i[xm+1, . . . , xk])

où x1, . . . , xk sont des variables telles que

• ∀p ∈ {1, . . . , k}, xp = sp si sp ∈ X .

• ∀p, q ∈ {1, . . . , k}, xp = xq ssi EgalE(sp, sq).

Figure 4.1. Algorithme de décision de l’égalité de termes en f.r.c

Preuve : D’après le lemme précédent nous avons sπi =Ei (s ↓R)πi et tπi =Ei (t ↓R)πi. Si
s =E t alors s ↓R= t ↓R et sπi =Ei (s ↓R)πi = (t ↓R)πi =Ei tπi. Réciproquement, si
sπi =Ei tπi alors s =E sπiπ−1 =Ei tπiπ−1 =E t. ✷

Pour faciliter la lecture de l’algorithme, on introduit au préalable une nouvelle notation
pour représenter l’opération de i-abstraction. C’est celle utilisée dans [Nip91].

Définition 4.2 Etant donné t un i-terme, VPosi(t) désigne l’ensemble des positions va-
riables de t pour lesquelles les symboles des positions préfixes sont dans Fi:

VPosi(t) = {p ∈ VPos(t) | ∀q ≤ p, t(q) ∈ Fi}

et Vi(t) l’ensemble des variables de t aux positions de VPosi(t). On note ti[s1, . . . , sm]p1,...,pm,
abrégé en ti[s1, . . . , sm], le i-terme t dont l’ensemble des positions {p1, . . . , pm} = VPosi(t)∪
AlienPos(t) vérifie t|pk

= sk pour k = 1, . . . , m. Le terme ti[x1, . . . , xm]p1,...,pm, abrégé
en ti[x1, . . . , xm], est celui obtenu en remplaçant les termes s1, . . . , sm par les variables
x1, . . . , xm ∈ X :

ti[x1, . . . , xm]p1,...,pm = t[p1 ←↩ x1] . . . [pm ←↩ xm].

Proposition 4.1 Soient E1 et E2 des théories disjointes. La E1 ∪ E2-égalité de termes
en forme réduite par couches est décidable si la Ei-égalité est décidable pour i = 1, 2.

Preuve : Considérons la figure 4.1. Il s’agit de montrer par récurrence sur la hauteur de
théories que EgalE(t, t′) retourne vrai si et seulement si (t =E t′) lorsque t, t′ sont
en forme réduite par couches.

• Si t, t′ sont des termes i-purs alors EgalE(t, t′) retourne vrai si et seulement
si (t =Ei t′), qui est équivalent à (t =E t′) puisque les règles de R servant à
normaliser t et t′ sont forcément dans E>

i .

• En supposant vraie l’hypothèse de récurrence sur les sous-termes étrangers de
t et t′, il existe une abstraction par variables π (une application) telle que

∀q ∈ {1, . . . , k}, π(sq ↓R) = xq.
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Par conséquent EgalE(ti[s1, . . . , sm], t′i[sm+1, . . . , sk]) retourne vrai si et seule-
ment si

(ti[x1, . . . , xm] =Ei t′i[xm+1, . . . , xk])

⇔ (tπi =Ei t′πi)

⇔ (t =E t′),

par le corollaire 4.1.

✷

Pour les théories non effondrantes, la normalisation d’un terme ne peut pas changer la
théorie du symbole de tête et n’importe quel terme est donc en forme réduite par couches.
L’algorithme ci-dessus permet déjà d’affirmer:

Corollaire 4.2 Soient E1 et E2 des théories disjointes non effondrantes. Le problème du
mot dans E1 ∪E2 est décidable si le problème du mot dans Ei est décidable pour i = 1, 2.

Exemple 4.1 Considérons E1 = A(+) et E2 = C(⋆). L’équation (a + (a ⋆ b)) + (b ⋆
a)=?

E1∪E2
a + ((a ⋆ b) + (a ⋆ b)) est vraie si et seulement si (a + V ) + X=?

E1
a + (Y + Z)

avec V = X = Y = Z car a ⋆ b =E2 b ⋆ a. L’équation hétérogène est donc vraie puisque
(a + V ) + V =E1 a + (V + V ).

La précédente proposition peut être généralisée à l’ensemble des théories dans la me-
sure où il est possible de calculer une forme réduite par couches.

4.1.2 Calcul d’une forme réduite par couches
Il reste à étudier la possibilité de calculer la forme réduite par couches d’un terme

quelconque. Nous allons voir comment utiliser les algorithmes de décision du problème du
mot pour effondrer un terme sur un sous-terme étranger. Le risque de considérer comme
étranger un terme qui ne l’est pas toujours est alors évité. Des effondrements successifs
par un processus ascendant vont permettre de construire une forme réduite par couches.

Définition 4.3 Un i-terme t s’effondre sur une variable ou un sous-terme étranger u de
t si tπi =Ei uπi. Le terme u est effondrant pour t.

Le Ei-théorème correspondant est effondrant car dans les deux cas uπi est une variable.

Exemple 4.2 Supposons E1 = {x + x = x} et E2 la théorie vide avec F2 = {f, a}, le
1-terme f(a) + f(a) s’effondre sur f(a).

Si les sous-termes étrangers de t sont en forme réduite par couches alors on sait décider
de l’égalité entre sous-termes étrangers et il est donc possible de décider si un sous-terme
étranger est effondrant pour t.

Proposition 4.2 L’effondrement d’un i-terme t sur un élément de Vi(t) ∪ AST (t) est
décidable si les sous-termes étrangers de t sont en forme réduite par couches et si la
E1-égalité et E2-égalité sont décidables.
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Soient ti[s1, . . . , sm] un i-terme et k un indice entre 1 et m.

Effondrer(ti[s1, . . . , sm], sk) = EgalEi
(ti[x1, . . . , xm], xk)

où x1, . . . , xm sont des variables telles que

• ∀p ∈ {1, . . . , m}, xp = sp si sp ∈ X .

• ∀p, q ∈ {1, . . . , m}, xp = xq ssi EgalE(sp, sq).

Figure 4.2. Effondrement d’un terme

Preuve : Considérons la figure 4.2. Par hypothèse, il existe une abstraction par variables
π (une application) telle que

∀p ∈ {1, . . . , m}, π(sp ↓R) = xp.

Ainsi

Effondrer(ti[s1, . . . , sm], sk) = (ti[x1, . . . , xm] =Ei xk) = (tπi =Ei sπi
k ).

✷

Définition 4.4 Soit ti[s1, . . . , sm] un i-terme dont les variables et les sous-termes étran-
gers sont s1, . . . , sm. t ⇓ désigne le terme défini comme suit:

• c ⇓= c si c est une variable ou une constante.

• (ti[s1, . . . , sm]) ⇓= ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓] s’il n’existe pas de terme effondrant pour ti[s1 ⇓
, . . . , sm ⇓].

• (ti[s1, . . . , sm]) ⇓= u si u est effondrant pour ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓].

Proposition 4.3 t ⇓ est un terme en forme réduite par couches, E-égal à t, qui est
calculable si la Ei-égalité est décidable pour i = 1, 2.

Preuve : Par récurrence sur la hauteur de théories.

• Si t est un terme i-pur alors t ↓R est une variable si et seulement celle-ci est
effondrante pour t. On dispose alors d’un algorithme pour décider de t[x] =Ei x.

• S’il existe un algorithme pour calculer les formes réduites par couches de
s1, . . . , sm, alors l’effondrement sur une variable ou un sous-terme étranger
est décidable. Si un effondrement est possible alors t ⇓ est en forme réduite par
couches. Si aucun effondrement n’est possible alors la normalisation suivant R
du terme ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓] ne peut pas changer la théorie du symbole de tête.
Le terme t ⇓= ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓] est donc en forme réduite par couches.

Dans les deux cas t ⇓ est E-égal à t car s1 =E s1 ⇓, . . . , sm =E sm ⇓.
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t ⇓ est calculé récursivement comme suit:

Si t ∈ X ∪ (F)0 alors t ⇓:= t
Si t = (ti[s1, . . . , sm]) alors

t′ := ti[s1 ⇓, . . . , sn ⇓]
Pour u ∈ Vi(t′) ∪ AST (t′) faire

Si Effondrer(t′, u) alors t ⇓:= u
Sinon t ⇓:= t′

FinPour
FinSi

Figure 4.3. Calcul de la forme réduite par couches

✷

Théorème 4.1 (M. Schmidt-Schauß [SS89]) Soient E1 et E2 des théories disjointes. Le
problème du mot dans E1 ∪ E2 est décidable si le problème du mot dans Ei est décidable
pour i = 1, 2.

Preuve : Il existe une abstraction par variables π telle que EgalE(t ⇓, t′ ⇓) retourne vrai
si et seulement si

((t ⇓)πi =Ei (t′ ⇓)πi)

⇔ (t ⇓=E t′ ⇓)
⇔ (t =E t′)

✷

Exemple 4.3 Considérons E1 = A(+) et E2 = CI(∗). L’équation

((a + b) ∗ (a + b)) + (a ∗ b)=?
E1∪E2

a + (b + (b ∗ a))

est vraie si et seulement si (a + b) + (a ∗ b)=?
E1∪E2

a + (b + (b ∗ a)) est vraie. Les membres
de cette équation sont maintenant en forme réduite par couches. Le problème est ensuite
équivalent à (a + b) + V =?

E1
a + (b + X) avec V = X puisque a ∗ b =E2 b ∗ a. L’équation

hétérogène est finalement vraie puisque (a + b) + V =E1 a + (b + V ).

4.1.3 Règles de combinaison
Les règles de combinaison du problème du mot peuvent être présentées en suivant la

démarche suivie pour l’unification. Cette forme de description peut être vue comme une
dérécursivation possible de l’algorithme vu précédement qui consistait à calculer les formes
normales puis à pratiquer l’abstraction. La différence majeure se situe dans l’introduction
explicite de nouvelles variables et équations résolues.
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Présentons informellement les grandes lignes de l’algorithme:
La première étape consiste à calculer les formes réduites par couches des membres

des équations. Les variables apparaissant dans les membres des équations initiales sont
toutes skolémisées. Des variables non skolémisées sont introduites au cours de la purifica-
tion mais sont existentiellement quantifiées. Une nouvelle variable et une équation résolue
sont introduites pour chaque sous-terme étranger s abstrait. Il s’agit ensuite d’identifier les
nouvelles variables faisant abstraction de sous-termes étrangers potentiellement équiva-
lents. On obtient des conjonctions d’équations résolues ensuite transformées en équations
i-pures dont les variables sont toutes skolémisées dans Ei. Ces équations peuvent être
finalement remplacées par leurs formes résolues grâce aux seuls algorithmes de décision
du problème du mot.

La correction des règles de combinaison du problème du mot peut se faire au travers
des règles de combinaison de l’unification. Mais la spécificité du problème du mot et la mise
en forme réduite par couches des termes permet d’éliminer beaucoup de non-déterminisme
dans l’utilisation des règles de combinaison de l’unification:

• Une variable introduite par purification est nécessairement instanciée dans la théorie
du terme abstrait car celui-ci est clos et en forme réduite par couches. Le choix de
la théorie est donc complètement déterministe.

• Le choix d’un ordre linéaire est lui aussi déterministe car il n’y a pas de cycle
composé.

• L’identification des variables ne mène à une solution que si elle identifie des termes
ayant leurs symboles de tête dans la même théorie.

Il faut ensuite pouvoir résoudre le problème décomposé à l’aide des algorithmes de
décision du problème du mot. Deux formes d’équations coexistent encore dans le problème
d’unification e1 ∧ e2 après purification et identification.

Soit s=?t est un équation i-pure dont les membres sont clos. L’algorithme de décision
du problème du mot est dans ce cas susceptible de la résoudre.

Soit x=?s et x figure dans un autre équation i-pure résolue: x=?t. L’étape de fusion
engendre alors l’équation i-pure s=?t. Lorsque x n’apparait plus nulle part ailleurs dans
ei alors l’équation x=?s est retirée de ei car x est existentiellement quantifiée.

Finalement toutes les équations sont mises en formes résolues ⊥ ou ⊤ grâce aux
algorithmes de décision du problème du mot dans E1 et E2. La combinaison des solutions
de chaque composante est triviale dans ce contexte car elle consiste simplement en la
conjonction des formes résolues.

Pour conclure, remarquons que les adaptations des règles de combinaison de l’unifica-
tion au problème du mot se situent en pré et post-traitement. Une phase préliminaire est
nécessaire pour la mise en forme réduite par couches des membres des équations. Ensuite
et avant la résolution proprement dite, il faut encore rajouter une phase de fusion per-
mettant de reconstruire un problème du mot afin que l’on puisse utiliser les algorithmes
disponibles dans chaque théorie. Ces deux phases seront encore présentes pour le filtrage
qui est le prochain problème d’unification particulier traité dans ce chapitre.

Proposition 4.4 Les règles de combinaison du problème du mot appliquées à une équa-
tion s=?t retournent ⊤ si s =E1∪E2 t, ⊥ sinon.
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1. Mise en forme réduite par couches

Appliquer tant que possible la règle suivante:

e ∧ s=?t

e ∧ s ⇓ =?t ⇓

2. Purification

Appliquer tant que possible la règle suivante:

Abstraction Variable
e ∧ s=?t

∃x : e ∧ s[x]ω=?t ∧ x=?s|ω

si

• ω ∈ AlienPos(s),

• x est une nouvelle variable.

3. Identification de variables
e1 ∧ e2∨

ξ∈IDV(e1∧e2)
(e1 ∧ e2)ξ

4. Fusion

Appliquer tant que possible les règles suivantes:

e ∧ x=?s ∧ x=?t

e ∧ s=?t ∧ x=?s

∃x : e ∧ x=?s

e
si x /∈ V(e)

5. Decide

Appliquer tant que possible les règles suivantes:

s=?t

⊤ si s =Ei t

s=?t

⊥ si s ̸=Ei t

Figure 4.4. Règles de combinaison du problème du mot
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Exemple 4.4 Considérons à nouveau l’exemple 4.3 et l’équation

((a + b) ∗ (a + b)) + (a ∗ b)=?a + (b + (b ∗ a)).

Cette équation est équivalente après mise en forme réduite par couches et purification à
(a + b) + V =?a + (b + X) ∧ V =?a ∗ b ∧X=?b ∗ a. L’équation (a + b) + V =?a + (b + X),
où V et X sont skolémisées, est équivalente à ⊥ et mène donc à un échec. En appliquant
l’identification {X 9→ V } on doit considérer ((a+b)+V =?a+(b+V ))∧(V =?a∗b∧V =?b∗a).
Après fusion, il s’agit finalement de résoudre (a+b)+V =?a+(b+V ) dans E1 et a∗b=?b∗a
dans E2 qui sont toutes deux équivalentes à ⊤.

4.1.4 Extension au mélange de théories non disjointes
La notion d’abstraction dans le mélange de théories non disjointes est différente de

celle utilisée dans le cas disjoint. Un sous-terme étranger n’est remplacé par une variable
que si sa forme normale reste un sous-terme étranger. Lorsque par exemple cette forme
normale a un symbole de tête qui est partagé alors elle se substitue au sous-terme étranger.
L’abstraction d’un terme quelconque est donc une opération délicate et là encore il est
intéressant d’avoir une notion de forme réduite par couches, dans certains cas calculable,
et qui ait les mêmes propriétés que la forme normale suivant le système de réécriture
combiné R défini à partir d’une théorie décomposable E = E1 ∪ E2 (cf. chapitre 3).

Définition 4.5 Un terme t est en forme réduite par couches (f.r.c) si

• t est une variable,

• ou t(ϵ), t ↓R (ϵ) ∈ SF ,

• ou t(ϵ), t ↓R (ϵ) ∈ Fi\SF ,

et si les sous-termes étrangers de t sont en forme réduite par couches.

On déduit de cette définition que:

Proposition 4.5 Si t est un terme en forme réduite par couches alors tπi est un terme
i-pur tel que tπi =Ei (t ↓R)πi.

Preuve : Si t est un i-terme alors tπi = (t[ω ←↩ t|ω ↓R]ω∈AlienPos(t))πi =Ei (t ↓R)πi d’après
la proposition 3.3. Si t n’est pas un i-terme alors tπi = (t ↓R)πi. ✷

Corollaire 4.3 Si s, t sont deux termes en forme réduite par couches alors

s =E1∪E2 t⇔ sπi =Ei tπi .

Preuve : s =E1∪E2 t⇔ s ↓R= t ↓R⇔ sπi =Ei (s ↓R)πi = (t ↓R)πi =Ei tπi. ✷

La E1 ∪ E2-égalité de deux termes en forme réduite par couches est donc décidable
si l’on sait décider de la Ei-égalité pour i = 1, 2. Mais pour donner une méthode opéra-
tionnelle de calcul d’une forme réduite par couches, la décision de la Ei-égalité ne suffit
plus.
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Définition 4.6 Un i-terme t tel que t(ϵ) /∈ SF change de tête dans la théorie Ei s’il
existe un terme u tel que

• tπi =Ei uπi,

• u est effondrant pour t ou u(ϵ) ∈ SF .

On dit que u est un terme changeant la tête de t.

On notera que u n’est plus forcément un sous-terme de t et peut avoir son symbole de
tête dans SF .

Proposition 4.6 Soit t un i-terme tel que t(ϵ) /∈ SF . Si

• tout problème de décision de Ei-filtrage

∀V(r) : (∃x1, . . . , xm : f(x1, . . . , xm)=?
Ei

r) f ∈ SF

est décidable.

• les sous-termes étrangers de t sont en forme réduite par couches,

• la E1-égalité et E2-égalité sont décidables,

alors il est possible de décider de l’existence d’un terme u changeant la tête de t dans Ei

et d’en exhiber un lorsqu’il existe.

Preuve : Par hypothèse, l’égalité entre sous-termes étrangers de t est décidable et l’on
sait donc décider de l’existence d’un u ∈ Vi(t) ∪AST (t) tel que tπi =Ei uπi.

D’autre part, il existe un terme u changeant la tête de t si et seulement si il existe
f ∈ SF et une substitution σ tels que

tπi =Ei f(x1σ, . . . , xmσ),

où x1, . . . , xm sont des variables n’apparaissant pas dans tπi. Par hypothèse, on sait
d’abord décider

∀V(r) : (∃x1, . . . , xm : f(x1, . . . , xm)=?
Ei

tπi) f ∈ SF

puis obtenir une solution σ pour les variables x1, . . . , xm, s’il en existe une, en
utilisant un algorithme de semi-décision (à la Gallier et Snyder [GS89]). Le terme
f(x1σ, . . . , xmσ) change la tête de t. La construction de tπi est là encore décidable
car les sous-termes étrangers de t sont supposés être en forme réduite par couches.
✷

Proposition 4.7 Soit t un i-terme tel que t(ϵ) /∈ SF . Si t n’est pas en forme réduite par
couches et les sous-termes étrangers de t sont en forme réduite par couches alors il existe
un terme u changeant la tête de t dans Ei.

Preuve : On a tπi =Ei (t ↓R)πi d’après la preuve de la proposition 4.5. Posons u = t ↓R.
Par hypothèse, u(ϵ) ∈ SF ou u(ϵ) /∈ Fi.

Si u(ϵ) ∈ SF alors u change la tête de t.

Si u(ϵ) /∈ Fi alors il existe nécessairement s ∈ Vi(t) ∪ AST (t) tel que u =E1∪E2 s et
donc tπi =Ei sπi car Ei est consistante. ✷
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Proposition 4.8 Si t est un terme tel que t(ϵ) ∈ SF et dont les sous-termes étrangers
sont en forme réduite par couches, alors t est en forme réduite par couches.

Preuve : Puisque tous les symboles partagés sont des constructeurs pour R, t(ϵ) = t ↓R
(ϵ). ✷

La notation ti[s1, . . . , sm] définie initialement dans le cas disjoint est reprise ici en
prenant toutefois en compte le changement de définition d’un sous-terme étranger dans
le cas non-disjoint. On note par exemple f [a, a + a] le terme f(a, a + a) si f ∈ SF et
{a, +} /∈ SF . Une couche partagée est donc une couche à part entière.

Définition 4.7 On note t ⇓ le terme défini comme suit:

• c ⇓= c si c est une variable ou une constante.

• (ti[s1, . . . , sm]) ⇓= ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓] si ti(ϵ) ∈ SF ,

• (ti[s1, . . . , sm]) ⇓= ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓] s’il n’existe pas de terme changeant la tête de
ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓] dans Ei.

• (ti[s1, . . . , sm]) ⇓= u si u est un terme changeant la tête de ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓] dans
Ei.

Proposition 4.9 t ⇓ est un terme en forme réduite par couches, E-égal à t, qui est
calculable si la Ei-égalité et les problèmes de décision de Ei-filtrage

∀V(r) : (∃x1, . . . , xm : f(x1, . . . , xm)=?
Ei

r) f ∈ SF

sont décidables pour i = 1, 2.

Preuve : On montre que t ⇓ est en forme réduite par couches par récurrence sur la
hauteur de théories et d’après les propositions 4.7 et 4.8. Pour calculer un terme
changeant la tête d’un terme, il suffit d’utiliser la proposition 4.6. ✷

Théorème 4.2 Soit E1∪E2 une théorie décomposable. Le problème du mot dans E1∪E2

est décidable si le problème du mot dans Ei et les problèmes de décision de Ei-filtrage

∀V(r) : (∃x1, . . . , xm : f(x1, . . . , xm)=?
Ei

r) f ∈ SF

sont décidables pour i = 1, 2.

Lorsque les symboles partagés SF sont uniquement des constantes, il suffit de savoir
décider des problèmes ∀V(r) : c=?

Ei
r pour le calcul des formes réduites par couches. Ces

problèmes sont trivialement des problèmes du mot dans Ei.

Corollaire 4.4 Soit E1∪E2 une théorie décomposable partageant uniquement des constantes.
Le problème du mot dans E1∪E2 est décidable si le problème du mot dans Ei est décidable
pour i = 1, 2.

Lorsque les symboles partagés ne peuvent pas apparaitre au “sommet”, les problèmes
de décision de Ei-filtrage, ayant justement pour objet de remonter un symbole partagé au
sommet, n’ont pas de solution.

Corollaire 4.5 Soit E1 ∪ E2 une théorie décomposable en deux théories E1 et E2 faible-
ment partagées. Le problème du mot dans E1 ∪ E2 est décidable si le problème du mot
dans Ei est décidable pour i = 1, 2.
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4.2 Filtrage
Le problème de combinaison du filtrage consiste à combiner des algorithmes de filtrage

dans deux théories équationnelles E1 et E2 afin d’obtenir un algorithme de filtrage dans
l’union E1 ∪E2 des théories équationnelles.

Ce problème a déjà été abordé par T. Nipkow [Nip91] en imposant des restrictions
syntaxiques sur la forme des égalités puisque seul le cas des théories régulières est traité
avec succès. Pour le résoudre, il ne suffit pas de connecter un algorithme de filtrage à la
place d’un algorithme d’unification dans l’algorithme de combinaison de l’unification. En
cherchant à résoudre un problème de filtrage hétérogène à l’aide de l’algorithme de com-
binaison de l’unification, on risque en effet de considérer d’autres problèmes équationnels
qui ne sont plus simplement des problèmes de filtrage, mais à nouveau des problèmes
d’unification.

Nous allons présenter un algorithme de combinaison du filtrage, ou de décision du fil-
trage, qui s’inspire des techniques de combinaison introduites par F. Baader et K. Schulz [BS92]
pour l’unification. Cet algorithme est complet pour une large classe de problèmes:

• Les conjonctions d’équations de filtrage s ≤? t, ou filtre-équations dont les membres
gauches s sont purs dans une théorie. On suppose alors l’existence dans chaque
théorie d’un algorithme de filtrage avec restriction linéaire.

• Les problèmes de filtrage combinables qui sont grossièrement les problèmes équation-
nels pouvant être résolus sans l’aide d’un algorithme d’unification. Cette propriété
est décidable pour un problème donné en supposant l’existence d’un algorithme
pour résoudre dans chaque théorie, filtre-équations et équations résolues suivant
une restriction linéaire.

• Tout problème de filtrage si les théories sont partiellement linéaires, une généra-
lisation des théories linéaires incluant les théories régulières et non effondrantes.
On pourra alors se contenter de la connaissance d’un algorithme de filtrage pour
chaque théorie, la restriction linéaire étant superflue même pour la combinaison
d’algorithmes de décision du filtrage.

Nous verrons aussi que le filtrage dans des théories non partiellement linéaires n’est
pas un outil suffisamment puissant pour le problème de combinaison. Il est impossible de
se passer dans ce contexte de l’unification.

Nous allons d’abord considérer le cas du mélange de théories équationnelles disjointes.
Un problème de filtrage est considéré ici comme un problème d’unification particu-

lier [Bür90].

Définition 4.8 Un problème de E-filtrage est un problème de E-unification avec constantes
(Γ, C) tel que

• Γ = (
∧

k∈K sk=?tk),

• ⋃
k∈K V(tk) ⊆ C ⊆ V(Γ).

On note un problème de E-filtrage sous la forme
∧

k∈K sk ≤? tk. L’ensemble C des
variables skolémisées est noté GV(Γ). Voici d’autres sous-ensembles de V(Γ) que nous
distinguerons:
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• RV(Γ) =
⋃

k∈K V(tk), l’ensemble des variables skolémisées dans les membres droits.

• RV (Γ) = GV(Γ)\RV(Γ), l’ensemble des variables skolémisées qui ne sont pas dans
les membres droits.

• CV(Γ) = {tk | tk ∈ X , k ∈ K}, l’ensemble des variables membres droits.

Remarquons qu’un problème de E-unification avec constantes (Γ, C) ou de E-unification
avec restriction constante (Γ, C, η) est par définition encore un problème de E-unification.
C’est ce qui permet d’avoir directement une sémantique pour les solutions des problèmes
((Γ, C), C ′, η) de E-filtrage avec restriction constante.

4.2.1 Problème de filtrage étendu
La première étape de l’algorithme de combinaison consiste à purifier un problème de

filtrage hétérogène par l’introduction de nouvelles variables et d’équations résolues. Les
problèmes devant être résolus après purification sont donc des conjonctions de problèmes
de filtrage et de formes résolues qu’on appelera problèmes de filtrage étendus.

Définition 4.9 Un problème de E-filtrage étendu est un problème d’unification avec
constantes

(Γ ∧ σ̂, C)

où (Γ, C) est un problème de E-filtrage et σ une substitution telle que Dom(σ)∩VRan(σ) =
∅ et V(Γ) ∩Dom(σ) = ∅.

L’ensemble des variables résolues d’un problème de filtrage étendu Γ∧σ̂ est SV(Γ∧σ̂) =
Dom(σ).

L’introduction de nouvelles variables par purification ne pose pas de difficulté dans
les membres gauches des filtre-équations contenant déjà des variables. Par contre, celles
introduites dans les membres droits est plus problématique car elles changent le statut
des ces termes qui ne sont plus clos. L’étude spécifique de la purification des membres
droits sera détaillée dans la prochaine section. On se limitera à une première purification
“gauche”.

Définition 4.10 Soient i, j ∈ {1, 2} et i ̸= j. Une filtre-équation (s ≤? t) est i-pure
à gauche si s est i-pur. Un problème de filtrage est i-pur à gauche s’il est formé de
filtre-équations i-pures à gauche. Un problème de filtrage étendu Γ ∧ σ̂ est i-pur à gauche
si Γ est i-pur à gauche et σ̂ est i-pur. Un problème de (E1, E2)-filtrage étendu est une
conjonction de problèmes de filtrage étendu purs à gauche (Γ1 ∧ σ̂1) ∧ (Γ2 ∧ σ̂2) telle que
Dom(σ1) ∩ Dom(σ2) = ∅ et ∀x ∈ Dom(σi) ∀y ∈ V(xσi), x /∈ V(yσj) pour i, j = 1, 2 et
i ̸= j.

Nous venons de définir les problèmes obtenus après une première étape de purification.

Proposition 4.10 Un problème de E1 ∪ E2-filtrage est équivalent à un problème de
(E1, E2)-filtrage étendu.

Preuve : Le problème de (E1, E2)-filtrage étendu est obtenu par application répétée de
la règle en figure 4.5. ✷

Les variables n’apparaissant résolues que dans une seule des deux théories, la conjonc-
tion des formes résolues σ̂1∧ σ̂2 est très spécifique. Nous verrons comment profiter de cette
situation.
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Abstraction Variable
Γ ∧ p(s, t)

∃x : Γ ∧ p?(s[ω ←↩ x], t) ∧ x =? s|ω

où

• ω ∈ AlienPos(s),

• x est une nouvelle variable,

• p ∈ {=,≤}.

Figure 4.5. Purification gauche pour le filtrage

4.2.2 Résolution dans une composante
Chaque filtre-équation est maintenant i-pure à gauche. Nous nous sommes contentés

pour l’instant de purifier le membre gauche qui contenait déjà des variables. Par contre,
l’introduction de variables dans le membre droit doit être évitée puisqu’elle change la
nature du problème qui devient alors une équation. Une solution serait d’abstraire le
membre droit puis de résoudre la filtre-équation i-pure ainsi obtenue. Comme pour le
problème du mot, une abstraction aveugle peut s’avérer dangereuse.

Exemple 4.5 Considérons E1 = {x+x = x} et E2 la théorie vide avec un symbole unaire
f . La filtre-équation f(f(x)) ≤?

E f(f(a) + f(a)) est équivalente à f(f(x)) ≤?
E f(f(a)).

Mais la filtre-équation f(f(x)) ≤?
E2

f(C) obtenue par 2-abstraction du membre droit de
f(f(x)) ≤?

E f(f(a) + f(a)) n’a pas de solution alors que f(f(x)) ≤?
E2

f(f(a)), filtre-
équation équivalente à f(f(x)) ≤?

E2
f(f(a)), a pour unique solution {x 9→ a}.

Le membre droit devrait être préalablement R-normalisé pour éviter de considérer
comme étrangers des sous-termes qui ne le sont plus par remplacement d’égal par égal.
A nouveau, nous utiliserons la normalisation opérationnelle fournie par la mise en forme
réduite par couches introduite initialement pour le problème du mot.

Lemme 4.2 Soient (s ≤? t) une filtre-équation i-pure à gauche, t un terme en forme
réduite par couches et σ une substitution R-normalisée. Alors

sσ =E t⇐⇒ sσπi =Ei tπi.

Preuve : Puisque σ est R-normalisée, nous avons (sσ)πi =Ei ((sσ) ↓R)πi. De même,
tπi =Ei (t ↓R)πi car t et t ↓R sont en forme réduite par couches.

Si sσ =E t alors (sσ) ↓R= t ↓R et (sσ)πi =Ei ((sσ) ↓R)πi = (t ↓R)πi =Ei tπi.
Réciproquement, si sσπi =Ei tπi alors sσ = sσπiπ−1 =Ei tπiπ−1 =E t. ✷

Ce lemme signifie qu’une E-solution à une filtre-équation i-pure à gauche s ≤?
E t est

l’instance d’une Ei-solution à la filtre-équation i-pure obtenue grâce à la réduction par
couches du membre droit t puis i-abstraction de t ⇓. Le calcul de la forme réduite par
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couches t ⇓ est rendu possible puisque le filtrage et donc le problème du mot est décidable
dans chaque théorie. La i-abstraction de t ⇓ ne pose pas non plus de difficulté puisque
l’égalité entre ses sous-termes étrangers (en f.r.c) est décidable.

En pratique, nous n’allons pas effectuer de i-abstraction mais plutôt purifier le membre
droit en forme réduite par couches. Cela correspond à introduire une nouvelle variable et
aussi l’équation entre cette variable et le terme qu’elle abstrait. Le fait que le terme
abstrait soit clos et en forme réduite par couches implique que le choix de la théorie pour
cette variable est complètement déterministe. Il est fixé par la tête du terme abstrait.
Ainsi, une variable introduite par purification dans un membre droit en forme réduite par
couches sera considérée comme une variable skolémisée dans la théorie où sera résolue la
filtre-équation.

Définition 4.11 Soit Γi le problème d’unification i-pur obtenu à partir d’un problème de
filtrage étendu Γ par application de la règle de purification droite en figure 4.9.

On note GSV(Γi) la réunion de GV(Γ) et de l’ensemble des variables introduites par
purification droite et figurant comme membres d’une équation de Γi.

Il s’agit des variables skolémisées de Γ et des variables de Γi introduites par purifi-
cation des membres droits dont la particularité est de s’instancier nécessairement dans
Ei. Compte tenu de l’introduction de nouvelles variables, il faudra ensuite pouvoir les
identifier comme cela a été fait dans la version non-déterministe (i.e. avec identifications)
de l’algorithme de combinaison du problème du mot.

En vertu des lemmes 2.13 et 4.2, on peut conclure qu’un problème de filtrage étendu
i-pur à gauche est résolue dans sa théorie de façon correcte et complète.

4.2.3 Combinaison des solutions
Nous avons vu comment ramener un problème de filtrage étendu pur à gauche à un

problème de filtrage étendu pur. Il reste à déterminer comment résoudre une conjonction
Γ1∧Γ2 de problèmes de filtrage étendu, chacun pur dans sa théorie respective. Nous allons
réutiliser la technique utilisée pour l’unification qui consiste à résoudre chaque problème
suivant une même restriction rendant plus aisée la combinaison des solutions.

Cette technique de combinaison est valable pour toute conjonction Γ1 ∧ Γ2 de pro-
blèmes d’unification purs et en particulier une conjonction de problèmes de filtrage étendu.
Pour ce faire, nous avons à résoudre des problèmes d’unification avec restriction linéaire
(Γ′1, V2, <) et (Γ′2, V1, <), où < est un ordre linéaire sur V1 ⊕ V2 = V(Γ1 ∧ Γ2).

La résolution d’un problème de filtrage étendu suivant une restriction linéaire peut
s’effectuer par l’utilisation successive d’un algorithme de filtrage puis d’un algorithme
d’élimination de constante.

Théorème 4.3 Le filtrage étendu avec restriction est finitaire si et seulement si le filtrage
et l’élimination de constante sont finitaires.

Preuve : S’il existe un algorithme de filtrage étendu avec restriction alors il existe à for-
tiori un algorithme de filtrage et un autre algorithme pour tenir compte de la restric-
tion dans une forme résolue, c’est-à-dire un algorithme d’élimination de constante.
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Réciproquement, un algorithme de filtrage étendu avec restriction peut être construit
en deux phases, une première pour la résolution du problème de filtrage et une
seconde pour tenir compte de la restriction à l’aide d’un algorithme d’élimination
de constante. On suit donc scrupuleusement la même construction que celle donnée
dans [BS92] pour l’unification avec restriction. ✷

Le fait d’avoir à résoudre un problème de filtrage étendu suivant une certaine restric-
tion linéaire ne change pas sa nature.

Proposition 4.11 Si Γ est un problème de E-filtrage étendu alors (Γ, C, <) est un pro-
blème de E-filtrage étendu avec restriction linéaire.

Preuve : La skolémisation d’une variable x transforme une équation x =?
E t en t ≤?

E x si
x ∈ C ∩ SV(Γ). Dans les autres cas, une filtre-équation reste une filtre-équation et
une équation résolue reste une équation résolue. ✷

Malheureusement, il faut encore tenir compte des problèmes de filtrage étendu identi-
fiés. Nous avons délibérement repoussé l’application des identifications en fin de processus
car c’est elle qui pose problème. Une identification doit être alors compatible avec la
restriction linéaire déjà imposée. Les variables identifiées sont instanciées dans la même
théorie et se comportent pareillement vis-à-vis de la restriction linéaire.

Définition 4.12 Soit < un ordre linéaire sur V1⊕V2. Une identification ξ dans IDV1⊕V2

est compatible avec < si

• ∀x, y ∈ Dom(ξ), xξ = yξ ⇒ x, y ∈ Vi,

• x < y, xξ = x′ξ, yξ = y′ξ ⇒ x′ < y′.

L’identification ξ|Vi est notée ξi.

Une identification peut facilement changer la nature d’un problème de filtrage étendu Γ
puisqu’il suffit que deux variables de SV(Γ) soient identifiées pour engendrer un problème
d’unification qui ne puisse pas toujours être résolu par filtrage.

Nous allons distinguer certains cas pour lesquels l’identification de variables n’engendre
pas de problème d’unification.

Filtrage pur à gauche

L’identification de variables n’est pas gênante s’il n’y a pas d’équations introduites par
purification de membres gauches, i.e. SV(Γ1) = SV(Γ2) = ∅.

Définition 4.13 Une conjonction Γ1 ∧ Γ2 de problèmes de filtrage respectivement 1-pur
et 2-pur à gauche est un problème de filtrage pur à gauche.

Théorème 4.4 Le E1 ∪ E2-filtrage pur à gauche est décidable (resp. finitaire) si le Ei-
filtrage pur à gauche avec restriction linéaire est décidable (resp. finitaire).
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Preuve : Le lemme 4.2 stipule que la résolution d’un problème de filtrage pur à gauche est
équivalente à la résolution d’une conjonction Γ1∧Γ2 de problèmes de filtrage purs par
mise en forme réduite par couches et abstraction des membres droits. Un problème de
filtrage pur identifié reste un problème de filtrage pur. La combinaison des solutions
se fait ensuite par filtrage avec restriction linéaire. Les solutions combinées obtenues
ne sont pas encore tout à fait celles du problème de filtrage pur à gauche initial. Les
variables skolémisées introduites par i-abstraction doivent en effet être substituées
par les sous-termes étrangers (en f.r.c) correspondants, en appliquant la substitution
π−1 qui est l’inverse de l’abstraction par variables. ✷

Exemple 4.6 Considérons E1 = A(+), E2 = A(∗) deux théories dont le filtrage est fi-
nitaire mais l’unification infinitaire. Pour résoudre le problème de E1 ∪ E2-filtrage pur à
gauche

x + (y + z) ≤? (a + b) + (a ∗ b) ∧ z ∗ a ≤? (a ∗ b) ∗ a,

nous avons à considérer la conjonction de problèmes purs

(x + (y + z) ≤? (a + b) + c) ∧ (z ∗ a ≤? (a ∗ b) ∗ a).

Les variables x, y seront instanciées dans la théorie E1 et z dans la théorie E2. La
variable z est skolémisée dans E1 et identifiée à c. La filtre-équation

x + (y + c) ≤? (a + b) + c

est résolue dans E1 et a pour solution {x 9→ a, y 9→ b}. La filtre-équation

z ∗ a ≤? (a ∗ b) ∗ a

est résolue dans E2 et a pour solution {z 9→ a ∗ b}. En combinant ces deux solutions,
on obtient finalement l’unique solution {x 9→ a, y 9→ b, z 9→ a ∗ b}. On remarquera que
c n’apparait plus dans la solution et qu’il n’est donc même pas nécessaire de remplacer c
par le terme abstrait a ∗ b dans la solution.

Il est important de noter que ce résultat est valable sans condition sur les théories
(signatures disjointes mis à part). Nous allons désormais nous intéresser à des classes de
théories qui se comportent bien par rapport à l’identification de variables.

Théories régulières non effondrantes

La phase de purification (cf figure 4.6) peut être adaptée dans ce cas pour ne pas
introduire seulement une équation résolue mais des filtre-équations. La raison en est qu’un
sous-terme étranger apparaissant dans le membre gauche de sσ =E1∪E2 t est E1∪E2-égal à
un sous-terme étranger de t qui est donc clos. L’adaptation a donc pour objet d’“identifier”
directement un sous-terme étranger du membre gauche à un autre du membre droit. On
obtient ainsi des problèmes de filtrage pur à gauche à la place de problèmes de filtrage
étendu. Le théorème suivant est donc une conséquence du précédent.

Théorème 4.5 Soient E1 et E2 deux théories régulières non effondrantes. Le E1 ∪ E2-
filtrage est décidable (resp. finitaire) si le Ei-filtrage est décidable (resp. finitaire).
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Abstraction Variable(RNE)
Γ ∧ s ≤? t

∨
(ω,ω′)∈AlienPos(s)×AlienPos(t) ∃x : Γ ∧ s[ω ←↩ x] ≤? t ∧ s|ω ≤? t|ω′ ∧ x ≤? t|ω′

si s /∈ T (Fi,X ), s(ϵ), t(ϵ) ∈ Fi et x une nouvelle variable.
Conflit
Γ ∧ s ≤? t ⇓

⊥

si s(ϵ) ∈ Fi, t(ϵ) /∈ Fi.

Figure 4.6. Purification dans les théories régulières non effondrantes

Exemple 4.7 Considérons E1 = A(+), E2 = C(⋆) et la filtre-équation

(y + z) + (x ⋆ a) ≤? a + (b + (a ⋆ b)).

Par application de la règle Abstraction Variable(RNE), nous obtenons le problème de filtrage

(y + z) + v ≤? a + (b + (a ⋆ b)) ∧ v ≤? a ⋆ b ∧ x ⋆ a ≤? a ⋆ b.

Pour le problème de filtrage 1-pur à gauche , on résoud d’abord

(y + z) + v ≤? a + (b + c) ∧ v ≤? c

puis on remplace c par le terme abstrait a ⋆ b dans la solution. On obtient alors

{y 9→ a, z 9→ b, v 9→ a ⋆ b}.

La résolution du problème de filtrage 2-pur donne {x 9→ b}. En combinant les solutions,
on a finalement la solution attendue

{x 9→ b, y 9→ a, z 9→ b}.

La variable v est supposée existentiellement quantifiée, elle n’apparait donc pas dans la
solution.

On peut remarquer qu’il n’est même pas nécessaire de connaitre des algorithmes de
Ei-filtrage avec restriction linéaire parce que le filtrage dans les théories régulières a la
particularité de retourner des solutions closes et ne peut donc pas introduire de cycle
composé nécessitant l’introduction d’une restriction linéaire.

Lemme 4.3 Si E est une théorie régulière alors la restriction aux variables du problème
d’une solution à un problème de E-filtrage est close.

Preuve : Soit s ≤?
E t une filtre-équation et σ une solution telles que sσ =E t. Puisque

E est régulière, on a V(sσ) = V(t) et donc VRan(σ|V(s)) ⊆ V(t), où V(t) est un
ensemble de variables skolémisées. ✷
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Filtre-Equation(Non Eff)
Γ ∧ s ≤? t

∨
ω′∈Ω′ ∃x : Γ ∧ s[ω ←↩ x] ≤? t ⇓ ∧s|ω ≤? (t ⇓)|ω′ ∧ x ≤? (t ⇓)|ω′

si
• s /∈ T (Fi,X ), s(ϵ) ∈ Fi, t ⇓ (ϵ) /∈ X ,

• ω ∈ AlienPos(s),

• x est une nouvelle variable,

• Ω′ = {ϵ} si t ⇓ (ϵ) /∈ Fi, sinon Ω′ = AlienPos(t ⇓).

Filtre-Equation(Eff)
Γ ∧ s ≤? t

∃x : Γ ∧ s[ω ←↩ x] ≤? t ∧ t|ω=?x
si

{
ω ∈ AlienPos(s)
x est une nouvelle variable

Equation(Non Eff)
Γ ∧ p?(u[x]ω′, t) ∧ s=?x

Γ ∧ (
∧
ω∈Ω p?(u[ω′ ←↩ s|ω], t)) ∧ s[ω ←↩ x]ω∈Ω=?x

si Ω ⊆ AlienPos(s) et p ∈ {=,≤}

Equation(Eff)
Γ ∧ s=?x

∃y : Γ ∧ s[ω ←↩ y]=?x ∧ s|ω=?y
si

{
ω ∈ AlienPos(s)
y est une nouvelle variable

Figure 4.7. Purification dans les théories régulières

Théories régulières

Une variable introduite par purification d’une filtre-équation peut maintenant s’ins-
tancier dans deux théories:

• celle où la variable apparait dans un membre gauche d’une filtre-équation. Par fil-
trage, cette variable sera égale à un terme clos. Dans l’autre théorie, elle figure
comme membre d’une équation résolue et sera skolémisée. La purification de l’autre
membre de cette équation permet ensuite soit d’“effacer” une couche, soit d’engen-
drer une nouvelle équation résolue (cf. figure 4.7).

• celle où la variable apparait résolue dans une équation. Comme précédemment dans
les théories non effondrantes, cette équation est en fait une filtre-équation résolue.

L’identification de variables non skolémisées n’a pas à être imposée puisqu’il suffit de
tester l’égalité entre les termes clos associés qui sont obtenus soit par filtrage, soit par la
purification décrite en figure 4.7.

Le résultat suivant avait déjà été montré par T. Nipkow [Nip91].



4.2. Filtrage 123

Théorème 4.6 Si E1 et E2 sont deux théories régulières, alors le E1 ∪ E2-filtrage est
finitaire si et seulement si le Ei-filtrage est finitaire.

Les algorithmes que nous proposons sont basés sur les propositions suivantes:

Proposition 4.12 Soit Γ un problème de filtrage. L’ensemble des substitutions

ξ1ξ2(σ1 ⊙ σ2)

tel que

• Γ1 ∧ Γ2 est un problème de filtrage étendu pur à gauche obtenu en appliquant tant
que possible les règles de la figure 4.7 avec en entrée Γ,

• V2 ⊇ SV(Γ1), V1 ⊇ SV(Γ2),

• V1 ⊕ V2 = V(Γ1 ∧ Γ2),

• ξ1 ∈ IDV1 , ξ2 ∈ IDV2 avec (Dom(ξ1) ∪Dom(ξ2)) ∩ GV(Γ) = ∅,
• σ1 ∈ CSUE1(Γ1ξ2, V2), σ2 ∈ CSUE2(Γ2ξ1, V1),

• ∀i ∈ {1, 2}, ∀x, y ∈ Vi, xσi =Ei yσi ⇔ xξi = yξi,

forme un ensemble complet de solutions de Γ.

Preuve : Remarquons tout d’abord que les problèmes (Γ1ξ2, V2) et (Γ2ξ1, V1) sont des
problèmes de filtrage d’après les conditions imposées sur V1 et V2. Le dernier point est
nécessaire parce que l’identification de variables n’est effectuée que dans la théorie où
elles sont skolémisées alors qu’elle devrait l’être dans les deux théories. Les solutions
σ1 et σ2 ne peuvent donc être combinées directement. Il faut au préalable déterminer
puis combiner les instances φi de σi telles que

∀x, y ∈ Vi, x ̸= y, xφi =Ei yφi si xξi = yξi.

Mais comme E1 et E2 sont des théories régulières, les substitutions σ1 et σ2 sont
closes. Les seules instances modulo respectivement E1 et E2 sont donc les substitu-
tions σ1 et σ2. Ainsi, pour que σ1 et σ2 puissent être combinées, il faut et il suffit
que

∀x, y ∈ Vi, x ̸= y, xσi =Ei yσi si xξi = yξi,

où le test de Ei-égalité est décidable puisque l’on dispose d’un algorithme de Ei-
filtrage. On notera que les variables de GV(Γ) ne sont pas à identifier (leurs identi-
fications mènent à un échec dans la théorie vide). ✷

Exemple 4.8 Considérons E1 = A(+), E2 = CI(∗) et la filtre-équation

(x ∗ y) + (a + b) ≤? (a + a) + b.

La solution {x 9→ a, y 9→ a} s’obtient en considérant

• v + (a + b) ≤? (a + a) + b ∧ v=?x ∗ y,

• V1 = {v, a, b}, V2 = {x, y},
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PurifGauche
Γ ∧ s ≤? t

Γ ∧ s[ω ←↩ x] ≤? t ∧ x=?s|ω
si ω ∈ AlienPos(s) et x est une nouvelle variable

Fusion
Γ ∧ x ≤? t ∧ x=?s

Γ ∧ x ≤? t ∧ s ≤? t

FiltreRes
Γ ∧ s ≤? t

Γ ∧ ∧
k∈K xk ≤? tk

si s ∈ T (Fi,X )\X , {xk 9→ tk}k∈K ∈ CSUEi(s ≤? t ⇓)

Suppression
Γ ∧ x ≤? t ∧ x ≤? t′

Γ ∧ x ≤? t
si t =E t′

Echec
Γ ∧ x ≤? t ∧ x ≤? t′

⊥ si t ̸=E t′

Figure 4.8. Ensemble de règles RMR pour le filtrage dans le mélange de théories régu-
lières

• ξ1 = {v 9→ a}, ξ2 = {},
• σ1 = {} = CSUE1(a+(a+b) ≤? (a+a)+b), σ2 = {x 9→ a, y 9→ a} = CSUE2(x∗y ≤?

a).

Les solutions σ1 et σ2 peuvent être dans ce cas particulier trivialement combinées.

Algorithme de filtrage déterministe
Après avoir vu un algorithme non déterministe même dans sa phase de purification,

nous allons présenter un algorithme déterministe sous la forme de règles de transformation
données en figure 4.8. La différence avec l’approche précédente est de ne pas se préocupper
de l’introduction d’une équation résolue x=?s. Dans les théories régulières, cette variable x
apparaissant par ailleurs dans une filtre-équation sera forcément associée à un terme clos.
La résolution d’une filtre-équation engendre en effet une conjonction de filtre-équations
résolues, par exemple x ≤? t. C’est ce qui permet ensuite de transformer x=?s et x ≤? t
en s ≤? t et x ≤? t.

(Forme Résolue) On peut facilement vérifier que les formes normales par rapport à
RMR sont les conjonctions de filtre-équations résolues

∧

k∈K

xk ≤? tk
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ou ⊥ ou ⊤. Supposons que Γ n’est pas une conjonction de filtre-équations résolues. S’il
existe une équation x=?s, soit x ≤? t est une filtre-équation de Γ et Fusion s’applique,
soit il existe dans Γ une filtre-équation s[x] ≤? t ayant une occurrence de x dans le
membre gauche non variable et PurifGauche ou FiltreRes s’applique. Sinon, s’il existe une
filtre-équation non encore résolue, alors PurifGauche ou FiltreRes s’applique. Dans le cas
où toutes les filtre-équations sont résolues, il existe nécessairement deux filtre-équations
x ≤? t et x ≤? t′ dans Γ et Suppression ou Echec s’applique.

Par conséquent, une règle de transformation de RMR peut toujours être appliquée à
Γ.

Proposition 4.13 (Terminaison) Le système de règles RMR termine pour tout contrôle
et retourne une forme résolue équivalente au problème de filtrage initial.

Preuve : Pour tout Γ, on considère les mesures de complexité suivantes:

• THmul est le multi-ensemble des hauteurs de théories des sous-termes étrangers
des termes de Γ.

• NEQ est le nombre d’équations dans Γ.

• NNV est le nombre de filtre-équations de Γ qui n’ont pas une variable en
membre gauche.

• NMEQ est le nombre de filtre-équations de Γ.

Ces mesures de complexité sont comparées de façon lexicographique. La situation
est décrite ci-dessous.

regles THmul NEQ NNV NMEQ
PurifGauche ↓
Fusion = ↓
FiltreRes = = ↓
Suppression = = = ↓
Echec = = = ↓

✷

On ne peut pas avoir de résultat de décision du filtrage suivant la même approche.
Le principe développé dans la prochaine section généralise le cas des théories régulières

et non effondrantes dans le sens où ne seront identifiées deux variables que si l’une est
égale à un terme clos. L’identification de variables n’implique pas alors l’unification de
sous-termes étrangers mais le filtrage sur un terme clos.

Les théories linéaires semblent par exemple vérifier ce principe car une variable d’un
membre gauche d’une égalité ne doit être identifiée qu’à une variable du membre droit.

La combinaison de théories régulières avec des théories linéaires pose pourtant pro-
blème comme le montre l’exemple suivant inspiré de [Nip91].

Exemple 4.9 Considérons trois théories E1 = {f(x) = a}, E2 = {g(x, x) = x} et

E3 = DA =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x + (y + z) = (x + y) + z
x ∗ (y + z) = x ∗ y + x ∗ z
(x + y) ∗ z = x ∗ z + y ∗ z
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La théorie E1 est linéaire et les théories E2, E3 sont régulières. Le filtrage est décidable
dans chacune des théories:

• la E1-unification avec constantes est en effet trivialement décidable,

• la E2-unification est considérée par exemple dans [Her87],

• la théorie E3 a la particularité d’être décidable [Sza82] pour le filtrage et indécidable
pour l’unification.

Nous allons montrer que le E1∪E2 ∪E3-filtrage est indécidable en utilisant le fait que
la E3-unification est indécidable.

Soient s, t ∈ T ({+, ∗},X ). La filtre-équation

f(g(f(s), f(t)) ≤? a

est unifiable dans E1 ∪ E2 ∪E3 si et seulement si

g(f(s), f(t))=?f(x) est unifiable
⇔ f(s)=?f(t) est unifiable
⇔ s=?t est unifiable

L’équation s=?t est unifiable dans E1∪E2∪E3 si et seulement si s=?t est unifiable dans
E3 = DA. Or la DA-unification est indécidable. Par conséquent, le E1 ∪E2 ∪E3-filtrage
est indécidable alors que le filtrage est décidable dans les théories E1, E2 et E3.

Nous verrons comment combiner le filtrage de théories linéaires et de théories régulières
lorsque ces dernières sont non effondrantes, ce qui n’est pas le cas de l’exemple précédent
à cause de E2.

4.2.4 Problème de filtrage combinable
Les variables skolémisées apparaissant dans les membres droits et celles n’apparaissant

que dans les membres gauches sont sensiblement différentes. Les premières sont liées à
des termes clos, les secondes sont éventuellement égales dans l’autre théorie à des termes
non clos. L’identification des secondes entre elles est très fâcheuse.

L’idée que nous allons développer dans cette section consiste à déterminer précisément
les théories pour lesquelles les identifications posant problème sont superflues. Le problème
provient de l’identification de variables skolémisées dans une théorie mais instanciées dans
l’autre. Les variables skolémisées dans un membre gauche d’une filtre-équation d’une
théorie peuvent apparâıtre résolues ailleurs. L’identification de ces variables entre elles
engendre donc un problème d’unification dans l’autre théorie. De même, l’identification
de ces variables avec un membre droit est elle aussi délicate puisque ce membre droit
peut apparaitre résolu dans une autre théorie. Ces remarques conduisent à la définition
suivante:

Définition 4.14 Un problème de E-filtrage étendu Γ suivant une restriction linéaire <
est combinable si pour toute identification ξ telle que

1. soit ξ ∈ IDRV (Γ),
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2. soit ξ ∈ IDCV(Γ)

RV (Γ)
et aucun membre gauche d’une filtre-équation lξ ≤? x de Γξ n’a

une unique occurrence de x si x /∈ V(l),

on a SU<
E (Γξ) = SU<

E (Γ)ξ. La théorie équationnelle E est à filtrage combinable si tout
problème de E-filtrage étendu est combinable.

L’intérêt de rejeter les identifications à la fin du calcul des solutions est finalement de
complètement pouvoir s’en débarrasser durant la combinaison des solutions.

L’objectif du prochain paragraphe est de caractériser les théories à filtrage combinable.

Théories partiellement linéaires

La définition que nous donnons est volontairement abstraite afin de recouvrir l’en-
semble des théories à filtrage combinable. Il s’agit intuitivement des théories pour les-
quelles il est possible d’éliminer une variable d’un terme ou d’effondrer un terme sur une
variable sans avoir à pratiquer d’identification. Nous verrons que de nombreuses théories
connues vérifient les propriétés suivantes sur l’égalité.

Définition 4.15 Un terme r élimine un ensemble V de l si ∀x ∈ V, x ∈ V(l) et x /∈ V(r).
Une théorie E est partiellement linéaire si pour tout terme linéaire l et toute identifi-

cation ξ sur V(l), on a

• pour tout terme r tel que lξ =E r et r élimine V ξ de lξ il existe d tel que l =E d et
d élimine V de l,

• lξ =E x implique l =E x si xξ = x.

Les théories linéaires sont partiellement linéaires.
Les théories régulières sont partiellement linéaires si elles sont non effondrantes, auquel

cas le second point de la définition est toujours satisfait. Il existe en pratique peu d’axiomes
l = x effondrants satisfaisant ce second point. On peut citer par exemple les axiomes de
projection f(x1, . . . , xm) = xi avec i ∈ {1, . . . , m} et x + 0 = x.

La théorie engendrée par le seul axiome effondrant x + x = x est régulière mais n’est
pas partiellement linéaire puisque x + x = x ne peut être linéarisée, c’est-à-dire qu’il
n’existe pas d’axiome x + y = x ou y + x = x. Pour la même raison, la théorie booléenne
n’est pas non plus partiellement linéaire.

Il existe cependant des théories partiellement linéaires qui ne sont ni régulières ni
linéaires.

Exemple 4.10 Nous allons exhiber une théorie partiellement linéaire pour laquelle le
filtrage étendu est finitaire.

Soit DAZ la théorie équationnelle présentée par les axiomes DA et Z:

DA =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x + (y + z) = (x + y) + z
x ∗ (y + z) = x ∗ y + x ∗ z
(x + y) ∗ z = x ∗ z + y ∗ z

Z =

{
x + 0 = 0
x ∗ 0 = 0
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Si lξ est un terme contenant le symbole 0 alors l le contient aussi et l =Z 0. Sinon lξ
est toujours égal modulo DA à un terme ayant les mêmes variables, auncune variable ne
pouvant être éliminée ou effondrée. La théorie DAZ qui n’est ni régulière à cause de Z
ni linéaire à cause de l’axiome de distributivité est donc partiellement linéaire.

On s’intéresse à présent à l’existence d’un algorithme de DAZ-filtrage étendu avec
restriction. Le DAZ-filtrage est finitaire car le DA-filtrage est finitaire [Sza82]. Le lecteur
pourra en effet facilement vérifier que

• CSUDAZ(s ≤? t) est vide si s contient 0 et t ne contient pas 0.

• CSUDAZ(s ≤? t) = CSUDAZ(s=?0) =
⋃

x∈V(s){x 9→ 0} si t contient 0.

• CSUDAZ(s ≤? t) = CSUDA(s ≤? t) si s et t ne contiennent pas 0.

La DAZ-élimination de constante est elle aussi finitaire car équivalente au DAZ-filtrage
sur 0. Par conséquent le DAZ-filtrage étendu avec restriction est encore finitaire alors
que la DAZ-unification est infinitaire puisque la DA-unification est infinitaire.

Le lemme suivant confirme la possibilité de tester la propriété de filtrage combinable
sur des ensembles complets de solutions.

Lemme 4.4 Si ξ est une identification sur des variables skolémisées compatible avec une
restriction linéaire < alors un CSU<

E (Γ)ξ est un CSU<
E (Γξ) si et seulement si SU<

E (Γξ) =
SU<

E (Γ)ξ.

Preuve : (⇐) Pour la correction, on a CSU<
E (Γ)ξ ⊆ SU<

E (Γ)ξ = SU<
E (Γξ) et pour la

complétude,

∀ψ ∈ SU<
E (Γξ) = SU<

E (Γ)ξ∃σ ∈ CSU<
E (Γ)ξ, σ ≤V(Γ)

E ψ.

Donc CSU<
E (Γ)ξ est un CSU<

E (Γξ).

(⇒) Par hypothèse,

∀ψ ∈ SU<
E (Γξ)∃σ ∈ CSU<

E (Γ)ξ, σ ≤V(Γ)
E ψ.

Pour toute substitution φ satisfaisant la restriction linéaire < telle que σ ≤V(Γ)
E φ

et σ ∈ CSU<
E (Γ)ξ, on a φ ∈ SU<

E (Γ)ξ. Par conséquent, SU<
E (Γξ) ⊆ SU<

E (Γ)ξ.
L’inclusion SU<

E (Γ)ξ ⊆ SU<
E (Γξ) est toujours vérifiée ce qui permet d’en conclure

que SU<
E (Γ)ξ = SU<

E (Γξ). ✷

Proposition 4.14 Une théorie équationnelle est partiellement linéaire si et seulement si
elle est à filtrage combinable.

Preuve : (⇐) Pour tout terme linéaire l dont les variables V(l) sont skolémisées, il suffit
de considérer soit x=?l suivant la restriction linéaire < sur V ∪ C avec V = {x} et
C = V(l), soit l’équation close x=?l avec x ∈ V(l).

(⇒) Il suffit de prouver que

∀ψ ∈ SU<
E (Γξ)∃φ ∈ CSU<

E (Γ),φξ ≤V (Γ)
E ψ

puisque CSU<
E (Γ)ξ ⊆ SU<

E (Γξ). Soit ψ une substitution telle que (ψξ) ∈ SU<
E (Γξ).

Un problème de filtrage étendu Γ est composé de filtre-équations et d’équations.
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1. Soit s ≤? t une filtre-équation de Γ. Comme Dom(ξ) ⊆ RV (Γ), on a s(ψξ) =E

tξ = t.

Si t est de hauteur non nulle alors toutes les variables skolémisées de sψ iden-
tifiées par ξ sont éliminées par t. La définition 4.15 implique qu’il existe u tel
que sψ =E u avec u =E uξ =E (sψ)ξ =E t.

Si t est une variable skolémisée x alors s(ψξ) = (sψ)ξ =E x. D’après la défini-
tion 4.15, on a (sψ) =E x.

2. Soit x=?t une équation résolue de Γ et x(ψξ) =E t(ψξ). Si pour tenir compte de
la restriction linéaire <, x(ψξ) élimine une variable skolémisée de t(ψξ) alors la
définition 4.15 implique l’existence d’une substitution φ telle que xφ =E tφ avec
φξ = (ψξ) sur V(t) et (xφ)ξ =E tφξ =E t(ψξ) =E x(ψξ). Sinon {x 9→ t} est

une solution de x=?t suivant la restriction linéaire < avec {x 9→ t}ξ ≤{x}
E (ψξ).

Le terme solution associé à x ne peut être remis en cause par la considération
d’autres équations car x n’apparait résolue qu’une fois dans Γ.

✷

Modularité de la partielle linéarité

Pour qu’une approche modulaire de la construction d’algorithmes de filtrage (étendu)
ait un intérêt, il faut d’abord s’assurer de la modularité de la partielle linéarité.

La modularité de cette propriété se démontre en projetant toute E1 ∪ E2-égalité sur
une égalité dans Ei, théorie supposée partiellement linéaire. Avant de projeter une égalité
hétérogène dans une seule composante, il faut que les termes soient mis en forme réduite
par couches. On montre dans un premier temps que la forme réduite par couches d’un
terme identifié est égal à l’identification de sa forme réduite par couches et ce grâce à la
linéarité des axiomes effondrants de chaque théorie.

Lemme 4.5 Si E1 et E2 sont deux théories partiellement linéaires, t un terme linéaire
et ξ une identification de IDV(t) alors

(tξ) ⇓= (t ⇓)ξ.

Preuve : Par récurrence sur la hauteur de théories.

• Si t est i-pur alors, par hypothèse tξ =Ei x si et seulement si t =Ei x (avec
x /∈ Dom(ξ)) et donc (tξ) ⇓= (t ⇓)ξ.

• Supposons le lemme vrai pour les sous-termes étrangers. Alors

ti[(s1ξ) ⇓, . . . , (smξ) ⇓] = ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]ξ.

Il s’agit de montrer que ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]ξ s’effondre sur uξ si et seulement si
ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓] s’effondre sur u.

Si ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]ξ s’effondre sur un sous terme uξ alors par définition

(ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]ξ)πi =Ei (uξ)πi.
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Il existe donc une identification ξi telle que

ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]πiξi =Ei uπi

puis
ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]πi =Ei uπi

car Ei est partiellement linéaire. Par conséquent (tξ) ⇓= (t ⇓)ξ s’il existe un
sous-terme effondrant.

Réciproquement, s’il existe un sous-terme u effondrant pour ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]
alors par définition

ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]πi =Ei uπi

et ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓] =E u avec u sous-terme de ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]. En identifiant
cette égalité par ξ, on obtient

ti[(s1ξ) ⇓, . . . , (smξ) ⇓] = ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]ξ =E uξ.

Puis finalement
(ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]ξ)πi =Ei (uξ)πi

car les sous-termes étrangers sont en forme réduite par couches. Par contrapo-
sée, si ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓]ξ ne s’effondre pas alors ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓] ne s’effondre
pas non plus et donc (tξ) ⇓= (ti[s1 ⇓, . . . , sm ⇓])ξ = (t ⇓)ξ.

✷

Proposition 4.15 Si E1 et E2 sont deux théories partiellement linéaires alors E1 ∪ E2

est une théorie partiellement linéaire.

Preuve : Considérons une égalité lξ =E r telle que (lξ) ⇓ et r ⇓ ont des symboles de tête
dans Fi. D’après le corollaire 4.1, on a

((lξ) ⇓)πi =Ei (r ⇓)πi,

puis
((l ⇓)ξ)πi =Ei (r ⇓)πi

d’après le lemme 4.5. Il existe donc une identification ξi sur V((l ⇓)πi) telle que

((l ⇓)πi)ξi =Ei (r ⇓)πi

et (r ⇓)πi élimine un ensemble de variables Vi faisant abstraction de termes avec des
occurrences de variables de V :

∀x ∈ V ∃xi ∈ Vi, x ∈ xiπ
−1.

Puisque Ei est partiellement linéaire, il existe d tel que ((l ⇓)πi) =Ei d et d élimine
Vi. Ensuite l =E (l ⇓) =E ((l ⇓)πi)π−1 =E dπ−1 avec V ∩ V(dπ−1) = ∅ puisque
V(d) ∩ Vi = ∅.
De la même façon, lξ =E x implique successivement ((lξ) ⇓)πi =Ei x, ((l ⇓)ξ)πi =Ei

x puis (l ⇓)πiξi =Ei x et (l ⇓)πi =Ei x par hypothèse sur Ei. On reconstruit ensuite
une E-égalité par application de π−1, l =E ((l ⇓)πi)π−1 =E xπ−1 = x. ✷

Réciproquement, si l’une des théories E1 ou E2 n’est pas partiellement linéaire alors
E1 ∪ E2 ne l’est pas non plus puisque les égalités entre termes i-purs sont conservés par
mélange: s’il existe une égalité i-pure rendant une théorie Ei non partiellement linéaire
alors cette égalité fera de même pour l’union E1 ∪E2.
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Filtrage étendu vs Unification

On s’intéresse davantage au filtrage étendu suivant une restriction linéaire qui est
fortement lié à la résolution conjointe avec une forme résolue dans la théorie vide.

Définition 4.16 Un problème de E-filtrage librement étendu est un problème équationnel

Γ ∧ σ̂∅

où Γ est un problème de E-filtrage étendu et σ∅ une substitution formée de symboles libres
telle que

• Dom(σ∅) ∩Ran(σ∅) = ∅,
• ∀x, y ∈ Dom(σ∅), x ̸= y, CSU∅(xσ∅=?yσ∅) = ∅.

Une variable peut apparaitre résolue dans la théorie E et dans la théorie vide mais
sera forcément instanciée dans la théorie vide qui est non effondrante. De plus, deux
variables résolues et instanciées dans la théorie vide ne pourront être identifiées à cause
de l’hypothèse faite sur la substitution σ∅.

Proposition 4.16 Si le E-filtrage librement étendu est décidable (resp. finitaire) alors le
E-filtrage étendu avec restriction linéaire est décidable (resp. finitaire).

Preuve : Il suffit de prendre la substitution σ< obtenue à partir d’un restriction linéaire <
et qui permet de résoudre un problème d’unification avec restriction linéaire (Γ, C, <)
grâce au problème d’unification avec symboles libres Γ∧ σ̂< . Dans le cas particulier
où Γ ∧ σ̂< est un problème de filtrage librement étendu, on est alors capable de
résoudre un problème de filtrage étendu avec restriction linéaire (Γ, C, <). ✷

Dans le cas où E n’est pas partiellement linéaire, la notion de filtrage librement étendu
est trop forte car elle coincide avec l’unification en présence de symboles libres.

Proposition 4.17 Si E n’est pas partiellement linéaire alors le E ∪ ∅-filtrage librement
étendu est équivalent à la E ∪ ∅-unification.

Preuve : On montre comment coder tout problème d’unification en un problème de fil-
trage librement étendu. L’apport des symboles libres permet de créer des sous-termes
étrangers aux positions adéquates dans des termes ne pouvant être linéarisés. Ces
sous-termes étrangers sont ensuite forcément abstraits par des variables skolémisées
dans la théorie E. Lorsque E n’est pas partiellement linéaire, trois situations rendant
l’identification nécessaire se produisent. La première est dûe à une identification de
variables éliminées, la seconde à l’identification de variables aidant à éliminer une
autre variable, et la troisième est à effectuer pour identifier une variable effondrante.

1. Il existe un terme linéaire l, une identification ξ ∈ IDV(l) tels que lξ contient
une variable x aux positions Ω = {ω1, . . . ,ωn} pour n > 1 et une égalité lξ =E r
avec x /∈ V(r) pour laquelle le problème de filtrage

l[ω1 ←↩ h(t1)][. . .][ωn ←↩ h(tn)] ≤? r
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est équivalent au problème d’unification

t1 =? . . . =? tn

si h est un symbole libre et les positions de l hormis Ω sont closes.

2. Il existe un terme l linéaire et une identification ξ ∈ IDV(l) tels que

• une variable non éliminable x apparait aux positions Ω = {ω1, . . . ,ωn} de
lξ pour n > 1,

• une variable éliminable y est à une position ω′ de lξ,

pour lesquels le problème de filtrage librement étendu

∃y, z : z =? l[ω1 ←↩ h(t1)][. . .][ωn ←↩ h(tn)][y]ω′ ∧ y=?f(z)

est équivalent au problème d’unification

t1 =? . . . =? tn

si h, f sont des symboles libres et les positions de l hormis Ω sont closes.

3. Il existe un terme l linéaire et une identification ξ ∈ IDV(l) tels que lξ contient
une variable x aux positions Ω = {ω1, . . . ,ωn} (n > 1) pour lesquels le problème
de filtrage librement étendu

∃x : l[ω1 ←↩ h(t1)][. . .][ωn ←↩ h(tn)]=?x ∧ x=?h(tn)

est équivalent au problème d’unification

t1 =? . . . =? tn

si h est un symbole libre et les positions de l hormis Ω sont closes.

✷

Le filtrage librement étendu n’a donc pas d’intérêt pour les théories non partiellement
linéaires car l’on dispose alors de l’unification avec restriction permettant d’appliquer
l’algorithme de combinaison de l’unification.

Après ce premier résultat négatif, nous allons voir que la décidabilité du filtrage libre-
ment étendu est modulaire dans les théories partiellement linéaires. L’algorithme corres-
pondant est décrit ci-après sous forme de règles.

4.2.5 Règles de combinaison
Les règles de combinaison que nous proposons n’engendrent que des problèmes qui

peuvent être résolus par utilisation conjointe du filtrage et de l’élimination de constante.
Ces règles de combinaison ont pour objet de transformer un problème de (E1, E2)-

filtrage étendu Γ en des conjonctions de problèmes de filtrage étendu avec restriction
linéaire (Γ1, V2, <) et (Γ2, V1, <) tels que

• Γ1 est un problème de filtrage étendu 1-pur,
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Abstraction Close
Γ ∧ s ≤? t

∃v1, . . . , vm : Γ ∧ s=?(t ⇓)[ω1 ←↩ v1][. . .][ωm ←↩ vm] ∧ ∧m
k=1 vk ≤? (t ⇓)|ωk

où

• s ∈ T (Fi,X ),

• {ω1, . . . ,ωm} = AlienPos(t ⇓) si t ⇓ (ϵ) ∈ Fi, sinon {ω1, . . . ,ωm} = {ϵ},

• {v1, . . . , vm} est un ensemble de nouvelles variables.

Figure 4.9. Purification droite pour le filtrage

• Γ2 est un problème de filtrage étendu 2-pur,

• V1 est un ensemble de variables instanciées dans E1 et skolémisées dans E2,

• V2 est un ensemble de variables instanciées dans E2 et skolémisées dans E1,

• < est un ordre linéaire sur V1 ⊕ V2.

L’étape de Purification introduit aussi des variables dans les membres droits en forme
réduite par couches. Le choix de théories est déterministe pour ces variables et sera pris
en compte à l’étape suivante.

L’étape de Choix de la restriction linéaire consiste à fixer les ensembles de variables
V1 et V2 en tenant compte qu’une variable figurant dans un membre droit d’une filtre-
équation est skolémisée dans la théorie où sera résolue cette filtre-équation. Les variables
sont ensuite identifiées de telle manière que ces identifications engendrent soit de nouvelles
filtre-équations, soit de nouvelles équations résolues mais en aucun cas d’équations qui ne
puissent être résolues par un algorithme de filtrage.

Définition 4.17 Une identification ξ préserve la spécificité d’un problème de filtrage
étendu (Γ, C) si (Γ ∧ ξ̂, C) est égal après remplacement à un problème de filtrage étendu.

L’étape de Fusion transforme le problème équationnel obtenu après identification en
une conjonction de problèmes de filtrage étendu purs équivalente.

L’étape de Combinaison réduit le problème équationnel en conjonctions de formes ré-
solues pures qui sont obtenues par filtrage étendu avec la même restriction linéaire.

Un problème équationnel obtenu finalement par Resolution est en forme séquentiel-
lement résolue. Il est transformé ensuite en une forme résolue d’arbre par application
répétée de la règle de Remplacement.

Proposition 4.18 Les règles de combinaison du filtrage en figure 4.10 retournent un
ensemble complet de solutions si les problèmes de filtrage étendu à résoudre sont combi-
nables.

Preuve : Nous avons à montrer que
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1. Purification
Γ

Γ1 ∧ Γ2

où Γ1 est 1-pur et Γ2 est 2-pur. Le problème Γ1 ∧ Γ2 est obtenu en appliquant
tant que possible la règle de la figure 4.9.

2. Application non-déterministe.
Choix de la restriction linéaire et identification des variables

Γ1 ∧ Γ2

(Γ1ξ2 ∧ ξ̂1, V2, <) ∧ (Γ2ξ1 ∧ ξ̂2, V1, <)

où

• V1 ⊇ GSV(Γ1), V2 ⊇ GSV(Γ2),

• < est un ordre linéaire sur V1 ⊕ V2 = V(Γ1 ∧ Γ2)\GV(Γ),

• ξ est une identification compatible avec < telle que ξ1 préserve la spécificité de
(Γ1ξ2, V2) et ξ2 préserve la spécificité de (Γ2ξ1, V1).

3. Fusion

Appliquer tant que possible les règles suivantes:

Fusion(Proj)
(Γi ∧ s=?t, Vj, <)

(Γi ∧ s ≤? t, Vj, <)
si V(t) ∈ Vj , j ̸= i

Fusion(Filtre)
(Γi ∧ x=?s ∧ x ≤? t ⇓, Vj, <)

(Γi ∧ s ≤? t ⇓ ∧x ≤? t ⇓, Vj, <)

4. Combinaison

Appliquer tant que possible la règle suivante:

Resolution
(Γ1, V2, <) ∧ (Γ2, V1, <)

σ̂1 ∧ σ̂2
si σi ∈ CSU<

Ei
(Γi, Vj), j ̸= i

5. Solution combinée

Appliquer tant que possible la règle suivante:

Remplacement
Γ ∧ x =? t

Γ{x 9→ t} ∧ x =? t
si x ∈ V(Γ) et t /∈ X

Figure 4.10. Règles de combinaison du filtrage
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• l’ensemble des solutions combinées des problèmes (Γ1, V2, <) et (Γ2, V1, <)
considérés à l’étape de Combinaison forme un ensemble complet de solutions au
problème de filtrage étendu Γ.

• Ces problèmes sont effectivement des problèmes de filtrage étendu.

Pour le premier point, il s’agit de vérifier que le choix de la restriction linéaire et de
l’identification de variables est suffisant. Les variables de GSV(Γi) sont forcément
skolémisées dans Ej , la mise en forme réduite par couches permet de s’en assurer.
Les variables de GV(Γ) = GSV(Γ1) ∩ GSV(Γ2) = V1 ∩ V2 sont même skolémisées
dans E1 et E2. Pour ce qui est des identifications, leur nombre est relativement limité
et nous allons avoir à utiliser l’hypothèse que (Γ1, V2, <) et (Γ2, V1, <) sont combi-
nables. Montrons d’abord l’intérêt de pouvoir identifier après la résolution. Soit ξ
une identification compatible avec <. Si l’on suppose SU<

E1
(Γ1ξ2) = SU<

E1
(Γ1)ξ2 et

SU<
E2

(Γ2ξ1) = SU<
E2

(Γ2)ξ1, alors il est facile de montrer par induction sur < que
l’ensemble des solutions combinées

SU<
E1

(Γ1ξ2 ∧ ξ̂1)⊙ SU<
E2

(Γ2ξ1 ∧ ξ̂2)

est inclus dans
SU<

E1
(Γ1)⊙ SU<

E2
(Γ2).

En toute généralité nous aurions à effectuer une identification ξ′ = ξ′1ξ
′
2 telle que

ξ′i ∈ IDVi compatible avec < se décompose en deux identifications ξ′i = µiξi où

µi ∈ IDGSV(Γi)
Vi\SV(Γj)

◦ IDVi
SV(Γj)

et ξi ∈ IDVi\GSV(Γi)
Vi\SV(Γj)

ou plus précisément

ξi ∈ IDVi\GSV(Γi)
Vi\(GSV(Γi)∪SV(Γj))

puisque l’on peut supposer sans perte de généralité que les variables de GSV(Γi)
sont les représentants des classes d’équivalence définis par une identification. L’en-
semble des variables de Vi\GSV(Γi) pouvant apparâıtre dans V(Γj) est inclus dans
RV (Γj) ∪ SV(Γj). Comme µi se charge d’identifier une variable de SV(Γj) =
CV((Γi, Vj)) à une autre du membre gauche, on peut en conclure que ξi satisfait
la condition donnée en définition 4.14. En supposant les problèmes Γ1µ2 ∧ µ̂1 et
Γ2µ1 ∧ µ̂2 filtre-combinables, nous avons par définition

SU<
E1

((Γ1µ2 ∧ µ̂1)ξ2) = SU<
E1

(Γ1µ2 ∧ µ̂1)ξ2,

SU<
E2

((Γ2µ1 ∧ µ̂2)ξ1) = SU<
E2

(Γ2µ1 ∧ µ̂2)ξ1,

et donc
SU<

E1
(Γ1ξ

′
2 ∧ ξ̂′1)⊙ SU<

E2
(Γ2ξ

′
1 ∧ ξ̂′2)

est inclus dans
SU<

E1
(Γ1µ2 ∧ µ̂1)⊙ SU<

E2
(Γ2µ1 ∧ µ̂2).

Il reste à montrer que les problèmes équationnels Γiµj ∧ µ̂i sont équivalents à des
problèmes de Ei-filtrage étendu. On utilise ici le fait que SV(Γ1) ∩ SV(Γ2) = ∅ et
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donc Dom(µi|SV(Γj))∩SV(Γiµj) = ∅. Cette identification ne peut pas créer un cycle
dans Ei car µi sera choisie de manière à n’identifier une variable xi de SV(Γj) qu’à
une variable yi de tj si xi=?tj est l’équation de Γj ayant l’occurrence de xi, pourvu
évidemment que xi ne soit pas déjà identifiée à une variable de SV(Γj) ∪ GSV(Γi).
Par hypothèse, il n’existe pas d’équation yi=?ti[xi] dans Γi et donc pas de cycle.

D’un autre côté, µi|Vi\SV(Γj) identifiant exclusivement sur des variables égales à des
termes clos dans Ei, on transforme

x=?s ∧ y ≤? t ⇓ ∧x=?y

en
s ≤? t ⇓ ∧y ≤? t ⇓ ∧x=?y.

✷

Etant donné un problème de filtrage étendu, savoir s’il est ou non combinable est
décidable car le filtrage est supposé décidable dans chaque théorie.

Exemple 4.11 Considérons E1 la théorie booléenne non partiellement linéaire de signa-
ture {¬, +, ·, 0, 1}.

• Soient E2 la théorie vide ∅ et f un symbole libre. Pour résoudre la filtre-équation
x+f(x) ≤? 1, nous devons d’abord la purifier. On obtient x+ c ≤? 1∧c=?f(x) avec
c ∈ V2 car E2 est une théorie non effondrante. La résolution dans les booléens de la
filtre-équation engendre x=?¬c + c · y créant ainsi un cycle composé avec c=?f(x).
Pour le casser, on fixe un ordre linéaire x < c. La résolution suivant cette restriction
linéaire donne la solution {x 9→ 1}. Cette substitution forme un ensemble complet
de solutions car l’unique problème de filtrage étendu solvable est combinable puisque
ne contenant qu’une variable skolémisée c.

• Soient E2 = {g(x, y) = g(y, x)} et la filtre-équation x + g(y, z) ≤? g(a, b) + g(b, a).
Après purification, nous obtenons x+c ≤? c′∧c=?g(y, z)∧c′=?g(a, b) avec c, c′ ∈ V2

car E2 est une théorie non effondrante. L’unique façon d’obtenir une solution à la
filtre-équation x + c ≤? c′ est d’identifier c et c′. La résolution de x + c ≤? c dans
les booléens produit {x 9→ c · v} où v est une nouvelle variable. Dans la théorie E2,
l’identification de c et c′ a pour conséquence d’avoir à considérer la filtre-équation
g(y, z) ≤? g(a, b) dont les solutions sont {y 9→ a, z 9→ b} et {y 9→ b, z 9→ a}. En
recombinant les solutions de chaque théorie, on obtient finalement

{x 9→ g(a, b) · v, y 9→ a, z 9→ b},

{x 9→ g(b, a) · v, y 9→ b, z 9→ a}
formant un ensemble complet de solutions puisque l’unique problème de filtrage
étendu est évidemment combinable.

L’algorithme de combinaison du filtrage ne renvoie pas toujours un ensemble complet
de solutions, cela dépend si le problème de filtrage étendu donné à résoudre est combinable
ou non. Nous allons dorénavant nous intéresser aux théories pour lesquelles l’algorithme
est complet.
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4.2.6 Discussion
L’algorithme de combinaison vu précédemment s’applique aux théories dont tous les

problèmes de filtrage étendu sont combinables, c’est-à-dire les théories partiellement li-
néaires.

Théorème 4.7 Si E1 et E2 sont deux théories partiellement linéaires alors le (E1, E2)-
filtrage étendu est décidable (resp. finitaire) si le Ei-filtrage étendu (i = 1, 2) avec restric-
tion linéaire est décidable (resp. finitaire).

Le théorème peut être généralisé car l’algorithme permet en fait la résolution de pro-
blèmes de E1 ∪E2-filtrage librement étendu.

Théorème 4.8 Si E1 et E2 sont deux théories partiellement linéaires alors le E1 ∪ E2-
filtrage librement étendu est décidable (resp. finitaire) si et seulement si le Ei-filtrage
librement étendu (i = 1, 2) est décidable (resp. finitaire).

Preuve : Un problème de E1∪E2-filtrage librement étendu est équivalent à une conjonc-
tion Γ1 ∧ Γ2 ∧ Γ0 de problèmes de filtrage étendu purs dans E1, E2 et ∅ qui sont
toutes des théories partiellement linéaires. L’algorithme vu jusqu’à présent pour
deux théories s’applique tout aussi bien à trois théories partiellement linéaires. Une
identification µ se décompose maintenant en trois identifications µ1, µ2, µ0 sur les
ensembles de variables V1, V2, V0 instanciées respectivement dans les théories E1, E2

et ∅. Nous avons à combiner trois ensembles de solutions

(SU<
∅ (Γ0µ1µ2 ∧ µ̂0)⊙ SU<

E1
(Γ1µ0µ2 ∧ µ̂1))⊙ SU<

E2
(Γ2µ0µ1 ∧ µ̂2).

Les problèmes à résoudre ne sont plus toujours équivalents à des problèmes de
filtrage étendu car SV(Γ0) ∩ SV(Γ1 ∧ Γ2) est éventuellement non vide. Les identifi-
cations µ0 à considérer dans ∅ vérifient

µ0 ∈ IDGSV(Γ0)
V0\SV(Γ1∧Γ2) ◦ IDV0

SV(Γ1∧Γ2).

Comme V0 ⊇ SV(Γ0), il est maintenant possible d’identifier deux variables instan-
ciées dans la théorie vide mais cette identification mène à un échec dans la théorie ∅
par définition de Γ0 qui est une forme résolue dont les termes ne sont pas unifiables.
Les problèmes à résoudre à l’étape de Combinaison restent donc combinables.

Le E1 ∪ E2-filtrage librement étendu est par conséquent décidable (resp. finitaire)
si le Ei-filtrage étendu avec restriction linéaire est décidable (resp. finitaire). Pour
clôre la preuve, il suffit de remarquer qu’un algorithme de Ei-filtrage étendu avec
restriction linéaire peut être construit grâce à un algorithme de Ei-filtrage librement
étendu d’après la proposition 4.16. ✷

Ce résultat appliqué à la combinaison d’une théorie partiellement linéaire et de la
théorie vide, elle aussi partiellement linéaire, complète la proposition 4.17.

Corollaire 4.6
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• Si E est partiellement linéaire alors le E ∪ ∅-filtrage librement étendu est décidable
(resp. finitaire) si et seulement si le E-filtrage librement étendu est décidable (resp.
finitaire).

• Si E n’est pas partiellement linéaire alors le E ∪ ∅-filtrage librement étendu est
décidable (resp. finitaire) si et seulement si la E ∪ ∅-unification est décidable (resp.
finitaire).

Nous savons désormais comment résoudre des problèmes hétérogènes un peu plus gé-
néraux que les problèmes de filtrage. Si l’on se restreint aux problèmes de filtrage, la
restriction linéaire n’est même plus nécessaire car le filtrage dans une théorie partielle-
ment linéaire ne peut introduire de cycle composé. Les théories partiellement linéaires
généralisent en ce sens les théories régulières.

Lemme 4.6 Soit E une théorie partiellement linéaire et Γ un problème de filtrage. On
peut supposer sans perte de généralité que

∀σ ∈ CSUE(Γ), ∀x ∈ V(Γ), ∀c ∈ RV(Γ), c /∈ xσ.

Preuve : Soit σ une solution de Γ et σ′ la substitution obtenue à partir de σ par renom-
mage des constantes c ∈ RV (Γ) en c′ /∈ GV(Γ). La substitution σ′ ne contient plus
de variable skolémisée de RV (Γ). Pour chaque filtre-équation s ≤?

E t de Γ on a
sσ =E t et trois cas sont envisageables:

• S’il existe plusieurs occurrences de c ∈ RV (Γ) dans sσ alors sσ′ =E t par
hypothèse de partielle linéarité de E.

• S’il existe une occurrence de c ∈ RV (Γ) dans sσ alors sσ′ =E t est un renom-
mage de sσ =E t.

• S’il n’existe pas d’occurrence de c ∈ RV (Γ) alors sσ′ = sσ =E t.

La substitution σ′ est donc une solution de Γ. Lorsque σ ≤V(Γ)
E φ alors σ = σ′{c′ 9→

c} ≤V(Γ)
E φ et donc σ′ ∈ CSUE(Γ) si σ ∈ CSUE(Γ). ✷

Les variables skolémisées pouvant créer un cycle composé sont celles figurant unique-
ment dans les membres gauches des filtre-équations. Si elles n’apparaissent plus dans les
solutions, il ne peut y avoir introduction de cycle composé.

Théorème 4.9 Si E1 et E2 sont deux théories partiellement linéaires alors le E1 ∪ E2-
filtrage est décidable (resp. finitaire) si et seulement si le Ei-filtrage (i = 1, 2) est décidable
(resp. finitaire).

Preuve : Considérons une conjonction de problèmes de filtrage étendu

(Γ1 ∧ σ̂1, V2, <) ∧ (Γ2 ∧ σ̂2, V1, <)

obtenu à l’étape de Combinaison à partir d’un problème de filtrage Γ. Le problème
équationnel σ̂1 ∧ σ̂2 est forcément en forme séquentiellement résolue d’après les
identifications effectuées. D’après le lemme 4.6, la résolution de (Γ1, V2) et (Γ2, V1)
n’introduit pas de cycle composé. Par conséquent, il existe un ordre linéaire < pour
lequel la conjonction (Γ1 ∧ σ̂1, V2, <) ∧ (Γ2 ∧ σ̂2, V1, <) a une solution suivant la
restriction linéaire < si (Γ1, V2) et (Γ2, V1) ont chacun une solution. ✷
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Exemple 4.12 Considérons E1 = {f(x, y) = y} une théorie linéaire, E2 = C(⋆) une
théorie régulière non effondrante et la filtre-équation

f(y ⋆ y, y ⋆ z) ≤? a ⋆ b.

La Purification mène au système suivant:

(f(v, w) ≤? c) ∧ (v=?y ⋆ y ∧ w=?y ⋆ z ∧ c=?a ⋆ b)

où les variables v, w, c sont E2-instanciées car E2 est non effondrante. L’identification
{v 9→ c} à appliquer sur f(v, w) ≤? c mène à un échec. Par contre, la filtre-équation est
équivalente à ⊤ pour l’identification {w 9→ c}. Nous avons alors à identifier w et c dans
l’autre théorie et à résoudre y ⋆z ≤? a⋆b, ce qui conduit à l’ensemble complet de solutions
{y 9→ a, z 9→ b} et {y 9→ b, z 9→ a}.

Exemple 4.13 (Suite de l’Exemple 4.9). La théorie régulière E3 n’est pas partiellement
linéaire car l’axiome idempotent x + x = x n’est pas linéaire. L’exemple 4.9 n’est donc
pas un contre-exemple au théorème 4.9 qui ne s’applique pas au E1 ∪ E2 ∪E3-filtrage.

Le théorème 4.9 s’applique évidemment à la plus simple des théories partiellement
linéaires, à savoir la théorie vide.

Corollaire 4.7 Si E est une théorie partiellement linéaire alors le E-filtrage avec sym-
boles libres est décidable (resp. finitaire) si et seulement si le E-filtrage est décidable (resp.
finitaire).

On rappelle que les théories linéaires et les théories régulières non effondrantes sont
partiellement linéaires.

Le seul résultat connu jusqu’à présent ne concernait que le mélange de théories ré-
gulières qui ne sont pas partiellement linéaires. L’algorithme de filtrage dans le mélange
de théories régulières nécessite la construction effective des solutions de chaque théorie et
ne peut donc être utilisé pour combiner des algorithmes de décision. Le filtrage dans les
théories régulières n’est donc pas à proprement parler un cas particulier de celui dans les
théories partiellement linéaires. Ainsi, l’on ne dispose pas de résultat de décidabilité pour
la combinaison du filtrage étendu dans les théories régulières alors que dans les théories
partiellement linéaires nous avons le théorème 4.8 et son corollaire:

“Le E1 ∪ . . . ∪ En ∪ ∅-filtrage librement étendu est décidable (resp. finitaire) si le
Ei ∪ ∅-filtrage librement étendu est décidable (resp. finitaire).”

Si maintenant l’une des théories Ei n’est pas partiellement linéaire alors le E1 ∪ . . . ∪
En∪∅-filtrage librement étendu est équivalent à la E1∪ . . . En∪∅-unification. Le problème
est dans ce cas celui résolu par F. Baader et K. Schulz dans [BS92]. C’est pourquoi la
combinaison d’algorithmes de filtrage est traitée ici de façon exhaustive même si le filtrage
étendu pourrait paraitre à certains égards comme une trop forte extension du filtrage.
Le cas très particulier des théories régulières en est la parfaite illustration. Toutefois,
avoir à considérer des équations résolues et donc des problèmes de filtrage étendu semble
nécessaire à une approche modulaire pour laquelle la purification joue un rôle majeur.
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4.2.7 Extension au mélange de théories non disjointes
La notion de forme réduite par couches adaptée aux théories décomposables permet

de transformer un problème de filtrage Γ en une conjonction Γ0 ∧ Γ1 ∧ Γ2 de problèmes
tout aussi spécifiques. Nous avons vu au chapitre 2 sous quelle condition il est possible de
résoudre cette conjonction en considérant les problèmes

∨

ρ∈SUBSSC
V(Γ0∧Γ1∧Γ2)

(Γ0ρ) ∧ (Γ1ρ) ∧ (Γ2ρ)

et l’algorithme de combinaison dans les théories disjointes mais en utilisant les algorithmes
d’unification dans ∅, E1, E2.

Les spécificités du problème Γ0∧Γ1∧Γ2 et des théories supposées partiellement linéaires
permettent d’utiliser des algorithmes de filtrage au lieu des algorithmes d’unification.
Cette optimisation est justifiée par la mise en forme réduite par couches des membres
droits des filtre-équations qui force les variables introduites dans les membres droits à
être skolémisées et rend, par la même occasion, inutile l’instanciation d’une variable de
RV(Γ0 ∧ Γ1 ∧ Γ2) par un contexte partagé. Il suffit donc de considérer les problèmes

∨

ρ∈SUBSSC
RV (Γ0∧Γ1∧Γ2)

(Γ0ρ) ∧ (Γ1ρ) ∧ (Γ2ρ)

qui mènent à des problèmes de filtrage par application des règles de combinaison du filtrage
dans le mélange des théories disjointes. La restriction sur les identifications à appliquer
ne dépend pas en effet de la forme du mélange, disjoint ou non, mais uniquement de
la propriété de partielle linéarité satisfaite par ∅, E1, E2 et de la façon de combiner les
solutions qui est identique au cas disjoint. Le résultat concernant le filtrage dans les
théories partiellement linéaires peut donc être étendu aux théories décomposables.

Théorème 4.10 Soit E1∪E2 une théorie décomposable, partiellement linéaire et admet-
tant un facteur de partage. Le E1∪E2-filtrage est décidable (resp. finitaire) si le Ei-filtrage
(i = 1, 2) est décidable (resp. finitaire).

On notera que dans le cas particulier du mélange avec constantes partagées, il est
possible de ramener simplement le problème à une disjonction

∨

ρ∈SUBSSC
RV (Γ1∧Γ2)

(Γ1ρ)
′ ∧ (Γ2ρ)

′

dans le mélange de théories disjointes et se servir ensuite du fait qu’une forme réduite par
couches pour E1 ∪ E2 est aussi une forme réduite par couches pour E ′1 ∪ E ′2.

N’oublions pas non plus que le calcul d’une forme réduite par couches utilise des
algorithmes de décision du filtrage dans E1 et E2. L’existence d’algorithmes retournant
un ensemble complet de solutions à un problème de filtrage arbitraire se révèle en effet
une hypothèse trop forte puisqu’il suffit d’utiliser un algorithme de semi-décision pour
déterminer une solution s’il en existe une.

Il n’est même pas besoin de supposer l’existence d’un facteur de partage pour E1∪E2

lorsque les théories E1 et E2 sont régulières. Dans ce cas, les problèmes à résoudre après
purification sont deux problèmes de filtrage purs à gauche dont les solutions sont forcément
closes. La combinaison des solutions se ramène alors simplement au problème du mot.
L’algorithme est identique à celui présenté en figure 4.8.
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Théorème 4.11 Soit E1∪E2 une théorie décomposable régulière. Le E1∪E2-filtrage est
finitaire si le Ei-filtrage (i = 1, 2) est finitaire.

Il est remarquable que l’hypothèse de décomposabilité avec régularité ne suffit pas
pour l’unification.

4.3 Elimination de constante
Nous allons nous intéresser au plus simple des problèmes équationnels, la forme résolue,

dont l’unification élémentaire est unitaire car triviale et ce dans n’importe quelle théorie.
Par contre, dans le cadre de la combinaison, l’unification élémentaire est supplantée

par l’unification avec restriction pour laquelle même une forme résolue pose des difficultés
si elle ne satisfait pas la restriction.

4.3.1 Forme résolue librement étendue
Nous avons introduit le problème de l’élimination de constante comme étant celui de

l’unification d’une forme résolue avec restriction.
La résolution suivant une restriction linéaire peut, elle, se traduire de façon équation-

nelle dans le mélange avec des symboles libres. La définition d’une forme résolue librement
étendue est analogue à celle introduite pour le filtrage.

Définition 4.18 Une E-forme résolue librement étendue est un E ∪ ∅-problème équa-
tionnel

σ̂ ∧ σ̂∅
où σ̂ est une forme résolue et σ∅ une substitution formée de symboles libres telle que

• Dom(σ∅) ∩Ran(σ∅) = ∅,
• ∀x, y ∈ Dom(σ∅), x ̸= y, CSU∅(xσ∅=?yσ∅) = ∅.

Lorsqu’il y a conflit entre une variable apparaissant résolue dans E et dans ∅ alors
cette variable sera forcément instanciée dans ∅. L’hypothèse de non-unifiabilité permet
de s’assurer que les variables résolues dans ∅ et skolémisées dans E ne pourront être
identifiées.

Proposition 4.19 Si la E-unification de forme résolue librement étendue est décidable
(resp. finitaire) alors la E-unification de forme résolue avec restriction linéaire est déci-
dable (resp. finitaire).

Preuve : A nouveau, d’après Baader & Schulz [BS92], on peut coder la restriction li-
néaire en posant Γ ∧ σ<, où σ<, une substitution construit à partir de <, vérifie les
hypothèses de la définition 4.18. ✷

Il est remarquable que cette proposition n’est valable que pour une restriction linéaire.
Si φ est une solution de σ̂ suivant une restriction quelconque, alors

∧

c∈C

c =? fc(x1φ, . . . , xmφ)

n’est pas nécessairement en forme résolue et il n’est donc pas possible de construire im-
médiatement par composition une solution à σ̂ ∧ σ̂∅.
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Théorème 4.12 Si E1 et E2 sont deux théories partiellement linéaires et non effon-
drantes alors la E1 ∪ E2-unification de forme résolue librement étendue est décidable
(resp. finitaire) si et seulement si la Ei-unification de forme résolue librement étendue
est décidable (resp. finitaire).

Preuve : C’est une conséquence directe de la proposition 4.18. Une forme résolue est un
cas particulier de problème de filtrage étendu. Les problèmes équationnels devant
être résolus par application de l’algorithme de filtrage ne restent pas toujours en
forme résolue. On peut en effet introduire des filtre-equations avec des variables
skolémisées en membres droits. Celles-ci n’ont pas de solution car les théories sont
supposées non effondrantes. ✷

Nous avons établi une correspondance entre élimination de constante et unification
de forme résolue suivant une restriction quelconque et non pas seulement linéaire. C’est
pourquoi nous ne pouvons remplacer la notion d’unification de forme résolue librement
étendue par celle d’élimination de constante qui est trop forte pour les besoins de la
combinaison. On doit alors se restreindre à l’élimination de constante élémentaire.

Théorème 4.13 Si E1 et E2 sont deux théories partiellement linéaires et non effon-
drantes alors la E1∪E2-élimination de constante élémentaire est décidable (resp. finitaire)
si et seulement si la Ei-élimination de constante élémentaire est décidable (resp. finitaire).

Preuve : Le problème d’élimination de constante élémentaire consistant à éliminer une
seule constante c dans un seul terme t est équivalent à l’unification de la forme
résolue librement étendue

x=?t[c] ∧ c=?fc(x).

✷

Un algorithme d’élimination de constante élémentaire ne permet pas de résoudre une
conjonction de problèmes élémentaires car la notion d’élimination n’est pas stable par ins-
tanciation. Mais en pratique, il a toujours été possible jusqu’à présent d’exprimer un pro-
blème d’élimination de constante élémentaire par un problème unification. Si l’unification
dans la théorie en question est finitaire alors une conjonction de problèmes élémentaires
d’élimination peut se résoudre incrémentalement en considérant successivement chacun
des problèmes. Il n’y a dans ce cas pas de différence entre élimination et élimination élé-
mentaire et par conséquent entre unification avec restriction quelconque et linéaire qui
s’obtiennent toutes les deux à l’aide d’un algorithme d’élimination élémentaire.

4.3.2 Combinaison des solutions
Nous nous intéressons maintenant à combiner des algorithmes d’élimination de constante

en vue de résoudre une conjonction de formes résolues, chacune pure dans une théorie.
Lorsque une conjonction de formes résolues pures est donnée en entrée, l’algorithme

d’unification dans le mélange de théories équationnelles nécessite encore la connaissance
d’un algorithme d’unification pour résoudre les problèmes obtenus après identification et
choix de théories pour les variables. Se restreindre aux théories partiellement linéaires et
non effondrantes permet de ne pas avoir à pratiquer d’identification et de ne pas avoir à
choisir de théories.
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Théorème 4.14 Soient E1 et E2 deux théories partiellement linéaires et non effon-
drantes, σ̂1 une E1-forme résolue et σ̂2 une E2-forme résolue. La E1 ∪ E2-unification
de σ̂1 ∧ σ̂2 est décidable (resp. finitaire) si la Ei-élimination de constante est décidable
(resp. finitaire).

Preuve : Les seuls problèmes équationnels unifiables à l’étape de combinaison de l’algo-
rithme de filtrage étendu sont des formes résolues suivant une restriction linéaire.
✷

L’élimination de constante est donc le seul outil nécessaire pour la combinaison des
solutions dans les théories partiellement linéaires non effondrantes. Cette notion a été
introduite initialement afin de résoudre les cycles composés mais elle s’accompagne en
général d’une phase d’unification pour les équations et filtre-équations obtenues respecti-
vement par identification et choix de théories.

Exemple 4.14 Considérons les théories linéaires non effondrantes E1 = AC0(+) et
E2 = ∅ et la conjonction de formes résolues

x=?y + z ∧ z=?f(y, x).

L’élimination de constante dans AC0(+) est équivalente au filtrage sur 0. La forme
résolue x=?y + z suivant la restriction x < z a donc pour solution {x 9→ 0, y 9→ 0} dans
AC0(+). La forme résolue z=?f(y, z) suivant la même restriction x < z a pour solution
{z 9→ f(y, z)}. En combinant ces deux solutions, on obtient

{x 9→ 0, y 9→ 0, z 9→ f(0, 0)}

qui est l’unique solution. En effet, l’élimination de constante dans la théorie vide n’ayant
pas de solution, la restriction linéaire z < x conduit à un échec.
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1. Appliquer tant que possible

Conflit
(σ̂1 ∧ x=?s1) ∧ (x=?s2 ∧ σ̂2)

⊥
si s1(ϵ) ∈ F1, s2(ϵ) ∈ F2

2. Appliquer la règle suivante pour toute restriction linéaire < sur V1⊕V2 = V(σ̂1∧ σ̂2)
telle que Vi ⊆ Dom(σi) pour i = 1, 2

Resolution
(σ̂1 ∧ σ̂2)

(γ̂1 ∧ γ̂2)
si γi ∈ CSU<

Ei
(ci, Vj), j ̸= i

3. Solution combinée

Appliquer tant que possible la règle suivante:

Remplacement
Γ ∧ x =? t

Γ{x 9→ t} ∧ x =? t
si x ∈ V(Γ) et t /∈ X

Figure 4.11. Règles de combinaison des solutions dans les théories partiellement linéaires
et non effondrantes

4.4 Satisfaisabilité
Le problème étudié ici est différent de ceux évoqués jusqu’à présent même s’il s’énonce

de la même façon:
“Comment construire un algorithme de satisfaisabilité dans l’union de deux théories Th1∪
Th2 à partir de ceux existants dans Th1 et Th2 ?”

On s’intéresse désormais à savoir s’il existe un modèle de Th1 ∪ Th2 satisfaisant une
formule arbitraire, alors qu’auparavant le modèle était fixé. En particulier, lorsque Th1 ∪
Th2 = E1 ∪ E2 est un ensemble d’égalités, il se peut que le modèle de Mod(E1 ∪ E2)
satisfaisant une formule ne soit pas T (F1 ∪ F2,X )/ =E1∪E2. Le théorème de Birkhoff,
bien qu’établissant le lien entre égalité modulo =E1∪E2 et égalité dans Mod(E1 ∪E2), ne
permet pas de ramener le problème à la satisfaisabilité modulo =E1∪E2 .

Dans le cadre de la vérification de programmes, on est amené à tester la satisfaisabilité
de formules complexes dans des structures de données comme les tableaux, les listes et
l’arithmétique entière ou réelle. Ces structures de données interagissent entre elles puisque
on peut concevoir des listes de réels ou des tableaux dont les indices sont des entiers,
comme l’illustre la formule

v[i + j] ̸= v[i + i]

formée d’un opérateur [] de sélection d’un élément de tableau et de l’addition + sur les
entiers. Cette formule est satisfaisable si i ̸= j. Supposons maintenant que i et j sont liées
par une formule

i + k = j ∧ 0 ≤ k ≤ 1 ∧ k ∗ k ≤ 0.
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Cette formule est satisfaisable dans les entiers et implique i = j puisque k = 0. Mais la
conjonction avec la formule précédente est alors insatisfaisable.

Le problème de la satisfaisabilité de formules hétérogènes a été résolu pour l’arithmé-
tique de Presburger avec symboles non interprétés par Shostak [Sho79] puis en présence
de tableaux (d’entiers) par Suzuki et Jefferson [SJ77]. Une approche modulaire est sui-
vie par Nelson et Oppen [NO79, Nel81] avec pour objectif de combiner des algorithmes
de satisfaisabilité dans les théories du premier ordre de certaines structures de données.
L’objectif de cette section est de d’abord présenter ces travaux relativement anciens et l’al-
gorithme de combinaison déterministe qui en résulte. Ensuite, nous verrons des règles de
combinaison qui s’apparentent beaucoup à celles vues jusqu’à présent pour l’unification,
le problème du mot ou le filtrage.

Ces règles de transformations sont liées à la construction d’un modèle pour l’union de
deux théories disjointes satisfaisant une conjonction de deux formules si chacune d’elles
est pure et satisfaisable dans une théorie. On pourra se ramener à une conjonction de deux
formules pures par une étape préliminaire de purification. Mais il ne suffit pourtant pas de
tester la satisfaisabilité des formules obtenues par purification. Il va encore falloir pratiquer
l’identification de variables de façon indéterministe. Une vision moins déterministe de
l’algorithme présenté dans [NO79] avait déjà été esquissée par Oppen [Opp80]. L’étape
indéterministe d’identification de variables que nous proposons est identique à celle utilisée
par F. Baader et K. Schulz pour la disunification [BS93]. Des variables x, y non identifiées
doivent être contraintes à satisfaire la diségalité x ̸= y.

4.4.1 Exemples de théories
Nous donnons quelques exemples d’axiomatisation en logique du premier ordre de

“structures de données” dont les algorithmes de décision de la satisfaisabilité des for-
mules sans quantification sont connus et pourront être ensuite combinés par la méthode
introduite par la suite. Nous supposerons dorénavant que toutes les formules considérées
sont universellement quantifiées, ou sans quantification. Les exemples suivants sont tirés
de [NO79, Opp80].

• La satisfaisabilité dans la théorie R des réels avec l’opérateur d’addition présentée
par l’ensemble d’axiomes R

R =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + 0 = x
x + (−x) = 0
(x + y) + z = x + (y + z)
x + y = y + x
x ≤ x
x ≤ y ∨ y ≤ x
x ≤ y ∧ y ≤ x⇒ x = y
x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z
x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z
0 ̸= 1
0 ≤ 1

est décidable par un algorithme basé sur le simplexe [Nel81].
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• La satisfaisabilité dans la théorie T des tableaux présentée par T l’ensemble des
axiomes

T =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

store(v, i, e)[i] = e
i ̸= j ⇒ store(v, i, e)[j] = v[j]
store(v, i, v[i]) = v
store(store(v, i, e), i, f) = store(v, i, f)
i ̸= j ⇒ store(store(v, i, e), j, f) = store(store(v, j, f), i, e)

est décidable [DS78]. La sélection du i-ème élément de v, select(v, i), a été abrégée
en v[i].

• La satisfaisabilité dans la théorie vide ∅ ou théorie de l’égalité.

Nous n’avons introduit que le strict nécessaire pour illustrer le fonctionnement de
l’algorithme de combinaison, qui va permettre par exemple de résoudre le problème de
satisfaisabilité dans l’union des théories R ∪ T , T ∪ ∅ ou R ∪ ∅.

4.4.2 Algorithme déterministe
Le déroulement de l’algorithme est d’abord présenté de façon informelle sur un exemple

pour que le lecteur puisse apprécier son comportement sans surprise.
Considérons la formule

(ϕR∪∅) x + f(x)− f(y) ̸= z + y ∧ x ≤ y ∧ y + z ≤ x ∧ z ≥ 0

dans la théorie R∪∅. L’introduction de variables aux positions étrangères et des équations
résolues correspondantes permet de transformer la formule ϕR∪∅ en une conjonction ϕR ∧
ϕ∅,

(ϕR) x + X − Y ̸= z + y ∧ x ≤ y ∧ y + z ≤ x ∧ z ≥ 0,

(ϕ∅) X = f(x) ∧ Y = f(y)

satisfaisable dans R ∪ ∅ si et seulement si ϕ l’est.
L’interaction entre les théories R et ∅ se fait au travers des formules communes aux

deux théories, déduites par l’une et propagées par l’autre. Il s’agit typiquement d’égalités
impropres x = y ou de diségalités x ̸= y. On pourrait s’inquiéter du nombre potentiel-
lement infini de formules impropres encore appelées résidus dans [NO79]. Heureusement,
seules les égalités entre deux variables sont à propager. Ainsi, de la formule ϕR on peut
déduire que x = y. Cette déduction est automatique car nous disposons dans R d’un al-
gorithme de décision de la satisfaisabilité et donc indirectement de la validité par exemple
de ϕR ⇒ x = y dans R. L’égalité x = y est ensuite propagée dans ϕ∅, pour obtenir

(ϕR) x + X − Y ̸= z + y ∧ x ≤ y ∧ y + z ≤ x ∧ z ≥ 0 ∧ x = y,

(ϕ∅) X = f(x) ∧ Y = f(y) ∧ x = y.



4.4. Satisfaisabilité 147

L’algorithme de décision dans ∅ permet de déduire X = Y propagée dans ϕR. Le nouvel
état est

(ϕR) x + X − Y ̸= z + y ∧ x ≤ y ∧ y + z ≤ x ∧ z ≥ 0 ∧ x = y ∧X = Y,

(ϕ∅) X = f(x) ∧ Y = f(y) ∧ x = y ∧X = Y

avec ϕR devenu insatisfaisable car équivalent à

X − Y ̸= 0 ∧X = Y

vu que x = y et z = 0. L’algorithme retourne finalement insatisfaisable et ce résultat est
correct puisque toutes les transformations effectuées sont valides dans R ou ∅, donc dans
R ∪ ∅.

Si nous étions arrivé à un stade où chaque formule est satisfaisable dans sa théorie
et aucune équation impropre déductible, alors l’algorithme aurait retourné satisfaisable.
Toute la difficulté de la preuve d’adéquation faite dans [NO79], que nous ne développerons
pas ici, est de démontrer que la formule est bien dans ce cas satisfaisable dans R ∪ ∅.

La propagation des équations n’est cependant pas aussi simple qu’il y parait. Déduire
n égalités x1 = y1, . . . , xn = yn d’une formule ϕ est équivalent à déduire la conjonction
∧n

i=1xi = yi de ϕ. Par contre, il existe des formules pour lesquelles une disjonction ∨n
i=1xi =

yi est déduite sans que l’une des égalités xi = yi le soit individuellement.

Définition 4.19 Soient 2n variables x1, . . . , xn, y1, . . . yn. Une formule ϕ est convexe si
ϕ implique une disjonction ∨n

i=1xi = yi alors ϕ implique xi = yi pour un i ∈ {1, . . . , n}.
Une théorie est convexe si toutes ses formules sont convexes.

On peut montrer que R est convexe par des considérations géométriques dans R. Mais
T n’est pas convexe car

store(v, i, e)[j] = x ∧ v[j] = y ⇒ x = y ∨ x = e

sans que store(v, i, e)[j] = x ∧ v[j] = y n’implique individuellement x = y ou x = e. La
théorie des entiers avec l’addition n’est pas non plus convexe car

0 ≤ x ≤ 1 ∧ y = 0 ∧ z = 1⇒ x = y ∨ x = z.

Il en est de même pour la théorie des réels avec multiplication car

x ∗ y = 0 ∧ z = 0⇒ x = y ∨ y = z.

La non convexité d’une théorie n’empêche pas l’algorithme de combinaison de s’appli-
quer, elle ne fait que le compliquer. Chaque équation d’une disjonction doit être en effet
prise en compte dans un branchement différent.
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Algorithme par propagation d’égalités

Soient Th1 et Th2 deux théories formées sur des signatures disjointes et ϕ une formule
hétérogène.

1. Transformer ϕ en une conjonction de formules ϕ1 ∧ ϕ2 respectivement 1-pure et
2-pure.

2. (Insatisfaisable ?) Si ϕ1 est insatisfaisable dans Th1 ou ϕ2 insatisfaisable dans Th2

alors retourner insatisfaisable.

3. (Propagation) Si Thi |= ϕi ⇒ x = y et Thi ̸|= ϕj ⇒ x = y alors

ϕ1 := (ϕ1 ∧ x = y) et ϕ2 := (ϕ2 ∧ x = y)

puis aller en 2.

4. (Branchement ?) Si ϕi implique une disjonction

n∨

i=1

xi = yi

sans impliquer individuellement chaque équation alors relancer n fois l’algorithme
avec ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ xi = yi en entrée. Retourner satisfaisable si l’une au moins des n
exécutions retourne satisfaisable. Sinon retourner insatisfaisable.

5. Retourner satisfaisable.

Cet algorithme termine puisqu’on ne peut créer indéfiniment des égalités entre un
nombre fini et constant de variables. Par comparaison, la terminaison de l’algorithme de
combinaison de l’unification donné par A. Boudet est beaucoup plus délicate même s’il
est aussi basé sur la propagation des équations entre variables. La différence se situe au
niveau de l’ensemble des variables qui est dans ce cas modifié au cours du déroulement
de l’algorithme.

Le principal inconvénient de l’algorithme que nous venons de présenter est d’avoir à
utiliser les algorithmes de décision à deux niveaux, l’un pour la satisfaisabilité des formules
et l’autre pour la déduction des égalités à propager.

Nous allons adopter une autre démarche, fondamentalement différente, consistant à
ne pas déduire des égalités mais à imposer une même identification de variables dans les
deux théories.

L’algorithme que nous présentons formellement dans le prochain paragraphe est à
l’algorithme de Nelson et Oppen, ce qu’est l’algorithme de F. Baader et K. Schulz à celui
de A. Boudet. La preuve s’appuie sur la construction effective d’un modèle de Th1 ∪ Th2

satisfaisant une conjonction de formules pures, chacune déjà satisfaisable dans sa théorie.
Le prochain paragraphe va permettre de formaliser certains concepts et de préciser

les théories pour lesquelles l’algorithme de combinaison est adéquat. En effet, même si
nous n’en avions pas fait mention jusqu’à présent, l’algorithme de Nelson et Oppen ne
s’applique pas toujours.
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4.4.3 Modèle pour la combinaison
Dans ce qui suit, une formule est une formule de logique du premier ordre sans quan-

tification.

Définition 4.20 Une théorie Th est un ensemble de formules. Une formule ϕ est valide
dans une théorie Th si tout modèle de Th est modèle de ϕ, ce qu’on note Th |= ϕ. Une
formule ϕ est satisfaisable dans une théorie Th s’il existe un modèle de Th qui satisfait ϕ.
Une formule ϕ est insatisfaisable dans une théorie Th si elle n’est pas satisfaisable dans
Th.

Corollaire 4.8 Une formule ϕ est valide dans Th si ¬ϕ est insatisfaisable dans Th.

Preuve : Par définition ϕ est valide dans Th signifie que ϕ est valide dans tous les modèles
de Th, ce qui est équivalent à ¬ϕ insatisfaisable dans tous les modèles de Th. ✷

Un algorithme de décision de la satisfaisabilité fournit aussi un algorithme de décision
de la validité et réciproquement. Cela explique pourquoi on peut décider des formules

Th |= ϕ⇒ x = y

et donc “déduire” les équations entre deux variables x et y de ϕ à propager par l’algorithme
de Nelson et Oppen.

L’objet de ce paragraphe est de montrer comment construire un modèle de Th1 ∪Th2

satisfaisant une conjonction de formules ϕ1 ∧ ϕ2 si ϕ1 est satisfaisable dans Th1 et f2

satisfaisable dans Th2. Les modèles M1 de Th1 et M2 de Th2 satisfaisant respectivement
ϕ1 et ϕ2 doivent vérifier une même propriété.

Définition 4.21 (G. Nelson [Nel81]) Une théorie Th est stable-infinie si pour toute for-
mule ϕ satisfaisable dans Th il existe un modèle de Th satisfaisant ϕ ayant un domaine
infini.

Les théories utilisées en pratique axiomatisent des modèles dont les domaines sont
infinis: Réels, Entiers, Termes, Tableaux, Listes, etc . . .

Définition 4.22 Une théorie Th axiomatise un modèle M si toute formule valide dans
M l’est aussi dans Th et réciproquement.

Corollaire 4.9 Une théorie axiomatisant un modèle de domaine infini est stable-infinie.

Les théories R, T, ∅ sont donc stable-infinies.
Lorsque une théorie est stable-infinie et ϕ satisfaisable dans cette théorie alors il existe

un modèle infini dénombrable satisfaisant ϕ puisque il possible de prendre un domaine
dénombrable de termes clos à la place du domaine infini quelconque. Les constantes cor-
respondent aux valeurs d’une assignation des variables de ϕ évaluant ϕ à vrai.

Deux théories stable-infinies ont quasiment un même domaine d’interprétation car
deux ensembles infinis dénombrables peuvent être mis en bijection. L’existence d’une telle
bijection permet d’envisager maintenant la construction d’un modèle de Th1∪Th2, pourvu
que les signatures des théories soient disjointes.
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Il faut cependant que deux variables prennent une même valeur simultanément dans
les deux théories. C’est pourquoi nous allons effectuer une même identification de va-
riables dans les deux formules pures. Mais comme précédemment pour la disunification
(cf. chapitre 2), les variables non identifiées doivent être en plus contraintes à satisfaire
les diségalités ξ ̸= (cf. définition 2.22).

Le résultat suivant établit comment réutiliser les algorithmes de satisfaisabilité de
chaque théorie composante.

Théorème 4.15 Si Th1 et Th2 sont deux théories stable-infinies à signatures disjointes
alors une formule ϕ1 ∧ ϕ2 est satisfaisable dans la théorie Th1 ∪ Th2 si et seulement si
il existe une identification ξ telle que ϕ1ξ ∧ ξ ̸= est satisfaisable dans Th1 et ϕ2ξ ∧ ξ ̸= est
satisfaisable dans Th2.

Preuve : On suppose les théories Th1 et Th2 formées respectivement sur une (F1,P1)-
signature et (F2,P2)-signature.

(⇒) Il existe un modèle M de Th1 ∪ Th2 et une assignation α : X → M tels que
α(ϕ1∧ϕ2) est vrai. Pour l’identification ξ définie sur V(ϕ1∧ϕ2) comme suit: xξ = yξ
si α(x) = α(y), on a encore α((ϕ1∧ϕ2)ξ ∧ ξ ̸=) vrai, qui est équivalent à α(ϕ1ξ ∧ ξ ̸=)
vrai et α(ϕ2ξ ∧ ξ ̸=) vrai. Ainsi M est un modèle de Thi satisfaisant ϕiξ ∧ ξ ̸=.

(⇐) Il existe un modèle Mi de Thi et une assignation αi : X → Mi tels que
αi(ϕiξ ∧ ξ ̸=) est vrai. On peut supposer sans perte de généralité que M1 et M2 sont
des domaines infinis dénombrables. Ils peuvent être donc mis en bijection. On note
h une bijection de M1 vers M2 telle que

∀x ∈ V((ϕ1 ∧ ϕ2)ξ ∧ ξ ̸=), h(α1(x)) = α2(x)

La relation d’équivalence sur M1∪M2 engendrée par h est notée ≡. Les assignations
α1 et α2 définissent une assignation α : V(ϕ1 ∧ ϕ2) → (M1 ∪ M2)/≡ de la façon
suivante:

∀x ∈ V(ϕ1 ∧ ϕ2), α(x) = [α1(xξ)]/≡ = [α2(xξ)]/≡

La structure M de domaine (M1 ∪M2)/≡ est définie comme suit sur les symboles
de fonctions et prédicats:

∀f ∈ F1, fM([a1]/≡, . . . , [an]/≡) = [fM1(a1, . . . , an)]/≡
∀f ∈ F2, fM([b1]/≡, . . . , [bn]/≡) = [fM2(b1, . . . , bn)]/≡
∀p ∈ P1, pM([a1]/≡, . . . , [an]/≡) = pM1(a1, . . . , an)
∀p ∈ P2, pM([b1]/≡, . . . , [bn]/≡) = pM2(b1, . . . , bn)

Cette structure est modèle de Th1 ∪Th2 et satisfait ϕ1 ∧ϕ2 car α(ϕ1 ∧ϕ2) est vrai.
✷

Corollaire 4.10 La propriété stable-infinie est modulaire par union disjointe: Th1∪Th2

est stable-infinie si Th1 et Th2 sont deux théories stable-infinies à signatures disjointes.

Preuve : Le domaine (M1 ∪ M2)/≡ du modèle M construit pour la preuve du théo-
rème 4.15 est infini. ✷
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1. Purification
(ϕ)Th1∪Th2

(ϕ1 ∧ ϕ2)Th1∪Th2

où ϕ1 ∧ ϕ2 est obtenue à partir de ϕ en appliquant tant que possible la règle

Abstraction Variable
(ϕ ∧ p(t1, . . . , tn))Th1∪Th2

(ϕ ∧ p(. . . , tl[ω ←↩ x], . . .) ∧ x = tl|ω)Th1∪Th2

où

• p ∈ Pi ∪ {=},
• l ∈ {1, . . . , n},
• ω ∈ AlienPos(t),

• x est une nouvelle variable.

2. Identification des variables
(ϕ1 ∧ ϕ2)Th1∪Th2∨

ξ∈IDV(ϕ1∧ϕ2)
((ϕ1ξ ∧ ξ ̸=)Th1 ∧ (ϕ2ξ ∧ ξ ̸=)Th2)

3. Satisfaisabilité

Appliquer tant que possible les règles suivantes:

(ϕi)Thi

⊤ si ϕi satisfaisable dans Thi

(ϕi)Thi

⊥
si ϕi est insatisfaisable dans Thi

Figure 4.12. Règles de combinaison de la satisfaisabilité

4.4.4 Règles de combinaison
Par souci de commodité, nous supposerons que la formule ϕ à décider est mise en

forme normale disjonctive, chaque conjonction de littéraux étant décidée séparément. Le
résultat définitif est obtenu en prenant la disjonction des formules ⊥ ou ⊤ qui se réduit
à ⊥ (insatisfaisable) ou ⊤ (satisfaisable).

La proposition suivante est une conséquence directe du théorème 4.15.

Proposition 4.20 Si Th1 et Th2 sont deux théories stable-infinies à signatures disjointes
et ϕ une conjonction de littéraux, alors les règles de combinaison de la figure 4.12 retourne
⊤ si ϕ est satisfaisable dans Th1 ∪ Th2, ⊥ sinon.

L’algorithme de combinaison ainsi décrit se comporte de la même manière dans les
théories convexes et non convexes.



152 4. Combinaison d’algorithmes de décision

Exemple 4.15 Considérons l’exemple tiré de [NO79],

(ϕT ) store(v, i, e)[j] = x ∧ v[j] = y,

(ϕR) x > e ∧ x > y.

Pour les identifications ξ identifiant x et y, on a ϕRξ insatisfaisable dans R. Pour les
identifications ξ identifiant x et e, on a ϕRξ insatisfaisable dans R. Pour les autres iden-
tifications, on doit considérer la conjonction des diségalités x ̸= y ∧ x ̸= e ∧ . . . et alors
ϕT ξ ∧ ξ ̸= est insatisfaisable. En définitive, la formule ϕR ∧ ϕT est insatisfaisable dans
R∪T car ϕRξ ∧ ξ ̸= est insatisfaisable dans R ou ϕT ξ ∧ ξ ̸= est insatisfaisable dans T pour
toute identification ξ.

L’algorithme proposé par Nelson et Oppen aurait déduit

T |= ϕT ⇒ x = y ∨ x = e

puis propagé séparement x = y et x = e.

4.4.5 Application aux théories équationnelles
On s’intéresse naturellement à appliquer l’algorithme de combinaison de la satisfaisa-

bilité à deux théories E1 et E2 composées exclusivement d’axiomes égalitaires.
Un modèle particulier de Ei est l’algèbre libre

T (Fi,X )/ =Ei

engendrée par l’ensemble d’axiomes Ei. Le résultat fondamental dû à G .Birkhoff [Bir35,
BM70] permet d’étudier le problème de validité dans Ei grâce à T (Fi,X )/ =Ei puisque

Ei |= si = ti ⇔ T (Fi,X )/ =Ei|= si = ti.

Mais cette équivalence n’est valable que pour une égalité si = ti ou plus exactement une
conjonction d’égalités. Un algorithme de décision du problème du mot dans Ei ne fournit
ainsi qu’un algorithme de satisfaisabilité des formules

¬(
∧

k∈K

si,k = ti,k) =
∨

k∈K

si,k ̸= ti,k.

Une formule pure obtenue par purification n’a pas cette forme et ne pourra donc pas
être décidée. Les règles de combinaison de la satisfaisabilité ne permettent pas la décision
du problème du mot dans E1 ∪ E2 qui a été traité en début de chapitre.

Même la conjonction de formules pures

ϕ1 ∧ ϕ2 = (
∨

k1∈K1

s1,k1 ̸= t1,k1) ∧ (
∨

k2∈K2

s2,k2 ̸= t2,k2)

ne peut être décidée car les formules obtenues après identification des variables sont encore
trop complexes pour l’algorithme disponible dans chaque théorie équationnelle.

En conclusion, l’algorithme de combinaison de la satisfaisabilité n’est pas adapté à
l’union disjointe des théories équationnelles. Nous avons vu en début de chapitre quelles



4.4. Satisfaisabilité 153

sont les étapes supplémentaires nécessaires à la décision du problème du mot dans l’union
des théories équationnelles. Il n’est pas étonnant en effet qu’un algorithme de satisfaisa-
bilité pour un modèle particulier, en l’occurrence

T (F1 ∪ F2,X )/ =E1∪E2 ,

soit une spécialisation d’un algorithme de satisfaisabilité pour l’ensemble des modèles de
E1 ∪ E2.

L’extension de l’algorithme de combinaison de la satisfaisabilité à des mélanges de
théories non disjointes n’a pas encore été menée, mais il semble que la construction du
modèle pour la preuve du théorème 4.15 se généralise très bien lorsque seules les constantes
sont partagées et qu’il n’y a pas deux constantes représentant le même élément du do-
maine. Cette hypothèse sera reprise pour la définition au chapitre 6 d’un langage de
contraintes dans lequel un algorithme de résolution symbolique s’obtient par combinai-
son.
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5
Résolution de contraintes dans les

algèbres finies

Ce chapitre est consacré à l’étude d’algorithmes de résolution dans des structures
algébriques basées sur des domaines finis. Nous nous intéresserons en premier lieu aux
anneaux et algèbres booléennes où l’unification a la propriété d’être unitaire. Deux mé-
thodes anciennes ont été récemment redécouvertes. Nous les rappellerons en les appliquant
uniquement à l’unification dans l’anneau booléen à deux éléments ou à l’algèbre de Boole
associée.

Il y a souvent confusion entre l’algèbre de Boole et les booléens, entre l’algèbre ini-
tiale et la variété équationnelle engendrée par les axiomes booléens. Nous verrons que
cette confusion est pleinement justifiée. En conséquence, l’algorithme d’unification dans
l’algèbre initiale fournit un algorithme d’unification dans la variété équationnelle. Par ce
biais, le problème est repositionné dans un contexte plus standard en théorie de l’unifica-
tion.

Les propriétés de l’algèbre de Boole se généralisent à d’autres algèbres finies dites
primales qui par définition ont une structure algébrique suffisamment riche pour permettre
d’exprimer n’importe quelle fonction par un terme. Nous allons poursuivre l’approche
initialisée dans [Büt89, Büt88, BES+90] qui consiste à plonger toute algèbre finie dans
une algèbre primale par adjonction d’opérateurs.

L’objectif est de mettre en évidence des classes d’algèbres ayant les mêmes bonnes
propriétés que celles de l’algèbre de Boole. Le concept d’algèbre primale sera ainsi gé-
néralisé à d’autres structures potentiellement infinies, comme par exemple la structure
des pseudo-booléens qui contient les entiers et les booléens. L’algorithme de résolution
de contrainte introduit pour les algèbres finies sera étendu à ces structures mélangeant
l’arithmétique sur les entiers et un ou plusieurs domaines finis.

5.1 Anneaux booléens
Les anneaux booléens ont suscité beaucoup d’intérêt en déduction automatique. C’est

une théorie équationnelle dont la complétion modulo des égalités AC termine et donne un
système de réécriture pour décider du problème du mot. L’unification dans les anneaux
booléens a elle aussi connu un vif regain d’interêt ces dernières années car elle offre la
particularité d’être unitaire.

155
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5.1.1 Problème du mot
La classe des anneaux booléens est définie par l’ensemble des axiomes BR construit

sur l’ensemble des symboles de fonctions FBR = {0, 1,∧,⊕}.

BR =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x⊕ 0 = x
x⊕ x = 0
x ∧ 0 = 0
x ∧ 1 = x
x ∧ x = x

x ∧ (y ⊕ z) = (x ∧ y)⊕ (x ∧ z)
x⊕ x = 0
x ∧ y = y ∧ x

(x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z)
x⊕ y = y ⊕ x

(x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z)
x ∧ y = y ∧ x

(x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z)

Un anneau booléen est un modèle de BR.
Le système de règles de réécriture obtenu après complétion modulo les axiomes d’as-

sociativité et commutativité de ∧ et ⊕ a été donné pour la première fois par Hsiang et
Dershowitz [HD83]. Il peut s’obtenir de façon automatique par un logiciel de complétion
supportant l’unification associative-commutative [KK86].

x⊕ 0 → x

x⊕ x → 0

x ∧ 0 → 0

x ∧ 1 → x

x ∧ x → x

x ∧ (y ⊕ z) → (x ∧ y)⊕ (x ∧ z)

La réécriture par ces règles et modulo l’associativité-commutativité de ∧ et ⊕ fournit
un algorithme de décision de l’égalité dans les anneaux booléens. L’étroite liaison existant
entre anneaux et algèbres booléennes permet de dériver un système de réécriture de termes
contenant éventuellement le ¯ (non) et le ∨ (ou). Il suffit de rajouter les règles suivantes:

x ∨ y → (x ∧ y)⊕ x⊕ y

x̄ → x⊕ 1

pour transposer le problème dans les anneaux booléens.
L’égalité dans les algèbres booléennes est donc elle aussi décidable par réécriture. Le

système canonique utilisé n’est cependant pas construit sur les seuls symboles de fonctions
{0, 1,∧, ,̄ +} définissant une algèbre booléenne. La définition d’une algèbre booléenne sera
précisée ultérieurement.

L’existence d’un système canonique pourrait motiver l’utilisation de techniques de
surréduction afin de construire une procédure d’unification, voire un algorithme. Cette idée
est à proscrire de par les propriétés exemplaires de cette théorie concernant l’unification.
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5.1.2 Unification
La résolution d’équations dans les anneaux booléens a été traitée depuis fort long-

temps, l’une des deux méthodes présentées dans ce qui suit étant due à Boole, l’autre
plus récente a été présentée par Löwenheim au début du siècle. Ces deux algorithmes
de résolution ont été repris récemment par U. Martin & T. Nipkow [MN86, MN89] et
W. Büttner & Simonis [BS87] dans un cadre plus conforme à la théorie de l’unification.
L’objectif de ce paragraphe est d’exposer ces différents algorithmes et d’en montrer les
avantages et surtout les inconvénients.

Par souci de commodité, ces algorithmes sont présentés uniquement dans l’algèbre
initiale de BR de domaine {0, 1}, c’est-à-dire l’anneau booléen à deux éléments {0, 1}
noté 2, même s’ils sont valables pour tout modèle de BR.

Définition 5.1 Les termes booléens t formés sur les symboles FBR contenant n variables
x1, . . . , xn seront notés si nécessaire t(x1, . . . , xn) et sont interprétés comme des fonctions
booléennes de 2n → 2. Si b ∈ 2n alors t(b) correspond à la valeur de cette fonction en b.

Lemme 5.1 Le problème d’unification entre termes booléens t1=?t2 est équivalent au
problème de filtrage t1 ⊕ t2=?0.

Preuve : Les équations t1=?t2, t1 ⊕ t2=?t2 ⊕ t2 puis finalement t1 ⊕ t2=?0 par l’axiome
x⊕ x = 0 ont le même ensemble de solutions. ✷

Seules les équations t=?0 seront donc considérées par la suite.
L’unification dans les anneau booléens est unitaire. Elle s’apparente donc à l’unification

dans la théorie vide, elle aussi unitaire. Pourtant, à la différence de la théorie vide, il existe
un nombre infini d’unificateurs principaux équivalents entre eux. En effet, il existe un
unique terme dans chaque classe d’équivalence modulo ∅ mais une infinité dans chaque
classe d’équivalence modulo BR. Pour choisir un bon unificateur principal, il va donc
falloir des critères comme celui introduit ci-dessous.

Définition 5.2 Un unificateur σ de t=?0 tel que VRan(σ) = V(t) est reproductif si pour
tout b solution de t=?0, i.e. t(b) = 0, on a

(x1σ(b), . . . , xnσ(b)) = b.

Un unificateur reproductif possède donc la particularité de représenter l’ensemble des
solutions.

Proposition 5.1 Un unificateur reproductif est un unificateur principal.

Preuve : Etant donnés φ un unificateur et σ un unificateur reproductif, on montre que
σ ≤V(t)

BR φ.

Soit m = V(tφ) le nombre de variables apparaissant dans l’équation substituée. Pour
tout m-uplet b′ on a

∀i ∈ {1, . . . , n}, xiσ(x1φ(b′), . . . , xnφ(b′)) = xiφ(b′)

puisque φ est un unificateur de t=?0, c’est-à-dire

t(x1φ(b′), . . . , xnφ(b′)) = 0.

Nous avons donc ∀xi ∈ V(t), xiσφ = xiφ et par conséquent σ ≤V(t)
BR φ. ✷
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L’avantage des méthodes de Boole et Löwenheim est de retourner directement un
unificateur reproductif et donc principal.

Théorème 5.1 (Méthode de Boole [Boo47]). Soit un problème d’unification

t(x1, . . . , xn)=?0.

Si la substitution σ est définie par

σ = {x1 9→ (t(0, x2, . . . , xn)⊕ t(1, x2, . . . , xn)⊕ 1) ∧ x1 ⊕ t(0, x2, . . . , xn)}σ′,

et σ′ un unificateur principal de

t(0, x2, . . . , xn) ∧ t(1, x2, . . . , xn)=?0

alors σ est un unificateur principal de t=?0.

Pour le début de la récurrence, il s’agira de remarquer que l’identité est un unificateur
reproductif si t = 0.

Preuve : (Idée). On se contente de vérifier par récurrence sur le nombre de variables n
que si σ est un unificateur de t=?0 alors il est reproductif.

Lorsque n = 0, on peut remarquer que l’identité est un unificateur reproductif si
t = 0.

Considérons n > 0 et une solution b de t=?0. Soit b = (0, b2, . . . , bn) et x1σ(b) =
t(0, b2, . . . , bn) = 0. Soit b = (1, b2, . . . , bn) et x1σ(b) = t(0, b2, . . . , bn)⊕t(0, b2, . . . , bn)⊕
1 = 1. Dans tous les cas, la première composante est reproduite. En supposant σ′

reproductif, on obtient

(x1σ(b), x2σ
′(b), . . . , xnσ

′(b)) = (x1σ(b), b2, . . . , bn) = (b1, . . . , bn).

✷

Exemple 5.1 Considérons le terme t = (x1 ⊕ x2) ∧ x1. L’unificateur principal est

σ = {x1 9→ (0⊕ (1⊕ x2)⊕ 1) ∧ x1}σ′,

avec σ′ unificateur principal de 0 ∧ x2=?0. Comme 0 ∧ x2 =BR 0, on peut prendre la
substitution identité pour σ′. Après simplification, on obtient σ = {x1 9→ x1 ∧ x2} et l’on
vérifie que

tσ = (x1 ∧ x2 ⊕ x2) ∧ x1 = x1 ∧ x2 ⊕ x1 ∧ x2 = 0.

L’algorithme implanté dans CHIP et présenté dans [BS87] se base sur la méthode de
Boole. Les variables introduites par unification sont renommées, et toutes les variables du
problème à unifier ne sont pas nécessairement instanciées.

Le renommage des variables dans l’unificateur principal permet de considérer l’unifi-
cateur principal comme un problème équationnel en forme résolue, et d’adopter ainsi une
approche par règles de transformation de problèmes équationnels.
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Les variables n’ont pas à être toutes instanciées si le test d’arrêt est t =BR 0 avec
t non clos, au lieu de t = 0 avec t clos. Cette optimisation a déjà été pratiquée dans
l’exemple 5.1.

Une autre implantation de la méthode figure dans [RT90].
L’autre méthode dûe à Löwenheim nécessite la connaissance d’une solution particu-

lière, un problème annexe traité dans [MN88] pour le cas général et qui n’est pas considéré
ici car évident dans 2.

Théorème 5.2 (Méthode de Löwenheim [Löw08]). Soit b′ une solution particulière de

t(x1, . . . , xn)=?0.

La substitution σ définie par

σ =
n⋃

i=1

{xi 9→ xi ⊕ t(x1, . . . , xn) ∧ (xi ⊕ b′i)}

est un unificateur principal de t=?0.

Preuve : Cette méthode retourne un unificateur reproductif: si t(b) = 0 alors

(x1σ(b), . . . , xnσ(b)) = (b1 ⊕ t(b) ∧ (b1 ⊕ b′1), . . . , bn ⊕ t(b) ∧ (bn ⊕ b′n))

= (b1 ⊕ 0 ∧ (b1 ⊕ b′1), . . . , bn ⊕ 0 ∧ (bn ⊕ b′n))

= (b1, . . . , bn).

Pour les non solutions b vérifiant t(b) = 1, on obtient

(x1σ(b), . . . , xnσ(b)) = (b1 ⊕ (b1 ⊕ b′1), . . . , bn ⊕ (bn ⊕ b′n))

= (b′1, . . . , b
′
n).

✷

L’ensemble des solutions est reproduit et on associe aux non solutions une solution
particulière b′. Ce principe sera généralisé dans la section suivante.

Exemple 5.2 Considérons le terme t = x1 ∧ x2 et la solution particulière (0, 0) telle que
t(0, 0) = 0. Un unificateur principal est

σ = {x1 9→ x1 ⊕ x1 ∧ x2, x2 9→ x2 ⊕ x1 ∧ x2}

et l’on vérifie que tσ = (x1 ⊕ x1 ∧ x2) ∧ (x2 ⊕ x1 ∧ x2) = x1 ∧ x2 ⊕ x1 ∧ x2 = 0.

Le gros inconvénient des deux méthodes, surtout de la seconde, est d’introduire autant
de variables que de variables initialement dans le problème. L’unification ne simplifie pas
le problème en nombre de variables. L’algorithme [BES+90] exposé plus en détail par la
suite n’a pas cet inconvénient, il introduit un nombre minimal de variables. Le problème
après unification s’en trouve simplifié, même si l’ensemble des solutions est conservé. Le
prix à payer est le calcul cette fois de l’ensemble des solutions et non plus, comme pour
la méthode de Löwenheim, d’une seule solution.
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5.2 Algèbres booléennes et primales
Nous avons déjà introduit de façon implicite une algèbre booléenne en définissant le ∨

(ou) et le ¯ (non) par rapport à un anneau booléen. Il aurait été tout aussi naturel [Rud74]
d’introduire d’abord la notion d’algèbre booléenne puis celle d’anneau en posant x⊕ y =
(x̄ ∧ y) ∨ (x ∧ ȳ). La présentation équationnelle BA sur l’ensemble des symboles FBA =
{0, 1,∧,∨, }̄ ci-dessous est celle tirée de [SA91].

BA =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x ∨ 0 = x
x ∧ 1 = x

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)
x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)
(x ∨ y) ∧ y = y
(x ∧ y) ∨ y = y

x ∨ x̄ = 1
x ∧ x̄ = 0
x ∧ y = y ∧ x

(x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z)
x ∨ y = y ∨ x

(x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z)

Une algèbre booléenne est un modèle de BA.
La structure d’anneau booléen a souvent été préférée en déduction automatique à

celle d’algèbre booléenne car elle offre, nous l’avons déjà évoqué, un parfait exemple de
réécriture modulo un ensemble d’égalités AC alors que la présentation équationnelle BA
n’admet pas de système réécriture canonique [SA91].

Pourtant, la réécriture modulo AC, bien qu’elle fournisse une méthode élégante de
décision de l’égalité, n’est pas un outil particulièrement efficace. Par ailleurs, le fait que
l’égalité dans BR soit aussi celle dans 2 incite à ne considérer que l’anneau booléen 2
dans lequel le problème du mot est simplement un problème de combinatoire.

Nous allons nous intéresser plus particulièrement aux algèbres finies dont le domaine
et l’ensemble des opérations sont finis. Un exemple de base est l’algèbre de Boole B à deux
éléments {0, 1}. Il est bien connu dans cette algèbre que toute fonction de {0, 1}m vers
{0, 1} peut être représentée par un terme qui est la somme de ses monômes. Cette dé-
composition symbolique est du plus grand interêt pour l’unification. Les algèbres vérifiant
cette propriété bien singulière sont dites primales.

Dans un premier temps, on précise la relation entre terme et fonction.
Soit A une F -algèbre de domaine A avec F un ensemble fini de symboles. Un terme t

formé sur l’ensemble des symboles de fonctions F et un ensemble de variables x1, . . . , xm

définit une fonction tA de Am vers A comme suit:

∀(a1, . . . , am) ∈ Am, tA(a1, . . . , am) = α(t),

où α est une assignation qui associe la valeur ai à la variable xi pour tout i ∈ [1 . . .m].
Réciproquement, si toute fonction est l’interprétation fonctionnelle d’un terme alors

A est dite primale [Fos53, Nip90].

Définition 5.3 Une F-algèbre A est primale si toute fonction f : Am → A d’arité m
non nulle est égale à tA pour un terme t de T (F ,X ).



5.2. Algèbres booléennes et primales 161

Une algèbre primale est par définition une algèbre engendrée par les termes. Mais la
réciproque est fausse puisque l’algèbre de termes avec un ensemble fini de symboles n’est
pas primale.

Proposition 5.2 Si A est une F-algèbre primale ayant un ensemble de symboles de
fonctions F fini, alors A est une algèbre finie.

Preuve : Si le domaine A de A est infini, alors

{fA ◦ g | g : Am → Ap, fA ∈ (Fp)A}

est strictement inclus dans {Am → A}. ✷

Nous supposerons dorénavant un ensemble fini de symboles de fonctions F et sous cette
condition, une algèbre primale est une algèbre finie. Mais la réciproque est évidemment
fausse. L’idée de W. Büttner pour manipuler de façon homogène l’ensemble des algèbres
finies est d’enrichir leurs structures algébriques pour que toutes deviennent primales. Nous
allons nous placer dans le même contexte.

Définition 5.4 Soit A une F-algèbre de domaine A = {0, . . . , n − 1}. L’algèbre finie
enrichie A a pour domaine A et pour symboles de fonctions

F = F ∪ {⊥, [1], . . . , [n− 2],⊤, C0, . . . , Cn−1, +, ·}

interprétés comme suit:

• ⊥A = 0

• ⊤A = n− 1

• ∀i ∈ A \ {0, n− 1}, [i]A = i

• ∀i ∈ A, ∀x ∈ A, CiA(x) = n− 1 si x = i, 0 sinon

• ∀(x, y) ∈ A2, x +A y = max(x, y)

• ∀(x, y) ∈ A2, x ·A y = min(x, y).

Exemple 5.3 L’algèbre de domaine A = {0, 1} muni des seuls opérateurs d’enrichisse-
ment est l’algèbre de Boole B à un renommage près des symboles: le symbole + correspon-
dant à ∨ (ou), · à ∧ (et), C0 à ¯ (non). L’opérateur C1 est l’identité: C1(x) = x. L’algèbre
de Boole sera souvent pris pour les exemples; c’est la plus intéressante “sur le papier” car
la combinatoire inhérente au domaine y est limitée.

L’algèbre A est primale puisque toute fonction f : Am → A est égale à l’interprétation
fonctionnelle du terme

∑

(a1,...,am)∈Am

Ca1(x1) · · ·Cam(xm) · [f(a1, . . . , am)] (POST )

où [f(a1, . . . , am)] est la constante dont l’interprétation vaut la valeur de f en (a1, . . . , am).
Ce terme représente la table de vérité de la fonction f . L’adjonction de nouveaux opéra-
teurs permet ainsi une représentation symbolique d’une fonction sur un domaine fini.
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5.3 Une présentation équationnelle pour les algèbres
primales

Nous allons maintenant construire une théorie équationnelle qui, par remplacement
d’égal par égal, permet d’obtenir une forme canonique pour tout terme t qui est la dé-
composition de (POST ) de la fonction tA. La table de vérité de l’ interprétation fonc-
tionnelle d’un terme t peut donc être obtenue par raisonnement équationnel à partir de
la connaissance des tables de vérité des fonctions F A.

Définition 5.5 Soit AF l’ensemble fini d’axiomes sur T (F ,X ) donné en figure 5.1.

x + (y + z) = (x + y) + z (1)
x + y = y + x (2)

x · (y · z) = (x · y) · z (3)
x · y = y · x (4)

x · (y + z) = x · y + x · z (5)
x + (y · z) = (x + y) · (x + z) (6)

x +⊥ = x (7)
x +⊤ = ⊤ (8)
x ·⊥ = ⊥ (9)
x ·⊤ = x (10)
x + x = x (11)
x · x = x (12)

∀f ∈ Fp, ∀i ∈ A, Ci(f(x1, . . . , xp)) =
∑

fA(i1,...,ip)=i Ci1(x1) · · ·Cip(xp) (13)
∀i ∈ A, Ci([i]) = ⊤ (14)

∀(i, j) ∈ A2, i ̸= j, Ci(x) · Cj(x) = ⊥ (15)∑n−1
i=0 Ci(x) = ⊤ (16)∑n−1

i=0 Ci(x) · [i] = x (17)

Figure 5.1. La présentation équationnelle AF

Lorsque n = 2 et F = ∅ alors cet ensemble d’axiomes est une autre présentation de la
théorie équationnelle BA. Nous verrons que la présentation AF joue le même rôle pour
A que BA pour l’algèbre de Boole B.

Exemple 5.4 L’ égalité Ci([j]) = ⊥ avec i ̸= j est un théorème dans AF :
∀(i, j) ∈ A2, i ̸= j,

⊥ =AF Ci([j]) · Cj([j]) par (15)

=AF Ci([j]) ·⊤ par (14)

=AF Ci([j]) par (10)

Définition 5.6 La forme canonique d’un terme t de T (F ,X ) est
∑

{α:V(t)→A}

∏
α(V(t)) · [α(t)] (CAN)
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Cette forme canonique est à comparer à la décomposition précédente (POST ) où f
vaut tA et f(a1, . . . , am) vaut α(t). Afin de simplifier la notation, le produit

∏
x∈V Cα(x)(x)

sera désormais désigné par
∏
α(V ) et appelé atome. Cette terminologie provient de [BES+90]

où l’ensemble des interprétations fonctionnelles
∏
α(V ) sont les atomes d’une algèbre boo-

léenne de fonctions.
Remarque : La somme vide est définie égale à ⊥ et le produit vide égal à ⊤. Avec ces
définitions, pour un terme clos on a

t =AF

∑

{α:∅→A}
⊤ · [α(t)] =AF [α(t)],

où α est l’unique homomorphisme de T (F) vers A puisque T (F) est l’algèbre initiale de
la classe des F-algèbres.

Lemme 5.2 Un terme t de T (F ,X ) est égal modulo AF à sa forme canonique.

Preuve : On prouve tout d’abord par induction structurelle sur les termes que

∀i ∈ A, ∀t ∈ T (F ,X ), Ci(t) =AF

∑

{α:V(t)→A|α(t)=i}

∏
α(V(t)). (CANi)

Cette égalité est vrai pour les variables:

∀x ∈ X , Ci(x) =AF

∑

{α:{x}→A|α(x)=i}
Cα(x)(x)

car il s’agit ici d’une égalité syntaxique. Pour les constantes, on a:

∀j ∈ A, Ci([j]) =AF

∑

{α:∅→A|α([j])=i}
⊤

Si j = i alors la somme est non vide et donc Ci([j]) =AF ⊤, sinon la somme est vide
et Ci([j]) =AF ⊥.

Considérons maintenant un terme t = f(t1, . . . , tp). On suppose (CANi) vrai sur les
sous termes t1, . . . , tp. Il faut s’intéresser plus particulièrement au produit de Ci1(t1)
et Ci2(t2) qui est égal modulo AF à la somme des produits

∏
α1(V(t1)) ·

∏
α2(V(t2)),

pour tout couple

(α1,α2) ∈ {α1 : V(t1)→ A | α1(t1) = i1}× {α2 : V(t2)→ A | α2(t2) = i2}

tel que
∀x ∈ V(t1) ∩ V(t2), α1(x) = α2(x). (⋆)

Les assignations α1 ∪ α2, uniquement définies lorsque (α1,α2) satisfont la condition
(⋆), sont les assignations α : V(t1) ∪ V(t2) → A telles que α(t1) = i1 et α(t2) = i2.
Le produit ∏

(α1 ∪ α2)(V(t1) ∪ V(t2))
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est égal modulo AF à ∏
α1(V(t1)) ·

∏
α2(V(t2)),

puisque (·) est idempotent. Les produits associés aux couples ne satisfaisant pas la
condition (⋆) sont AF -égaux à ⊥ par l’axiome (15). Par conséquent

Ci1(t1) · Ci2(t2) =AF

∑

{α:V(t1)∪V(t2)→A|∧2
j=1α(tj )=ij}

∏
α(V(t1) ∪ V(t2)),

et plus généralement, lorsque le produit est itéré, on obtient

p∏

j=1

Cij (tj) =AF

∑

{α:∪p
j=1V(tj)→A|∧p

j=1α(tj)=ij}

∏
α(∪p

j=1V(tj)).

En utilisant ensuite l’axiome (13), on peut conclure que Ci(t) est AF -égal à la somme
des produits

∏
α(V(t)) tels que il existe (i1, . . . , ip) ∈ Ap vérifiant fA(i1, . . . , ip) = i

et la conjonction

p∧

j=1

α(tj) = ij .

Ou encore
Ci(t) =AF

∑

{α:V(t)→A|α(t)=i}

∏
α(V(t)).

Finalement par l’axiome (17), on trouve la forme canonique annoncée pour tout
terme t:

t =AF

∑

{α:V(t)→A}

∏
α(V(t)) · [α(t)].

✷

Il est possible de rajouter aux variables de t d’autres variables V car

∑

{α:V→A}

∏
α(V ) =AF

∏

x∈V

(
∑

{α:{x}→A}
Cα(x)(x))

=AF

∏

x∈V

⊤ by (16)

=AF ⊤.

Ensuite

t =AF

∑

{α:V(t)→A}
⊤ ·

∏
α(V(t)) · [α(t)]

=AF

∑

{α:V(t)∪V→A}

∏
α(V(t) ∪ V ) · [α(t)].

Cette adjonction de variables dans la forme canonique va servir pour la preuve de la
prochaine proposition. Celle-ci permet d’expliquer pourquoi l’unification dans l’algèbre
de Boole et l’unification dans la classe des modèles de BA est identique. Une propriété
analogue existe entre A et AF qui justifie l’utilisation de termes à la place de fonctions.
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Proposition 5.3 Les F-algèbres A et T (F ,X )/ =AF ont le même ensemble de théorèmes
équationnels: pour toute égalité (s = t), A |= s = t si et seulement si s =AF t.

Preuve : (⇒ : une égalité valide dans A est une AF -égalité.). Le lemme 5.2 établit que

s =AF

∑

{α:V(s)∪V(t)→A}

∏
α(V(s) ∪ V(t)) · [α(s)]

et
t =AF

∑

{α:V(t)∪V(s)→A}

∏
α(V(t) ∪ V(s)) · [α(t)].

Avec par hypothèse
∀α ∈ ASSX

A , α(s) = α(t).

Par conséquent s =AF t.

(⇐) Il suffit de vérifier que tous les axiomes de la présentation AF sont valides dans
A. ✷

Proposition 5.4 Les F-algèbres A et T (F)/ =AF sont isomorphes.

Preuve : Par application du lemme 5.2 aux termes clos, on obtient

∀t ∈ T (F), t =AF [h(t)], (⋆⋆)

où h est l’unique homomorphisme de T (F) vers A. C’est une surjection. En consi-
dérant T (F) quotientée par =AF on obtient une bijection puisque

• si h(s) = h(t) alors s =AF t par (⋆⋆),

• si h(s) ̸= h(t) alors A ̸|= h(s)] = [h(t)] et [h(s)] ̸=AF [h(t)], grâce à la proposi-
tion 5.3. Donc s ̸=AF t.

✷

Corollaire 5.1 La présentation (F , AF ) est ω-complète, i.e. les algèbres T (F ,X )/ =AF

et T (F)/ =AF ont les mêmes théorèmes équationnels.

Ce résultat peut s’appliquer à toute algèbre primale A pours lesquelles les opérateurs
+, ·, C0, . . . , Cn−1 sont alors inutiles puisque il existe des termes

t+, t·, tC0 , . . . , tCn−1 , t⊥, . . . , t⊤

dont les interprétations fonctionnelles sont respectivement les fonctions

+A, ·A, C0A, . . . , Cn−1A,⊥A, . . . ,⊤A.

Il est alors possible de les réécrire dans les axiomes de AF pour obtenir une présentation
PA. Cette méthode “par réécriture” n’est absolument pas opérationnelle mais donne un
schéma de construction d’une présentation équationnelle pour n’importe quelle algèbre
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primale. Pour formaliser cette traduction, il suffit de considérer le système de réécriture
suivant:

TRANS =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + y → t+
x · y → t·
C0(x) → tC0

...
Cn−1(x) → tCn−1

⊥ → t⊥
...
⊤ → t⊤

où les axiomes non orientés correspondants sont par définition valides dans A. Ce système
de réécriture est trivialement convergent:

• La terminaison peut être prouvée en prenant un ordre de simplification comme un
RPO où les symboles de fonctions F\F sont supérieurs que tous les symboles de F
suivant l’ordre de précédence.

• La confluence locale est dûe à l’absence de paires critiques.

Pour tout terme t ∈ T (F ,X ) sa forme normale par rapport à TRANS, désignée par
t ↓TRANS, est un terme de T (F ,X ). Soit PA la présentation obtenue par normalisation
par rapport à TRANS des axiomes AF :

PA = {(l ↓TRANS= r ↓TRANS)|(l = r) ∈ AF}.

On pourra remarquer que tout axiome de PA est valide dans A. Il est ensuite facile de
prouver par induction sur la longueur des preuves =AF que

∀s, t ∈ T (F ,X ), s =AF t =⇒ s ↓TRANS=PA t ↓TRANS .

La réciproque est aussi vraie: s ↓TRANS=PA t ↓TRANS implique que s ↓TRANS=A t ↓TRANS

avec s =A s ↓TRANS et t =A t ↓TRANS. Ainsi s =A t et s =AF t.
Comme les termes de T (F ,X ) sont en forme normale par rapport à TRANS, nous

avons
∀s, t ∈ T (F ,X ), s =PA t⇐⇒ s =AF t⇐⇒ s =A t⇐⇒ s =A t.

De façon analogue, on peut observer que T (F)/ =PA et A sont isomorphes, ce qui conduit
au théorème suivant:

Théorème 5.3 Une algèbre primale est l’algèbre initiale d’une présentation équationnelle
ω-complète.

Ce théorème va justifier les techniques de combinaison mises en œuvre dans le chapitre
suivant.



5.4. Unification dans les algèbres finies 167

5.4 Unification dans les algèbres finies
Les méthodes classiques d’unification booléenne ont été étendues aux algèbres primales

par T. Nipkow [Nip88, Nip90]. Nous allons à présent les appliquer à notre contexte en
reprenant rigoureusement les mêmes notations que celles utilisées pour l’unification dans
2, ainsi que la notion d’unificateur reproductif.

Lemme 5.3 Le problème d’unification t1=?t2 entre termes t1, t2 ∈ T (F ,X ) est équi-
valent à un problème de filtrage t=?0.

Preuve : Le terme t vaut
C0(

∑

i∈A

Ci(t1) · Ci(t2)).

✷

Dorénavant, seules les équations t=?0 seront considérées.
La méthode de Boole ou élimination successive de variables est basée sur le lemme

suivant.

Lemme 5.4 L’ équation t(x1, . . . , xm)=?0 a une solution si et seulement si

∏

i∈Am

t(i) = 0.

La construction d’un unificateur reproductif par élimination successive nécessite un
terme discriminant pour sélectionner un m-uplet lorsqu’il est ou non solution.

Définition 5.7 Le terme discriminant d(x, y, z) est défini comme suit:

d(x, y, z) = C0(x) · y + (
∑

i̸=0

Ci(x)) · z

La fonction correspondante vaut y si x = 0 sinon elle vaut z. Ce terme est utilisé pour
la construction d’un unificateur reproductif.

Théorème 5.4 (Méthode de Boole). Soit un problème d’unification

t(x1, . . . , xm)=?0.

Si la substitution σ est définie par

σ = {x1 9→ (d(t(x1, . . . , xm), x1,
∑

i∈A

C0(t(i, x2, . . . , xm)) · [i])}σ′,

et σ′ un unificateur principal de

∏

i∈A

t([i], x2, . . . , xm)=?0

alors σ est un unificateur principal de t=?0.
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Preuve : On montre par récurrence sur le nombre de variables que

(x1σ(i), . . . , xmσ(i)) = i

si t(i) = 0, ou sinon il existe un m-uplet j tel que t(j) = 0 et

(x1σ(i), . . . , xmσ(i)) = j.

Si t(i1, i) = 0 alors

x1σ(i1, i) = d(t(i1, x2σ
′(i), . . . , xmσ

′(i)), i1, . . .)

= d(t(i), i1, . . .)

car σ′ satisfait l’hypothèse de récurrence. Ensuite, comme t(i1, i) = 0, on a x1σ(i) =
i1. Pour les autres variables d’indice k > 1, xkσ(i) = xkσ′(i) = ik par hypothèse.

Si t(i1, i) ̸= 0 alors

x1σ(i1, i) = d(t(i1, x2σ
′(i), . . . , xmσ

′(i)), i1, . . .)

= d(t(i1, j2, . . . , jm), i1, . . .)

car σ′ satisfait l’hypothèse de récurrence. Si t(i1, j2, . . . , jm) = 0 alors j1 = i1, sinon
il existe un élément j1 tel que t(j1, . . . , jm) = 0 et

j1 =
∑

i∈A

C0(t(j1, . . . , jm)) · i.

Ainsi il existe (j1, . . . , jm) tel que t(j1, . . . , jm) = 0 et

(x1σ(i1, i), . . . , xmσ
′(i1, i)) = (j1, . . . , jm)

avec t(j1, . . . , jm) = 0, c’est-à-dire

(x1σ(i1, i), . . . , xmσ(i1, i)) = (j1, . . . , jm)

puisque xkσ = xkσ′ pour k > 1.

Par conséquent, pour tout i ∈ Am, on a

t(x1σ(i), . . . , xmσ(i)) = 0,

et la substitution σ est donc un unificateur de t=?0. Cet unificateur est principal
puisque reproductif. ✷

Exemple 5.5 Soit la F -algèbre finie de domaine {0, 1, 2} avec {0, 1, 2, C0, C1, C2, +, ·, ∗3}
et ∗3 interprété par la multiplication modulo 3.

Considérons le problème x1 ∗3 x2=?0. Un unificateur principal est

σ = {x1 9→ C0(x1 ∗3 x2) · x1 + (C0(x2) · 1+ C0(2 ∗3 x2) · 2) · (C1(x1 ∗3 x2) + C2(x1 ∗3 x2))}σ′

où σ′ est la substitution identité puisque (0 ∗3 x2) · x2=?0⇔ 0=?0.
On remarquera que l’interprétation de ∗3 ne sert que pour le test d’arrêt.
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Le terme discriminant permet aussi de construire un unificateur reproductif par la
méthode de Löwenheim.

Théorème 5.5 (Méthode de Löwenheim). Soit i′ = (i′1, . . . , i
′
m) ∈ Am une solution par-

ticulière de
t(x1, . . . , xm)=?0.

La substitution σ définie par

σ =
m⋃

k=1

{xk 9→ d(t(x1, . . . , xm), xk, i
′
k)}

est un unificateur principal de t=?0.

Preuve : On montre que la substitution σ est un unificateur reproductif.

Si t(i) = 0 alors

∀k ∈ {1, . . . , m}, xkσ(i) = d(t(i), ik, i
′
k) = ik.

Si t(i) ̸= 0 alors

∀k ∈ {1, . . . , m}, xkσ(i) = d(t(i), ik, i
′
k) = i′k.

Par conséquent,
∀i ∈ Am, t(σ(i), . . . , σ(i)) = 0,

et σ est un unificateur principal. ✷

Exemple 5.6 (Suite de l’Exemple 5.5). L’unification de x1 ∗3 x2=?0 par la méthode de
Löwenheim donne

{x1 9→ C0(x1 ∗3 x2) · x1, x2 9→ C0(x1 ∗3 x2) · x2}

avec la solution particulière (0, 0). On remarquera que l’interprétation de ∗3 n’est néces-
saire que pour le calcul de cette solution particulière.

L’unification par ces deux méthodes ne simplifie pas vraiment le problème au sens
où les mêmes variables sont réintroduites. L’algorithme peut éventuellement s’appliquer
à d’autres types de contraintes mais il faut qu’elles soient préalablement transformées
en un problème de filtrage t=?0. L’algorithme que nous allons voir permet de traiter les
contraintes en général.

5.5 Un résolveur de contraintes
L’algorithme exposé maintenant ne repose pas sur les méthodes de Boole et Löwen-

heim. Cet algorithme, proposé pour la première fois par W. Büttner et al. [BES+90], a
l’avantage d’introduire aussi peu de variables que possible. La technique de preuve uti-
lisée ici est plus directe que celle donnée dans [BES+90] et elle permet de s’appliquer
directement à des contraintes quelconques et non plus seulement équationnelles.
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Définition 5.8 (Langage primal). Le langage de contraintes primal CLAF [ Σ ,X ] est dé-
fini par la signature Σ = ({s∗}, F ,P), la F -algèbre A et un ensemble de relations PA

sur A.

Dans ce langage de contraintes primal, Nous allons montrer qu’un ensemble complet
minimal de solutions symboliques contient au plus un élément qu’on appellera solution
principale.

Les contraintes auquels nous nous intéresserons plus particulièrement sont les équa-
tions, les diséquations et les inéquations. Par exemple si F = {0, 1, C0, +, ·}, P = {=?

, ̸=?,≤?} et X = {v, w, x, y, z} alors (x =? z · (z + 1)), (x + y ̸=? v · w), (x · y ≤? z + 1)
sont des contraintes atomiques de ce langage de contraintes primal.

Comme les algèbres considérées sont finies, l’ensembles des solutions SolA(c)|V(c) d’une
contrainte c est facilement calculable: il suffit de tester toutes les valeurs possibles et de
ne garder que celles qui satisfont la contrainte. On s’intéresse plus particulièrement à une
représentation symbolique de cet ensemble fini de solutions. Pour analyser ce problème,
nous allons caractériser une solution symbolique σ grâce à une application surjective de
l’ensemble des assignations ASSV(cσ)

A de nouvelles variables vers les assignations solutions
SolA(c)|V(c).

Etant donné une contrainte c, une substitution σ définit une application

σc : ASSV(cσ)
A 9→ ASSV(c)

A

qui associe à tout α ∈ ASSV(cσ)
A un assignation définie par

∀x ∈ V(c), σc(α)(x) = α(xσ).

Cette relation s’étend aisément par induction structurelle aux termes formés sur V(c):

∀t ∈ T (F ,V(c)), σc(α)(t) = α(tσ).

On note I(σc) le rang de cette application σc, I(σc) = {σc(α)|α ∈ ASSV(cσ)
A }.

Exemple 5.7 Dans l’algèbre de Boole, considérons l’équation c = (x =? x + y) et la
substitution σ = {y 9→ x}. σc associe à (x 9→ 0) l’assignation (x 9→ 0)(y 9→ 0) et à
(x 9→ 1) l’assignation (x 9→ 1)(y 9→ 1).

Le résultat suivant réduit la recherche d’une solution symbolique à une condition
nécessaire et suffisante sur σc.

Proposition 5.5 Une substitution σ est une solution symbolique d’une contrainte c si et
seulement si I(σc) ⊆ SolA(c)|V(c).

Preuve : Il suffit de considérer une contrainte atomique c = p(t1, . . . , tm), où p est un
prédicat (ou =). Une substitution σ est une solution symbolique si et seulement si

∀α, (α(σ(t1)), . . . ,α(σ(tm))) ∈ pA

⇐⇒ ∀α, (σc(α)(t1), . . . , σc(α)(tm)) ∈ pA

⇐⇒ I(σc) ⊆ SolA(c)|V(c)

✷
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En particulier, une contrainte c n’a pas de solution symbolique si SolA(c) est vide.
La richesse algébrique des algèbres primales permet d’établir un lien entre le préordre

de subsomption et l’inclusion des assignations schématisées.

Proposition 5.6 Soient σ et σ′ deux substitutions et c une contrainte. Alors

σ ≤V(c)
AF σ′ si et seulement si I(σ′c) ⊆ I(σc).

Preuve : (⇐) Une assignation de V(cσ′) vers A est notée ici α′. Par hypothèse, nous
avons

∀α′∃α, ∀x ∈ V(c),α′(xσ′) = σ′c(α
′)(x) = σc(α)(x) = α(xσ).

Il existe donc
u : ASSV(cσ′)

A → ASSV(cσ)
A

tel que
∀α′ ∀x ∈ V(c), α′(xσ′) = u(α′)(xσ).

Soit µ la substitution

{x 9→
∑

{α′:V(cσ′)→A}

∏
α′(V(cσ′)) · [u(α′)(x)]}x∈V(cσ).

D’après l’interprétation des opérateurs de F , on a µcσ = u. Par conséquent,

∀α′ ∀x ∈ V(c), α′(xσµ) = µcσ(α
′)(xσ) = u(α′)(xσ) = α′(xσ′).

Ou encore, dans la théorie équationelle AF :

∀x ∈ V(c), xσ′ =AF xσµ.

(⇒) La notation est analogue à la première partie de la preuve. On peut supposer
sans perte de généralité que V(cσµ) = V(cσ′).

∀α′ ∀x ∈ V(c), σ′c(α
′)(x) = α′(xσ′)

= α′(xσµ)

= µcσ(α
′)(xσ)

= σc(µcσ(α
′))(x).

C’est-à dire I(σ′c) ⊆ I(σc). ✷

Corollaire 5.2 S’il existe une substitution σ telle que I(σc) = SolA(c)|V(c), alors σ est
une solution principale de c.

Le problème est maintenant de prouver l’existence d’une telle substitution σ. Pour se
faire, il suffit de construire une application σc de l’ensemble des assignations de nouvelles
variables Y (introduit pour exprimer les assignations α : V(cσ) 9→ A) vers les assignations



172 5. Résolution de contraintes dans les algèbres finies

des variables de V(c). Le nombre de nouvelles variables Y sera choisi aussi petit que
possible mais doit satisfaire la condition

n|Y | ≥ |SolA(c)|V(c)|.

En effet, puisque σc est une application, nous avons

|ASSY
A | ≥ |I(σc)| = |SolA(c)|V(c)|.

De plus |ASSY
A | = |A||Y | avec |A| = n. Dans le pire cas, le cardinal de Y est égal à

celui de V(c) et le plus facile alors est de conserver l’ensemble des solutions (modulo un
renommage) et d’envoyer les non-solutions sur une solution particulière. Mais, de toute
façon, n’ importe quelle surjection de ASSY

A vers SolA(c)|V(c) peut être utilisée pour σc.

Exemple 5.8 Dans l’algèbre de Boole, considérons l’équation e = (x + yz =? xyz), où
le symbole · est omis. Une assignation (par exemple β = (x 9→ 0)(y 9→ 0)(z 9→ 0)) est
notée de façon abusive par son atome ( x y z pour β)). Le lecteur pourra vérifier que
Sol(e) = { x y z , x y z, x y z , xyz}.
Il est nécessaire d’introduire deux variables y1 et y2, puisque 2|Y | ≥ 4 implique |Y | = 2
comme plus petite possibilité. On peut choisir σe comme suit:

σe( y1 y2 ) = x y z σe( y1 y2) = x y z σe(y1 y2 ) = x y z σe(y1y2) = xyz

La forme canonique permet de construire la substitution σ correspondant à l’applica-
tion σc.

Théorème 5.6 Soit c une contrainte, Y un ensemble fini de nouvelles variables disjoint
de V(c) et σc une application de ASSY

A vers ASSV(c)
A tels que I(σc) = SolA(c)|V(c). La

substitution
σ = {x 9→

∑

{α:Y→A}

∏
α(Y ) · [σc(α)(x)]}x∈V(c)

est une solution principale de c.

Preuve : Par construction et pour tout x ∈ V(c), α(xσ) = σc(α)(x). ✷

Exemple 5.9 (Suite de l’Exemple 5.8: e = (x+yz =? xyz)). σe(α)(x) = 1 si α correspond
à l’atome y1y2, σe(α)(y) = 1 si α est y1 y2 ou y1y2, σe(α)(z) = 1 si α est y1 y2 ou y1y2.
Après simplification, on obtient

mgs(c) = {x 9→ y1y2, y 9→ y1, z 9→ y2}.

L’unification booléenne permet d’apporter une aide à la vérification de circuits. L’exemple
suivant est tiré de [DSvH87].

Exemple 5.10 Le circuit CROSS de la figure 5.2 est composé exclusivement de portes
élémentaires ET, OU, NON. Ce circuit peut donc être directement spécifié par un ensemble
d’équations dans l’algèbre de Boole:
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Figure 5.2. Le circuit CROSS

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

G =? X
E =? Y
F =? X · Y
I =? G + F
H =? E + F
K =? I
J =? H
M =? K + F
L =? J + F
O =? L + M
P =? K
N =? J
A =? P · O
B =? N · O

L’algorithme de résolution appliqué à ce système d’équations retourne pour solution
principale

{X 9→ Y1, Y 9→ Y2, A 9→ Y2, B 9→ Y1}.

On peut en conclure que le but de ce circuit est d’échanger les entrées. Nous verrons
plus tard comment modifier l’algorithme afin d’exprimer les sorties A, B en fonction des
entrées en considérant X, Y comme des constantes.

L’algorithme de résolution ne s’applique pas uniquement à des équations mais aussi à
des diséquations.

Exemple 5.11 Dans l’algèbre de Boole, considérons la diséquation d = (x · (y + z) ̸=? x ·
y ). Le lecteur pourra vérifier que l’ensemble des solutions est Sol(d) = {x y z , xy z , xyz}.
Comme |Sol(d)| = 3, la condition 2|Y | ≥ 3 implique |Y | = 2 pour plus petite possibilité.
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Nous allons donc introduire deux nouvelles variables y1 et y2. L’application σd peut être
construite de la façon suivante:

σd( y1 y2 ) = x y z σd( y1 y2) = xy z σd(y1 y2 ) = xyz σd(y1y2) = xyz

La solution principale correspondante est

{x 9→ 1, y 9→ y1 y2 + y1, z 9→ y1}.

L’algorithme s’applique encore à des inéquations.

Exemple 5.12 Toujours dans l’algèbre de Boole dans laquelle on définit 0 < 1, considé-
rons l’inéquation i = (x+ y ≤? x ). Le lecteur pourra vérifier que l’ensemble des solutions
est Sol(i) = {x y , xy}.
Comme |Sol(i)| = 2, la condition 2|Y | ≥ 2 implique |Y | = 1 pour plus petite possibilité.
Nous allons donc introduire une unique nouvelle variable y1. L’application σi peut être
fixée de la façon suivante:

σi( y1 ) = x y σi( y1 ) = xy

La solution principale correspondante est

{x 9→ 1, y 9→ y1 }.

L’inégalité
1 + y1 ≤ y1

est effectivement valide dans l’algèbre de Boole.

Le résolveur symbolique s’applique à toute forme de contrainte c. La mise sous forme
équationnelle d’une contrainte quelconque [BES+90, Nip90] devient alors superflue. La
seule hypothèse est de savoir calculer l’ensemble fini des solutions SolA(c)|V(c). Un domaine
infini peut aussi rentrer dans ce cadre pourvu qu’il n’y ait toujours qu’un ensemble fini de
valeurs prises par les variables. C’est ce que nous allons voir avec la structure des pseudo-
booléens qui mélange les opérateurs sur les entiers et l’algèbre de Boole, les variables
prenant uniquement des valeurs sur {0, 1}.

5.6 Les pseudo-booléens
Une algèbre primale est par définition mono-sortée. Un terme s’interprète par une

fonction dont le domaine et le codomaine sont identiques et n’importe quelle fonction est
l’interprétation d’un terme. Cette notion peut être généralisée à des algèbres multi-sortées
et plus particulièrement ordo-sortées. Dans ce cadre, un terme bien formé s’interprète par
une fonction dont le domaine fini est différent du codomaine infini. Nous allons nous
intéresser à titre d’exemple aux fonctions pseudo-booléennes f : {0, 1}m → Z où Z
désigne l’ensemble des entiers relatifs. La structure algébrique ordo-sortée introduite par
A. Bockmayr [Boc91] et qui est reprise ici possède deux sortes, l’une Bool interprétée
par {0, 1} et l’autre Int par Z. Chacune de ces deux sortes est munie des opérateurs
usuels. L’inclusion de sorte Bool ≤ Int permet de construire dans une certaine mesure des
termes hétérogènes qui s’avèrent utile pour représenter n’importe quelle fonction pseudo-
booléenne.
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Définition 5.9 Considérons la signature ordo-sortée ΣPB = ({Bool, Int},FBA∪FInt,PPB)
avec Bool ≤ Int telle que les symboles de fonctions FBA = {0, 1,∨,∧, }̄ soient munis
des profils

0, 1 :→ Bool
¯ : Bool→ Bool
∨,∧ : Bool ×Bool→ Bool

et les symboles de fonction FInt = {−, ++, ∗} soient munis des profils

− : Int→ Int
++, ∗ : Int× Int→ Int

Soit PB une ΣPB-structure telle que

• (Bool)PB = {0, 1},
• (Int)PB = Z,

• (FBA)PB = (FBA)B,

• (FInt)PB = (FInt)Z ,

où B est la FBA-algèbre de Boole et Z est la FInt-algèbre interprétant respectivement
−, ++, ∗ par l’opposé, l’addition et la multiplication sur Z, les entiers relatifs.

La structure PB et un ensemble de variables X = XBool ∪ XInt définissent un lan-
gage de contraintes dans lequel nous allons chercher à résoudre symboliquement certaines
contraintes.

Définition 5.10 Un terme pseudo-booléen est un terme de T (ΣPB,XBool). Une contrainte
pseudo-booléenne est une contrainte dont les termes sont pseudo-booléens.

Nous allons nous restreindre à la résolutions de contraintes pseudo-booléennes c qui
ont la particularité d’avoir un ensemble fini d’assignations solutions SolPB(c)|V(c).

Les assignations des variables booléennes par les valeurs {0, 1}, et les substitutions
de ces variables booléennes par des termes nécessairement booléens font que la démarche
suivie pour la résolution de contraintes dans l’algèbre de Boole est encore valable dans
cette algèbre ordo-sortée. Cela mène au résultat suivant, identique à un renommage près
à celui vu au théorème 5.6.

Notation: Le monôme construit sur l’assignation α : V → {0, 1} est ici désigné par∧
α(V ) et vaut

∧
α(V ) = ⊤ si V = ∅∧
α(V ) = x̄ ∧ (

∧
α(V \{x})) si V ̸= ∅ et α(x) = 0∧

α(V ) = x ∧ (
∧
α(V \{x})) si V ̸= ∅ et α(x) = 1

Théorème 5.7 Soit c une contrainte pseudo-booléenne, Y un ensemble fini de nouvelles
variables booléennes disjoint de V(c) et σc une application de ASSY

{0,1} vers ASSV(c)
{0,1} tels

que I(σc) = SolPB(c)|V(c). La substitution

σ = {x 9→
∨

{α:Y→{0,1}}

∧
α(Y ) ∧ [σc(α)(x)]}x∈V(c)

est une solution principale de c dans PB.
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Le problème de la construction d’une solution principale à partir de l’ensemble des
solutions SolPB(c)|V(c) est identique à celui vu dans l’algèbre de Boole car les variables
sont de sorte Bool: ces variables s’évaluent dans {0, 1} et sont substituées par des termes
de sorte Bool interprétés par des fonctions booléennes.

La structure PB offre donc la possibilité de combiner la résolution symbolique de
contraintes booléennes et l’arithmétique qui elle doit être intégrée au calcul des solutions
SolPB(c).

Cette structure permet aussi de représenter toute fonction pseudo-booléenne par un
terme pseudo-booléen puisque toute fonction f : {0, 1}m → Z et V = {x1, . . . , xm} est
l’interprétation fonctionnelle d’un terme à m variables V = {x1, . . . , xm},

∑∑

α:V→{0,1}
f(α(x1), . . . ,α(xm))

∧
α(V ),

où
∑∑

désigne l’itération de ++, et avec par convention

m∑∑

i=1

t = m t.

On notera que cette propriété n’a pas été utilisée jusqu’à présent pour construire une
solution principale.

Autrement dit, tout terme possède une forme canonique ayant même interprétation
fonctionnelle.

Lemme 5.5 Un terme t ∈ T (ΣPB,XBool) est égal dans PB à sa forme canonique:

t =PB
∑∑

α:V(t)→{0,1}
α(t)

∧
α(V(t)).

Ce terme bien formé est constitué d’opérateurs sur les booléens et d’autres sur les
entiers. Les opérateurs booléens ∧ et ¯ peuvent s’exprimer en fonction d’opérateurs sur
les entiers. En effet,

X : Bool ∧ Y : Bool =PB X : Bool ∗ Y : Bool,

X : Bool =PB 1−X : Bool.

Toute terme pseudo-booléen t s’écrit en définitive sous la forme d’une expression polyno-
miale t ↓, ∑∑

W⊆V

cW

∏

w∈W

w,

où les cW désignent des coefficient sur Z et
∏

l’itération de ∗.

Exemple 5.13 La fonction f : {0, 1}2 → Z définie par la table de vérité

X Y f(X, Y )
0 0 2
0 1 3
1 0 4
1 1 1
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a pour forme canonique

2 X ∧ Y ++3 X ∧Y ++4X ∧ Y ++ X ∧Y = 2(1−X)(1−Y ) ++3(1−X)Y ++4X(1−Y )+XY

et pour expression polynomiale 2 ++2X ++Y − 4XY .

Nous allons exhiber une présentation équationnelle ordo-sortée PB permettant de
transformer tout terme pseudo-booléen en sa forme polynomiale. Elle n’est constituée que
d’égalités valides dans PB.

Définition 5.11 Soit PB l’ensemble fini d’axiomes ordo-sortés sur T (ΣPB,X ) obtenus
par la réunion des axiomes BA dont les variables sont supposées de sorte Bool et des
axiomes donnés en figure 5.3. Tous les axiomes de PB sont universellement quantifiés
sur X .

x : Int ++(y : Int ++ z : Int) = (x : Int ++ y : Int) ++ z : Int
x : Int ++0 = x : Int

x : Int ++(−x : Int) = 0
x : Int ++ y : Int = y : Int ++x : Int

x : Int ∗ (y : Int ∗ z : Int) = (x : Int ∗ y : Int) ∗ z : Int
x : Int ∗ 1 = x : Int

x : Int ∗ y : Int = y : Int ∗ x : Int
x : Int ∗ (y : Int ++ z : Int) = (x : Int ∗ y : Int) ++(x : Int ∗ z : Int)

X : Bool ∗X : Bool = X : Bool
X : Bool ∧ Y : Bool = X : Bool ∗ Y : Bool

X : Bool = 1−X : Bool
X : Bool ∨ Y : Bool = X : Bool ++ Y : Bool −X : Bool ∗ Y : Bool

Figure 5.3. La présentation équationnelle ordo-sortée PB\BA

La démarche suivie par A. Bockmayr [Boc91] est de réécrire systématiquement les
termes avec symboles booléens grâce au système de réécriture

RBool→Int =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

X : Bool ∧ Y : Bool → X : Bool ∗ Y : Bool
X : Bool → 1−X : Bool

X : Bool ∨ Y : Bool → X : Bool ++Y : Bool −X : Bool ∗ Y : Bool

dont les égalités figurent dans PB. La forme normale suivant RBool→Int d’un terme booléen
est de sorte Int. Cela pose problème car la forme normale d’une solution symbolique de
sorte Bool n’est plus une substitution bien formée au sens habituel. La définition d’un
unificateur est modifiée dans [Boc91] pour qu’une substitution σ de sorte Bool soit un
unificateur de s=?t si (sσ) ↓RBool→Int

= (tσ) ↓RBool→Int
est valide dans PB.

Nous avons préféré inclure les règles du sytème de réécriture RBool→Int comme axiomes
de la présentation PB. Ce choix permet d’éviter l’adaptation du concept d’unificateur à
ce contexte particulier.

Le système de réécriture RBool→Int permet de montrer des propositions analogues à
celles mises en évidence dans les algèbres finies et énoncées dans les deux propositions
suivantes.
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Proposition 5.7 Les ΣPB-algèbres PB et T (ΣPB,X )/ =PB ont le même ensemble de
théorèmes équationnels pseudo-booléens: pour toute égalité (s = t) de termes pseudo-
booléens, PB |= s = t si et seulement si s =PB t.

Preuve : (⇒ : une égalité valide dans PB est une PB-égalité). Le remplacement d’égal
par égal modulo PB permet de transformer les termes s et t en leurs expressions
polynomiales s ↓ et t ↓ respectives: s =PB s ↓ et t =PB t ↓. Par hypothèse, nous
avons s =PB t et donc s ↓= t ↓. Ce qui permet de conclure que s =PB t.

(⇐) Il suffit de vérifier que tous les axiomes de la présentation PB sont valides dans
PB. ✷

Proposition 5.8 Les ΣPB-algèbres PB et T (ΣPB)/ =PB sont isomorphes.

Preuve : Soit h l’unique homomorphisme de T (ΣPB) vers PB. D’après la proposition 5.7,
nous savons que

∀t ∈ T (ΣPB), t =PB t ↓=
h(t) fois
︷ ︸︸ ︷
1++ . . .++1 si h(t) ̸= 0, t =PB t ↓= 0 sinon.

En quotientant T (ΣPB) par =PB on obtient une bijection car

• si h(s) = h(t) alors s =PB t,

• si h(s) ̸= h(t) alors PB ̸|= s ↓= t ↓ et s ↓̸=PB t ↓, grâce à la proposition 5.7.
Donc s ̸=PB t.

✷

Corollaire 5.3 La présentation équationnelle ordo-sortée (ΣPB, PB) est ω-complète sur
les pseudo-booléens, i.e. les algèbres T (ΣPB,X )/ =PB et T (ΣPB)/ =PB (isomorphe à
PB) ont les mêmes théorèmes équationnels pseudo-booléens.

L’unification dans la théorie équationnelle ordo-sortée PB de contraintes équation-
nelles pseudo-booléennes est donc unitaire.

5.7 Les pseudo-finis
La notion de pseudo-booléens peut être directement étendue à une algèbre primale

A . La structure algébrique ainsi définie est appelée pseudo-finis.

Définition 5.12 Considérons la signature ordo-sortée ΣPF = ({Prim, Int},F∪FInt,PPF )
avec Prim ≤ Int telle que les symboles de fonction F soient munis des profils

[0], . . . , [n− 1] :→ Prim
C0, . . . , Cn−1 : Prim→ Prim
+, · : Prim× Prim→ Prim

Soit PF une ΣPF -structure telle que
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• (Prim)PF = A,

• (Int)PF = Z,

• (F)PF = (F)A,

• (FInt)PF = (FInt)Z ,

où Z est la FInt-algèbre interprétant respectivement −, ++, ∗ par l’opposé, l’addition et la
multiplication sur Z, les entiers relatifs.

La structure PF et un ensemble de variables X = XPrim∪XInt définissent un langage
de contraintes. Comme précédemment pour les pseudo-booléens, nous allons nous limiter
à certaines contraintes.

Définition 5.13 Un terme pseudo-fini est un terme de T (ΣPF ,XPrim). Une contrainte
pseudo-finie est une contrainte dont les termes sont exclusivement pseudo-finis.

On s’intéressera exclusivement aux contraintes pseudo-finies c car elles ont un ensemble
fini de solutions SolPF(c)|V(c).

Le résultat suivant s’inspire directement du théorème 5.6. La preuve en est évidente
puisque les assignations à considérer sont celles de ASSV(c)

A .

Théorème 5.8 Soit c une contrainte pseudo-finie, Y un ensemble fini de nouvelles va-
riables de sorte Prim disjoint de V(c) et σc une application de ASSY

A vers ASSV(c)
A tels

que I(σc) = SolPF(c)|V(c). La substitution

σ = {x 9→
∑

{α:Y→A}

∏
α(Y ) · [σc(α)(x)]}x∈V(c)

est une solution principale de c dans PF .

L’intérêt principal du résolveur est de minimiser le nombre de variables introduites.

Exemple 5.14 Voici un petit jeu de réflexion. Le but est de compléter la phrase ci-
dessous, en remplaçant les “...” par un seul chiffre (de 0 à 9), afin d’obtenir une phrase
cohérente.

“Dans cette phrase, il y a
... fois le chiffre 0,
... fois le chiffre 1,
... fois le chiffre 2,
... fois le chiffre 3,
... fois le chiffre 4,
... fois le chiffre 5,
... fois le chiffre 6,
... fois le chiffre 7,
... fois le chiffre 8,
... fois le chiffre 9.”
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Ce problème peut être exprimé par le système d’équations

X0 =? 1 ++C0(X0) · 1 ++C0(X1) · 1 ++ · · ·++C0(X9) · 1
· · ·

X9 =? 1 ++C9(X0) · 1 ++C9(X1) · 1 ++ · · ·++C9(X9) · 1

dans la structure PF dont la sorte Prim s’interprète par l’ensemble des chiffres allant de
0 à 9. Les variables X0, X1, . . . , X9 sont de sorte Prim et correspondent aux chiffres qui
doivent se substituer aux “...” de chaque ligne. L’équation

X1 =? 1 ++C1(X0) · 1 ++C1(X1) · 1 ++ · · ·++C1(X9) · 1

possède 40951 solutions et sa résolution permet de passer d’un problème de 10 variables
à un plus simple ne contenant plus que 5 variables.

Cette structure algébrique permet de représenter par des termes l’ensemble des fonc-
tions f : Am → Z. Soit V = {x1, . . . , xm} un ensemble de m variables. L’interprétation
fonctionnelle du terme

∑∑

α:V(t)→{0,1}
f(α(x1), . . .α(xm)) (

∏
α(V(t)) · [1]).

est la fonction f .
A nouveau, nous allons montrer une présentation équationnelle permettant d’obtenir

par remplacement d’égal par égal une forme canonique pour tout terme t. Cette forme
normale correspond à la décomposition de son interprétation fonctionnelle. Cette présen-
tation contient les axiomes AF , les axiomes des anneaux et certaines égalités de liaison
entre ces deux théories.

Définition 5.14 Soit PF l’ensemble fini d’axiomes ordo-sortés sur T (ΣPF ,X ) obtenus
par la réunion des axiomes AF dont les variables sont supposées de sorte Prim et des
axiomes donnés en figure 5.4. Tous les axiomes de PF sont universellement quantifiés
sur X .

Lemme 5.6 Un terme t de T (ΣPF ,XPrim) est égal modulo PF à sa forme canonique:

t =PF

∑∑

α:V(t)→A

α(t)(
∏
α(V(t)) · [1]).

Ce lemme conduit à un résultat comparable à ceux énoncés pour les algèbres primales
puis pour les pseudo-booléens.

Corollaire 5.4 La présentation équationnelle ordo-sortée (ΣPF , PF ) est ω-complète sur
les pseudo-finis, i.e. les algèbres T (ΣPF ,X )/ =PF et T (ΣPF )/ =PF (isomorphe à PF)
ont les mêmes théorèmes équationnels pseudo-finis.
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x : Int ++(y : Int ++ z : Int) = (x : Int ++ y : Int) ++ z : Int
x : Int ++[0] = x : Int

x : Int ++(−x : Int) = [0]
x : Int ++ y : Int = y : Int ++x : Int

x : Int ∗ (y : Int ∗ z : Int) = (x : Int ∗ y : Int) ∗ z : Int
x : Int ∗ [1] = x : Int

x : Int ∗ y : Int = y : Int ∗ x : Int
x : Int ∗ (y : Int ++ z : Int) = (x : Int ∗ y : Int) ++(x : Int ∗ z : Int)

∀f ∈ F p, f(X1 : Prim, . . . , Xp : Prim) =
∑∑

(i1,...,ip)∈Ap f(i1, . . . , ip)
(Ci1(X1 : Prim) · · ·Cip(Xp : Prim) · [1])

(X : Prim · [1]) ∗ (Y : Prim · [1]) = X : Prim · Y : Prim · [1]

Figure 5.4. La présentation équationnelle ordo-sortée PF\AF

5.8 Le mélange des pseudo-booléens et pseudo-finis
Deux instances du même résolveur de contraintes dans une algèbre finie doivent être

utilisées lorsque par exemple les sortes Bool et Prim figurent dans une même structure.
Il n’y a pas d’échange entre les résolveurs puisque chacun s’occupe de ses variables.

Définition 5.15 Considérons la signature ΣPBF = ΣPB∪ΣPF et la ΣPBF -structure PBF
définie par l’union de la ΣPB-structure PB et de la ΣPF -structure PF .

On notera que l’union des structures est ici définie sans ambiguité puisque les symboles
de ΣPB∩ΣPF sont par définition interprétés de façon identique dans PB et PF . La ΣPBF -
structure PBF et un ensemble de variables X = XBool∪XPrim∪XInt définissent un langage
de contraintes.

Exemple 5.15 Il s’agit du problème connu sous le nom SEND + MORE = MONEY .
Le problème original consiste à rendre l’addition juste en attribuant aux lettres des valeurs
entre 0 et 9, avec la contrainte supplémentaire que deux lettres différentes aient des valeurs
différentes. En écrivant cette addition avec les retenues, on obtient

R4 R3 R2 R1

S E N D
++ M O R E

M O N E Y

où les variables de retenues sont de sorte Bool et les autres variables de sorte Prim, avec
Prim s’interprétant par l’ensemble des chiffres allant de 0 à 9.

On va s’intéresser à résoudre de façon symbolique les contraintes pseudo-combinées,
toujours dans l’intention de faire décroitre le nombre de variables exprimant les contraintes.
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Définition 5.16 Un terme de T (ΣPBF ,XBool∪XPrim) est dit pseudo-combiné. Une contrainte
formée de termes pseudo-combinés est pseudo-combinée.

Une substitution σ bien formée, de domaine inclus dans XBool ∪ XPrim, définit une
application

σc : ASSV(cσ)Bool

{0,1} × ASSV(cσ)Prim
A → ASSV(c)Bool

{0,1} × ASSV(c)Prim
A .

La substitution σ est solution symbolique d’une contrainte c pseudo-combinée si et
seulement si

I(σc) ⊆ SolPBF(c)|V(c).

Les résultats vus pour les algèbres primales s’appliquent à la fois pour la sorte Bool
et la sorte Prim et conduisent au théorème suivant.

Théorème 5.9 Soient c une contrainte pseudo-combinée, Y un ensemble fini de nouvelles
variables de sorte Bool disjoint de V(c), Y ′ un ensemble fini de nouvelles variables de sorte
Prim disjoint de V(c) et σc une application de

ASSY
{0,1} ×ASSY ′

A → ASSV(c)Bool

{0,1} × ASSV(c)Prim
A

tels que
I(σc) = SolPBF(c)|V(c).

La substitution

σ = {x 9→
∨

{α:Y ∪Y ′→{0,1}∪A}

∧
αBool(Y ) ∧ [σc(α)(x)]}x∈V(c)Bool

∪{x 9→
∑

{α:Y ∪Y ′→{0,1}∪A}

∏
αPrim(Y ′) · [σc(α)(x)]}x∈V(c)Prim

est une solution principale de c dans PBF .

Cet algorithme de résolution de contraintes dans PBF fournit un algorithme d’unifi-
cation dans la théorie équationnelle obtenue par mélange de PB et PF .

Lemme 5.7 Un terme t de T (ΣPBF ,XBool∪XPrim) est égal modulo PB∪PF à sa forme
canonique:

t =PB∪PF

∑∑

α:V(t)→BoolPBF∪PrimPBF

α(t) (
∧
αBool(V(t)Bool)) ∗ (

∏
αPrim(V(t)Prim) · [1]).

Corollaire 5.5 La présentation équationnelle ordo-sortée (ΣPBF , PB∪PF ) est ω-complète
sur les termes pseudo-combinés, i.e. les algèbres T (ΣPBF ,X )/ =PB∪PF et T (ΣPBF )/ =PB∪PF

(isomorphe à PBF) ont les mêmes théorèmes équationnels pseudo-combinés.

Le mélange des théories équationnelles PB et PF est remarquable. Ces deux théories
ordo-sortées sont non disjointes et il est pourtant possible d’obtenir un algorithme d’uni-
fication dans l’union PB ∪ PF à partir de ceux existants dans PB et PF . L’unification
dans l’union PB ∪ PF est unitaire comme elle l’est dans PB et PF .
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La sorte commune Int a les mêmes propriétés dans chacune des deux structures ce
qui explique en partie le phénomène. En outre, la construction de termes mixtes est
sérieusement limitée. Il est interdit par exemple de construire dans ce cadre ordo-sorté un
terme uniquement formé de symboles FBA et F alors que pour certaines interprétations,
BoolPBF ⊆ PrimPBF .

Nous verrons dans le prochain chapitre comment combiner deux algèbres finies avec
une intersection des domaines non vide sans passer par un intermédiaire, les entiers en
l’occurrence, qui favorise leur “pseudo” combinaison.
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6
Combinaison de résolveurs de

contraintes

Ce chapitre est consacré à la définition d’un langage de contraintes combiné pour
lequel un résolveur est obtenu par combinaison de résolveurs de contraintes symboliques
dans des langages formés sur des signatures disjointes ou plus généralement ayant des
constantes partagées. Un cas plus général de partage de symboles imposerait de trop fortes
restrictions sur les langages composants. L’objectif est cette fois d’étendre les principes
de combinaison à des contraintes non équationnelles et à des structures qui ne soient pas
nécessairement basées sur des théories équationnelles. La construction d’un tel langage
de contraintes passe par le choix d’une structure qui est une extension conservative des
structures composantes. Il va s’agir d’une algèbre de termes quotientée par une relation de
congruence obtenue en mélangeant les égalités valides dans chaque structure composante.
L’interprétation des prédicats est définie grâce à l’abstraction des sous-termes étrangers.
Mais cette abstraction ne sera effectuée que sur des termes préalablement normalisés par
une relation de réécriture convergente de même expressivité que l’égalité dans la structure
combinée.

Les principales règles de combinaison vont donc s’inspirer de celles déjà vues dans le
cas particulier de l’unification. Il faudra par exemple supposer l’existence d’un résolveur
de contraintes suffisamment spécialisé pour permettre de résoudre des contraintes suivant
une certaine restriction (linéaire).

Afin d’illustrer la notion de langage combiné sur le résolveur de contraintes dans les
algèbres primales vu au chapitre 5, nous allons d’abord devoir étendre ce résolveur pour
qu’il puisse tenir compte d’une restriction. L’algorithme correspondant est obtenu en
deux phases bien distinctes, une première phase de résolution proprement dite suivi d’une
phase de prise en compte de la restriction par l’utilisation d’un algorithme d’élimination
de constante que nous détaillerons.

Nous verrons ensuite comment combiner ce résolveur de contraintes avec un algo-
rithme d’unification en montrant comment se ramener à un problème de combinaison
d’algorithmes d’unification grâce à l’existence d’une présentation équationnelle AF de
l’égalité dans une algèbre primale A.

On détaillera finalement des applications au langage combiné:
Le cas le plus simple de mélange avec une théorie équationnelle est celui qui consiste

à étendre l’algèbre primale par des symboles libres que l’on voudrait interpréter par des
fonctions sur le domaine de cette algèbre. Nous préciserons les liens existants entre le
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langage combiné et la classe de tous les enrichissements possibles de l’algèbre primale sur
son domaine.

Dans le même ordre d’idée, la combinaison de résolveurs de contraintes dans deux al-
gèbres finies permet d’obtenir un résolveur de contraintes symboliques dans une structure
proche de celle liée au langage combiné mais qui est, elle, définie plus simplement par
l’union des domaines et interprétations. Cette approche n’est intéressante que lorsque les
domaines respectifs ont une intersection non vide car les contraintes hétérogènes ont alors
une solution. Les constantes représentant les éléments de l’intersection des domaines sont
dans ce cas partagées.

6.1 Un langage de contraintes combiné
Un modèle pour la combinaison de deux langages de contraintes doit au mieux préser-

ver la validité des contraintes pures de chaque langage pour qu’on puisse ensuite résoudre
des contraintes pures dans les langages respectifs. L’existence d’un tel modèle dépend
fortement des symboles de sortes, fonctions ou prédicats partagés par les deux signa-
tures correspondantes. Intuitivement, il serait naturel de vouloir prendre pour modèle la
structure formée de l’union des interprétations.

Définition 6.1 Soient Σ1 = (S1,F1,P1), Σ2 = (S2,F2,S2) deux signatures du premier
ordre et Σ1 ∪Σ2 = (S1 ∪ S2,F1 ∪F2,P1 ∪P2) l’union des signatures. On note A1 ∪A2 la
Σ1 ∪ Σ2-structure définie par:

• (S1 ∪ S2)A1∪A2 = (S1)A1 ∪ (S2)A2 ,

• (F1 ∪ F2)A1∪A2 = (F1)A1 ∪ (F2)A2 ,

• (P1 ∪ P2)A1∪A2 = (P1)A1 ∪ (P2)A2 .

La structure A1∪A2 n’est cependant définie que si les symboles partagés ont la même
interprétation dans les deux sous-structures A1 et A2. Lorsque c’est le cas, une contrainte
i-pure est valide dans A1 ∪A2 si et seulement si elle l’est dans Ai. Dans cette forme de
combinaison, les ensemble des sortes S1 et S2 peuvent être disjoints même si les domaines
d’interprétation ont une intersection non vide, i.e. (S1)A1 ∩ (S2)A2 ̸= ∅, auquel cas un
terme hétérogène peut avoir une solution dans A1 ∪ A2. Nous nous intéresserons plus
particulièrement au cours de ce chapitre à des algèbres finies ayant une intersection des
domaines non vide.

Le mélange de théories équationnelles (F1, E1) et (F2, E2) mono-sortées et partageant
la même sorte s∗ ne rentre pas dans ce cadre puisque =E1∪E2 ̸= =E1 ∪ =E2. Nous avons
pourtant vu aux chapitres précédents que sous certaines conditions comme par exemple
les signatures disjointes, il était possible là aussi de préserver les égalités de =E1 et =E2

et plus encore de pouvoir obtenir un algorithme d’unification dans E1 ∪E2 en combinant
ceux existants dans E1 et E2.

Nous allons maintenant chercher à construire sur le même principe un langage de
contraintes combiné avec conservation des propriétés atomiques de deux structures A1

et A2 mono-sortées et partageant la même sorte s∗. Il n’est pas surprenant d’avoir à
considérer dans ce cas la classe des modèles validant les égalités de T h(A1) et celles de
T h(A2) et plus précisement l’algèbre libre sur un ensemble de variables X .
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Définition 6.2 Soient Σ1 = ({s∗},F1,P1) et Σ2 = ({s∗},F2,S2) deux signatures du
premier ordre. Le langage combiné CLC[Σ1 ∪ Σ2,X ] est défini par la structure C qui est
l’algèbre de termes quotient T ({s∗},F1∪F2,X )/ =E1∪E2 où E1 = T h(A1), E2 = T h(A2)
et X est un ensemble de variables de sorte s∗. On note =C la relation =E1∪E2.

Cette définition est volontairement incomplète et sera précisée en temps utile. Il faudra
en particulier définir une interprétation pour les prédicats.

Nous utiliserons comme représentants canoniques des classes d’équivalence de =E1∪E2

les formes normales suivant le système de réécriture combiné R introduit aux chapitres 2
et 3. Soient F = F1 ∪ F2 et > un ordre de simplification total sur les termes (clos)
T (F ∪ X ). Rappelons que l’ensemble des instances hétérogènes orientées des Ei-égalités
est noté E>

i . On note que la construction de R qui est faite précédemment ne suppose
pas que =E1 ou =E2 soit finiment engendrée.

6.1.1 Hypothèses
Les conditions à satisfaire par l’égalité dans les structures composantes ne sont pas

restrictives. On suppose que seules les constantes sont partagées. S’autoriser d’autres
symboles partagés n’est pas réaliste dans ce contexte car cela implique de fortes restrictions
sur ces symboles et donc sur l’égalité dans chaque composante, qui rappelons-le, doit être
quelconque.

Hypothèse 6.1

1. Les signatures Σ1 = ({s∗},F1,P1) et Σ2 = ({s∗},F2,P2) sont finies.

2. P1 ∩ P2 = {=?}.
3. F1 ∩ F2 = SC est un ensemble de constantes.

4. Les Σ1-structure A1 et Σ2-structure A2 sont consistantes.

5. Pour chaque structure Ai (i = 1, 2),

∀a, b ∈ Fi, a ̸= b, (a)Ai ̸= (b)Ai .

En conséquence, les théories E1 = T h(A1) et E2 = T h(A2) sont consistantes et il
n’y a pas de Ei-égalité entre constantes dont seulement certaines sont partagées par E1

et E2. Nous nous sommes donc replacés dans les conditions vues au chapitre 3 pour
la combinaison d’algorithmes d’unification dans le mélange de théories équationnelles
partageant des constantes uniquement.

Rappelons seulement qu’il ne peut y avoir de constante partagée en tête des membres
gauches des règles du système de réécriture combiné R. Une constante partagée est donc
un terme irréductible.

6.1.2 Abstraction
Une contrainte atomique p(t1, . . . , tn) hétérogène est décomposée en une conjonction

de contraintes atomiques par l’introduction de nouvelles equations résolues de la forme
x=?t où t est sous terme étranger et x la variable qui le remplace.
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Au niveau des preuves des théorèmes équationnels, nous avons déjà évoqué le be-
soin d’un outil analogue permettant de représenter chaque classe de termes hétérogènes
équivalents par une unique variable.

Définition 6.3 Une abstraction par variables est une bijection π entre l’ensemble des
termes R-normalisés T ↓R= {u ↓R |u ∈ T (F ∪ X ) et u ↓R∈ T (F ∪ X )\(X ∪ SC)} et un
sous-ensemble de variables de X .

Un terme partagé, nécessairement une variable ou une constante, n’a pas à être abs-
trait.

Le terme tπi, appelé i-abstraction du terme t, est défini de façon inductive comme suit:

• si t = a ∈ SC alors tπi = a,

• si t = x ∈ X alors tπi = x,

• si t = f(s1, . . . , sp) et f ∈ Fi alors tπi = f(sπi
1 , . . . , sπi

p )
sinon si t ↓R /∈ (X ∪ SC) alors tπi = π(t ↓R) sinon tπi = t ↓R.

Exemple 6.1 Considérons les théories équationnelles E1 = {x×⊤ = x} , E2 = {x+⊤ =
⊤} et le terme hétérogène t = (y×(y+⊤))×⊤. tπ1 est (y×⊤)×⊤ puisque (y+⊤) ↓R= ⊤.
tπ2 est y puisque t ↓R= y.

On rappelle que l’application réciproque π−1 de π n’est pas à proprement parler une
substitution car elle a un domaine potentiellement infini mais on utilisera systémati-
quement sa restriction à un ensemble fini de variables. La substitution σπi désigne la
i-abstraction de σ definie par xσπi = {x 9→ (xσ)πi |x ∈ Dom(σ)}. Nous utiliserons dans la
suite le fait que tπi est un terme i-pur, que (tσ)πi = tσπi si t est i-pur et finalement que
σπi ≤X

∅ σ si σ est R-normalisée.

6.1.3 Résolution dans une composante
Intéressons-nous tout d’abord au cas des contraintes équationnelles en adaptant les

résultats vus pour la combinaison d’algorithmes d’unification dans les théories équation-
nelles.

Lemme 6.1 Soit t un terme i-pur et σ une substitution R-normalisée. Alors

((tσ) ↓R)πi =Ai tσπi.

Preuve : D’après le Lemme 2.12, nous savons que (tσ) ↓R= (tσ) ↓E>
i

et donc

((tσ) ↓R)πi =Ei tσπi

avec, par définition, les équivalences suivantes:

((tσ) ↓R)πi =Ei tσπi ⇔ ((tσ) ↓R)πi =T h(Ai) tσπi ⇔ ((tσ) ↓R)πi =Ai tσπi .

✷
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Proposition 6.1 Soient s et t deux termes i-purs et σ une substitution R-normalisée.
Alors

sσ =C tσ ⇔ sσπi =Ai tσπi.

Preuve : D’après le Lemme 6.1, tσπi =Ai ((tσ) ↓R)πi et tσπi =Ai ((sσ) ↓R)πi avec
sσ =E1∪E2 tσ si et seulement si (sσ) ↓R= (tσ) ↓R. ✷

L’interprétation d’un prédicat p de Pi différent de l’égalité est d’abord définie sur
l’ensemble des termes T (F ,X ) puis on montrera la compatibilité vis-à-vis de la relation
d’équivalence =C.

Définition 6.4 (Extension des prédicats). Soient p un prédicat n-aire de Pi, t1, . . . , tn
des termes de T (F ∪ X ). L’interprétation pC de p est la relation définie par:
pC(t1, . . . , tn) est vrai ssi Ai |= p((t1 ↓R)πi, . . . , (tn ↓R)πi).

Cette définition est compatible avec la relation d’équivalence =C. En effet si tk =E1∪E2

sk alors leur forme normale suivant R est identique et donc (tk ↓R)πi =Ai (sk ↓R)πi puisque
(tk ↓R)πi = (sk ↓R)πi.

Proposition 6.2 Soit p un prédicat n-aire de Pi.
C |= p(t1, . . . , tn) si et seulement si Ai |= p((t1 ↓R)πi, . . . , (tn ↓R)πi).

Preuve : On montre tout d’abord que (t ↓R)πi ≤Ai (tσ ↓R)πi si σ est une substitution
R-normalisée et t un i-terme. Considérons les termes v et u obtenus en remplaçant
les sous-termes étrangers par leurs R-formes normales. D’après le Lemme 6.1, nous
avons vπi =Ai (t ↓R)πi et uπi =Ai (tσ ↓R)πi. Le terme uπi est une instance de vπi, i.e.
uπi = vπiφ, où φ est définie comme suit:

• sπiφ = (sσ ↓R)πi si s ∈ AST (v),

• xφ = xσπi si x ∈ Vi(v).

Par conséquent, (t ↓R)πi =Ai vπi ≤ uπi =Ai (tσ ↓R)πi.

Maintenant, si pC(t1, . . . , tn) est vrai alors p((t1 ↓R)πi, . . . , (tn ↓R)πi) est valide dans
Ai ainsi que p((t1σ ↓R)πi, . . . , (tnσ ↓R)πi) et donc pC(t1σ, . . . , tnσ) est encore vrai.

Pour la réciproque, il suffit de considérer la substitution identité qui est R-normalisée.
✷

Exemple 6.2 Dans le langage obtenu par combinaison de l’algèbre de Boole et de la
théorie équationnelle {f(x) = f(x)}, les contraintes suivantes sont valides: f(x)+ f(x) =
1, f(x) ̸= f(x) , f(x) + 1 ≥ 1 etc...

L’interprétation C définie ci-dessus à l’avantage de préserver exactement la validité des
contraintes pures de chaque langage et rien que celles-ci.

Proposition 6.3 Si ci est une contrainte atomique i-pure de CLAi [Σi,X ] alors

C |= ci ⇔ Ai |= ci.
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Preuve : Si t1, . . . , tn sont i-purs alors (tk ↓R)πi =Ai tk pour k = 1, . . . , n et donc

Ai |= p(t1, . . . , tn)⇔ Ai |= p((t1 ↓R)πi, . . . , (tn ↓R)πi),

c’est-à-dire C |= p(t1, . . . , tn) si et seulement si Ai |= p(t1, . . . , tn). ✷

La satisfaisabilité des contraintes pures est préservée pour cette interprétation des
prédicats: si ci est une contrainte i-pure, alors à une solution dans C correspond une
solution symbolique dans Ai.

Proposition 6.4 Soient p ∈ Pi, p(t1, . . . , tn) une contrainte atomique i-pure et σ une
substitution R-normalisée. Alors

C |= p(t1σ, . . . , tnσ)⇔ Ai |= p(t1σ
πi, . . . , tnσ

πi).

Preuve : Par définition, p(t1σ, . . . , tnσ) est vrai dans C ssi p(((t1σ) ↓R)πi, . . . , ((tnσ) ↓R
)πi) est valide dans Ai. A nouveau d’après le Lemme 6.1, on a ((tkσ) ↓R)πi =Ai

tkσπi et donc p(((t1σ) ↓R)πi, . . . , ((tnσ) ↓R)πi) est valide dans Ai si et seulement si
p(t1σπi, . . . , tnσπi) est valide Ai. ✷

En conséquence, un ensemble complet de solutions symboliques CSSAi(c) est encore
un CSSC(c) si c est une contrainte i-pure, ce qui signifie qu’un résolveur de contraintes
symboliques dans CLAi [Σi,X ] peut-être utilisé de façon correcte et complète. C’est ce
résultat qui justifie notre démarche et permet de voir CLC [Σ1∪Σ2,X ] comme “le langage
combiné”.

Dans notre approche, une diséquation i-pure s ̸=?
i t peut être résolue dans Ai sans

perte de complétude si ̸=i est vue comme un prédicat. Mais l’interprétation dans C qui
est faite du prédicat ̸=i ne correspond pas à la négation de =C mais à l’extension de ̸=i au
domaine de C. On notera que dans ce contexte, chaque langage de contraintes composant
doit posséder son propre prédicat de diségalité. Cette approche constructive de la négation
permet de réutiliser un algorithme de disunification dans un langage composant comme
ce qui est fait pour l’unification.

6.1.4 Combinaison des solutions
Le problème de la combinaison des solutions fournies par chaque langage composant se

pose à nouveau. En effet, nous savons qu’un ensemble complet de solutions symboliques
CSSAi(ci) est un CSSC(ci) pour i = 1, 2 si c1 ∧ c2 est la conjonction de contraintes
pures équivalente à la contrainte initiale c. Mais cela ne suffit pas pour trouver l’ensemble
complet CSSC(c1∧c2). Comme pour la combinaison d’algorithmes d’unification, on montre
qu’un ensemble complet de solutions CSSC(c1∧c2) est obtenu par combinaison de solutions
de SSA1(c1) et SSA2(c2) satisfaisant une même restriction linéaire. Cette notion s’étend
parfaitement à des contraintes non équationnelles.

Définition 6.5 Soient < un ordre linéaire sur V1⊕V2 l’union disjointe de deux ensembles
de variables et ci une contrainte de CLAi [Σi,X ] telle que V(ci) ⊆ V1 ⊕ V2. Une solution
symbolique suivant la restriction linéaire < est une solution symbolique σ telle que

• ∀xj ∈ Vj , xjσ = xj,
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• ∀xj ∈ Vj, ∀xi ∈ Vi, xj /∈ xiσ si xi < xj.

L’ensemble de ces solutions symboliques est noté SS<
Ai

(ci, Vj).

Définition 6.6 Un ensemble complet de substitutions est un ensemble complet de solu-
tions suivant la restriction linéaire < d’une CLAi [Σi,X ]-contrainte ci, désigné par CSS<

Ai
(ci, Vj),

si

1. (Protection des variables) ∀σ ∈ CSS<
Ai

(ci, Vj), Dom(σ) ∩ VRan(σ) = ∅.
2. (Correction) CSS<

Ai
(ci, Vj) ⊆ SS<

Ai
(ci, Vj).

3. (Complétude) ∀φ ∈ SS<
Ai

(ci, Vj), ∃σ ∈ CSS<
Ai

(ci, Vj), σ ≤V(ci)
Ai

φ.

Un ensemble complet est minimal si deux substitutions de cet ensemble ne peuvent être
comparées par ≤V(ci)

Ai
. Lorque un ensemble complet minimal est un singleton, celui-ci est

noté mgs<
Ai

(ci, Vj).

Le résultat suivant est analogue à celui donné par F. Baader et K. Schulz pour la com-
binaison d’algorithmes d’unification. On s’intéresse d’abord à un résultat de décidabilité.

On montre dans un premier temps que pour toute solution de c1 ∧ c2 dans C il existe
une identification, une instanciation par des constantes partagées et enfin une restriction
linéaire pour lesquelles il existe une solution dans chaque langage composant.

Proposition 6.5 La résolution de contraintes dans CLC[Σ1∪Σ2,X ] est décidable si la ré-
solution de contraintes avec restriction linéaire est décidable dans les langages CLA1 [Σ1,X ]
et CLA2 [Σ2,X ].

Preuve : Soit σ une solution R-normalisée d’une conjonction de contraintes atomiques
c1 ∧ c2. On peut supposer sans perte de généralité qu’il n’existe pas deux variables
x, y dans le problème tel que xσ = yσ, sinon elles doivent d’abord être identifiées.
L’abstraction par variables π peut être alors définie comme une bijection telle que
pour les variables x du problème on a π(xσ) = x si xσ /∈ X ∪ SC. Ainsi, xσ est
abstrait par x lorsque xσ est sous-terme étranger. L’ordre linéaire < est choisi tel
que x < y si xσ est sous-terme strict de yσ.

On considère les substitutions σ1 et σ2 définies par

σi = {x 9→ xσπi}|xσ(ϵ)∈Fi\SC ,

et l’instanciation par des constantes

ρ = {x 9→ xσ}|xσ∈SC .

Par hypothèse, on a σ ∈ SSC(c1 ∧ c2) et donc σπ1 ∈ SSA1(c1) et σπ2 ∈ SSA2(c2) ou
encore σ1 ∈ SSA1(c1ρ) et σ2 ∈ SSA2(c2ρ), d’après les notations introduites. Chaque
variable n’est instanciée que par une seule des deux substitutions, σ1 ou σ2. La
restriction linéaire est définie sur V1 ⊕ V2 avec Vi = Dom(σi). Il faut maintenant
s’assurer que les substitutions σ1 et σ2 satisfont la même restriction <. Si le terme
xσi (i = 1, 2) contient une variable y instanciée dans σj (j ̸= i) alors montrons que
x ̸< y. Par construction, si y est une variable de xσi alors le sous terme étranger yσ
est sous terme de xσ. Il est sous terme strict car xσ et yσ sont différents puisque les
variables x et y sont non identifiées. Donc y < x. En conclusion σ1 ∈ SS<

A1
(c1ρ, V2)

et σ2 ∈ SS<
A2

(c2ρ, V1). ✷
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Nous n’avons pour l’instant mis en évidence qu’un résultat de complétude. Récipro-
quement, deux solutions dans chaque langage de contraintes doivent être combinées pour
donner une solution dans le langage combiné.

La prochaine section est consacrée à la construction effective d’un ensemble complet
de solutions symboliques dans le langage combiné à partir des ensembles complets calculés
par chaque résolveur de contraintes.

6.1.5 Solutions combinées
Une solution combinée correspond simplement à la transformation d’une forme sé-

quentiellement résolue en une forme résolue par remplacements successifs.

Définition 6.7 Soient c1 et c2 deux contraintes respectivement 1-pure et 2-pure. La solu-
tion combinée σ1⊙σ2 de c1 et c2 obtenue à partir de σ1 ∈ SS<

A1
(c1, V2) et σ2 ∈ SS<

A2
(c2, V1)

est définie comme suit: si x une variable de Vi et {y1, . . . yn} l’ensemble des variables de
Vj (i ̸= j) inférieures à x par rapport à <, alors xσ = xσi[yk ←↩ ykσ]k=1,...,n.

Proposition 6.6 Une solution combinée σ1 ⊙ σ2 de c1 et c2 est solution symbolique de
c1 ∧ c2 dans CLC[Σ1 ∪ Σ2,X ].

Preuve : Par définition nous avons σ1 ∈ SSA1(c1) et σ2 ∈ SSA2(c2) et donc σ1 ∈ SSC(c1)

et σ2 ∈ SSC(c2). Ensuite, par construction σi ≤V(c1∧c2)
C σ1 ⊙ σ2. N’importe quelle

instance d’une solution σi de ci est une solution de ci. Ainsi σ1 ⊙ σ2 ∈ SSC(c1) et
σ1 ⊙ σ2 ∈ SSC(c2), c’est-à-dire σ1 ⊙ σ2 ∈ SSC(c1 ∧ c2). ✷

La proposition 2.20 introduite au chapitre 2 s’applique en fait à des solutions symbo-
liques de n’importe quelles contraintes. Elle stipule qu’un ensemble complet de solutions
combinées est obtenu en combinant des ensembles complets de solutions. C’est ce qui nous
permet d’obtenir aussi un algorithme de résolution.

Théorème 6.1 La résolution de contraintes dans CLC [Σ1∪Σ2,X ] est finitaire (resp. déci-
dable) si la résolution de contraintes avec restriction linéaire est finitaire (resp. décidable)
dans les langages CLA1 [Σ1,X ] et CLA2 [Σ2,X ].

L’algorithme est basé sur la proposition suivante:

Proposition 6.7 L’ensemble des substitutions ξρ(σ1 ⊙ σ2) tel que

• ξ ∈ IDV(c1∧c2),

• ρ ∈ SUBSSC
V((c1∧c2)ξ)

,

• < est un ordre linéaire sur V1 ⊕ V2 = V((c1 ∧ c2)ξρ),

• σ1 ∈ CSS<
A1

(c1ξρ, V2) et σ2 ∈ CSS<
A2

(c2ξρ, V1),

est un CSSC(c1 ∧ c2).
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Preuve : Nous avons vu pour la proposition 6.5 qu’une solution σ R-normalisée est une
instance d’une solution combinée:

σ = (σ1 ⊙ σ2)π
−1

où σ1 ∈ SS<
A1

(c1ρ) et σ2 ∈ SS<
A2

(c2ρ), avec σ1, σ2, ρ, < définis en fonction de σ et
c1, c2 identifiées en fonction de σ.

D’après la proposition 2.20, il existe σ′1 ∈ CSS<
A1

(c1ρ) et σ′2 ∈ CSS<
A2

(c2ρ) telles
que

σ′1 ⊙ σ′2 ≤
V1⊕V2
C σ,

où V1⊕V2 = V(c1ρ∧c2ρ). En considérant maintenant toutes les variables de V(c1∧c2),
on a

(σ′1 ⊙ σ′2)ρ ≤
V(c1∧c2)
C σ

puisque σ et ρ sont égales sur les variables V(c1 ∧ c2)\(V1 ⊕ V2). ✷

L’algorithme correspondant permet de combiner soit des algorithmes de résolution,
soit des algorithmes de décision.

6.1.6 Règles pour la combinaison
Les règles de transformation sont données en figure 6.1. Il y a principalement deux

étapes appelées Purification et Combinaison qui produisent une forme séquentiellement
résolue. Une troisième étape consiste à appliquer la règle de Remplacement jusqu’à obtenir
une forme résolue. L’application séquentielle de ces trois étapes termine évidement et
retourne un ensemble complet de CLC [Σ1 ∪ Σ2,X ]-solutions symboliques.

L’étape déterministe Purification transforme une contrainte c en conjonction de contraintes
pures c1 ∧ c2 chacune satisfaisable dans un langage composant.

L’étape indéterministe Combinaison est consacrée à la résolution dans chaque compo-
sante et à la combination des solutions. Les paramètres de cette étape sont

• Une conjonction c1 ∧ c2 formée de CLAi [Σi,X ]-contraintes ci (i = 1, 2).

• Un ensemble de variables V1 instanciées dans CLA1 [Σ1,X ] et gelées dans CLA2 [Σ2,X ].

• Un ensemble de variables V2 instanciées dans CLA2 [Σ2,X ] et gelées dans CLA1 [Σ1,X ].

• Un ordre linéaire sur l’union disjointe de V1 et V2 qui représente l’ordre d’“Occur-
Check” de la forme séquentiellement résolue souhaitée.

On rappelle que σ̂ désigne la forme résolue associée à toute substitution σ idempotente.

6.2 Extension du résolveur de contraintes dans les
algèbres finies

Nous allons d’abord préciser comment il est possible de repositionner simplement le
problème dans le cadre de la combinaison d’algorithmes d’unification lorsque les compo-
sants sont un langage primal CLAF [ Σ ,X ] et un langage équationnel CLE2 [Σ2,X ].
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1. Purification

Appliquer tant que possible les règles suivantes:

Abstraction Variable(Contrainte)
c ∧ p(t1, . . . , tm)

∃x : c ∧ p(t1, . . . , tk[x]ω, . . . , tm) ∧ x =? tk |ω

si

⎧
⎪⎨

⎪⎩

p ∈ Pi,
ω ∈ AlienPos(tk) si tk(ϵ) ∈ Fi,ω = ϵ si tk(ϵ) ∈ Fj, j ̸= i,
x est une nouvelle variable

Abstraction Variable(Equation)
c ∧ s =? t

∃x : c ∧ s =? t[x]ω ∧ x =? t|ω
si

{
ω ∈ AlienPos(t),
x est une nouvelle variable

Equation Impure
c ∧ s =? t

∃x : c ∧ x =? s ∧ x =? t
si

{
s ∈ T (F1,X )\X , t ∈ T (F2,X )\X
x est une nouvelle variable

2. Combinaison

Considérer

• toute identification ξ ∈ IDV(c1∧c2),

• toute instanciation ρ ∈ SUBSSC
V((c1∧c2)ξ)

,

• tout ordre linéaire < sur V1 ⊕ V2 = V((c1 ∧ c2)ξρ)

et appliquer la règle suivante

Resolution
(c1 ∧ c2)

(ρ̂ ∧ ξ̂ ∧ σ̂1 ∧ σ̂2)
si σi ∈ CSS<

Ai
(ciξρ, Vj)

3. Solution combinée

Appliquer tant que possible la règle suivante

Remplacement
c ∧ x =? t

{x 9→ t}(c) ∧ x =? t
si x ∈ V(c) et t /∈ X

Figure 6.1. Résolution de contraintes dans CLC[Σ1 ∪ Σ2,X ]
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Dans ce contexte bien particulier, une contrainte atomique primale c est équivalente
dans A à une conjonction d’équations ̂mgs(c). Ces deux contraintes ont donc même
ensemble complet de solutions symboliques dans C.

La purification étendue aux contraintes non équationnelles transforme la contrainte
initiale en une conjonction de contraintes atomiques pures dans une composante du lan-
gage. Celles qui sont pures dans le langage primal sont ensuite transformées en équations.
En définitive, on obtient une contrainte c′ telle que CSSC(c) = CSUAF∪E2(c

′). Il s’agit
donc dans ce cas d’un problème de combinaison d’algorithmes d’unification dans les théo-
ries équationnelles AF et E2.

Pour résoudre ce problème de combinaison il faut disposer d’un algorithme d’unifica-
tion avec restriction linéaire pour le langage primal et le langage équationnel. Nous allons
nous intéresser plus généralement à la résolution de contraintes avec restriction linéaire
dans un langage primal. Il faut pouvoir

1. considérer comme constantes les variables instanciées dans l’autre théorie E2,

2. tenir compte d’une restriction linéaire en éliminant certaines constantes des termes
solutions.

Cette décomposition est celle utilisée couramment pour la combinaison d’algorithmes
d’unification (et non d’unifiabilité). Elle s’étend parfaitement à la résolution de contraintes
symboliques et plus précisément à un langage primal où une contrainte atomique primale
est équivalente à une contrainte équationnelle.

Ces deux phases distinctes nécessitent pour chaque théorie équationnelle des outils spé-
cifiques qui sont l’unification avec constantes et l’élimination de constante. Ces outils sont
obtenus pour la théorie AF en transposant le problème dans l’algèbre A puisque l’éga-
lité dans AF est celle dans A . Le résolveur de contraintes dans le langage CLAF [ Σ ,X ]
doit être spécialisé pour que les solutions symboliques n’instancient pas les variables dites
gelées, qui sont considérées comme constantes dans la théorie équationnelle AF . D’autre
part, les solutions ne doivent pas contenir certaines variables gelées, vues dans la théorie
équationnelle AF comme des constantes à éliminer dans les termes solutions. Nous ver-
rons que l’élimination de variable gelée peut s’effectuer par unification dans un langage
primal. Ainsi une conjonction de problèmes d’élimination est simplement une contrainte
équationnelle. C’est la raison pour laquelle nous nous limiterons à l’étude d’un problème
élémentaire, à savoir l’élimination d’une seule variable gelée dans un seul terme.

6.2.1 Résolution de contraintes avec variables gelées
Le résolveur de contraintes dans CLAF [ Σ ,X ] doit être spécialisé pour éviter l’instan-

ciation de variables gelées.
Un ensemble complet de solutions d’une contrainte c par rapport à un ensemble de

variables gelées M ∈ V(c) est défini en imposant qu’une solution σ n’instancie pas les
variables de M: ∀σ ∈ CSS(c,M), Dom(σ) ⊆ V(c)\M. Lorsqu’un ensemble complet
minimal CSS(c,M) contient au plus un élément alors celui-ci sera noté mgs(c,M).

Lorsqu’une substitution σ n’instancie pas les variables gelées M dans une contrainte
c, ces variables apparaissent encore dans la contrainte cσ et l’application σc entre assigna-
tions laisse inchangée les valeurs assignées aux variables gelées M:

∀α ∀x ∈M, σc(α)(x) = α(xσ) = α(x).
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Nous allons voir comment s’intègre cette condition supplémentaire à celles données
dans le cas sans variable gelée.

Cette condition signifie que les assignations δ des variables gelées M sont inchan-
gées par l’application σc entre assignations et qu’il suffira de s’intéresser aux variables
non gelées. Etant donnée une assignation δ ∈ ASSM

A de variables gelées, on note δ la
substitution obtenue en remplaçant la valeur δ(x) ∈ A par la constante correspondante
[δ(x)] ∈ F . La condition que les variables M ne sont pas instanciées par σ s’écrit

I(σc) = δ ∪ I(σcδ).

Les propositions suivantes sont des conséquences directes de cette décomposition ap-
pliquée aux résultats du chapitre précédent.

Proposition 6.8 Si σ est une substitution n’instanciant pas les variables gelées M alors
σ est une solution symbolique de c si et seulement si

∀δ ∈ ASSM
A , I(σcδ) ⊆ SolA(cδ)|V(cδ)

L’équivalence entre préordre de subsomption des substitutions σ et σ′ et inclusion des
rangs de σc et σ′c peut être raffinée lorsque σ et σ′ gèlent les variables de M.

Proposition 6.9 Soit σ et σ′ deux substitutions n’instanciant pas les variables gelées M.
Alors σ ≤V(c)

AF σ′ ssi ∀δ ∈ ASSM
A , I(σc′δ) ⊆ I(σcδ).

Corollaire 6.1 S’il existe une substitution σ n’instanciant pas les variables gelées M
telle que ∀δ ∈ ASSM

A , I(σcδ) = SolA(cδ)|V(cδ), alors σ est une solution principale de c.

La résolution d’une contrainte c par rapport à un ensemble de variables gelées M
s’effectue en considérant les sous problèmes obtenus en projetant de toutes les façons
possibles les variables gelées sur les valeurs du domaine. En effet, une solution symbolique
σ est solution principale de c par rapport à un ensemble de variable gelées M si et
seulement si pour toute substitution δ des variables gelées M, σδ est solution principale
de cδ.

Théorème 6.2 Soit c une contrainte et M un ensemble de variables inclus dans V(c).
La substitution

{x 9→
∑

δ

∏
δ(M) · mgs(cδ)(x)}x∈V(c)\M

est une solution principale de c par rapport à l’ensemble de variables gelées M.

Preuve : Cette substitution n’instancie pas les variables de M et vérifie la condition du
Corollaire 6.1. ✷

Exemple 6.3 (Suite de l’exemple 5.8: c = (x+yz =? xyz)). Supposons M = {x}. Il faut
considérer c0 = (0 + yz =? 0yz) où Sol(c0) = { y z , y z, y z } et c1 = (1 + yz =? 1yz) où
Sol(c1) = {yz}. Ainsi mgs(c1) = {y 9→ 1, z 9→ 1} et l’application

σc0( y1 y2 ) = y z σc0( y1 y2) = y z σc0(y1 y2 ) = y z σc0(y1y2) = y z

produit mgs(c0) = {y 9→ y1, z 9→ y1 y2}.
Les termes x · mgs(c0)(y) + x · mgs(c1)(y) et x · mgs(c0)(z) + x · mgs(c1)(z) sont res-
pectivement associés à y et z: mgs(c,M) = {y 9→ x y1 + x, z 9→ x y1 y2 + x}.
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6.2.2 Un algorithme d’élimination de variable gelée
Nous considérons à présent le problème des cycles composés

y1=
?t1[x1] ∧ x1=

?s1[y2] ∧ · · · yn=?tn[xn] ∧ xn=?sn[y1]

de termes non variables purs alternativement dans chaque langage de contraintes. Ces
cycles peuvent avoir des solutions dans le langage de contraintes combiné. Pour les trouver
il faut calculer les bonnes instances qui transforment le cycle composé en une forme
séquentiellement résolue. C’est l’objet d’un algorithme d’élimination de variable gelée.

Définition 6.8 Un terme u est une instance d’un terme t suivant un ensemble de va-
riables M s’il existe une substitution σ telle que

• Dom(σ) ∩M = ∅.
• tσ =AF u.

Le préordre de subsomption ainsi défini sera noté ≤M
AF .

Définition 6.9 Un terme u élimine x dans t suivant un ensemble de variables gelées M
si x /∈ u, x /∈ M et t ≤M∪{x}

AF u. L’ensemble de ces termes est noté STE(x, t,M). La
substitution σ est un éliminateur de x dans t. L’ensemble des éliminateurs de x dans t
est noté SE(x, t,M).

Exemple 6.4 Considérons le terme booléen t = x + y. La substitution φ = {y 9→ x } est
un éliminateur de x dans t. Le terme 1 élimine x dans t. La substitution σ = {y 9→ x +z}
est aussi un éliminateur mais est plus général que φ.

Définition 6.10 Un ensemble de termes est un ensemble complet de termes éliminant x
dans t suivant les variables gelées M, noté par CSTE(x, t,M), si

1. CSTE(x, t,M) ⊆ STE(x, t,M).

2. ∀u ∈ STE(x, t,M) ∃s ∈ CSTE(x, t,M), s ≤M
AF u.

Un CSTE(x, t,M) est minimal si deux termes de CSTE(x, t,M) ne peuvent pas être

comparés par ≤M∪{x}
AF . Lorsqu’un tel ensemble est au plus un singleton, mgte(x, t,M)

désigne cet unique élément.

Un terme u éliminant x dans t prend des valeurs de t notées

V al(t) = {α(t) | α ∈ ASSA},

et en particulier celles indépendantes des valeurs prises par x,

Common(x, t) =
⋂

i∈A

V al(t{x 9→ [i]}).

Il y a à nouveau équivalence entre l’inclusion ⊆ sur l’ensemble des valeurs prises par
les termes et le préordre de subsomption ≤AF sur les termes.
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Proposition 6.10 Soient t et u deux termes.

t ≤M
AF u si et seulement si ∀δ ∈ ASSM

A , V al(uδ) ⊆ V al(tδ).

En particulier, si M = ∅ alors on a t ≤AF u si et seulement V al(u) ⊆ V al(t).

Preuve : La preuve est basée sur l’application de la proposition 5.6 aux substitutions
σ = {z 9→ t}, σ′ = {z 9→ u} et à la contrainte triviale

c =
∧

x∈V(t)∪V(u)∪{z}
x=?x.

La variable z est supposée ne pas apparaitre dans s et t. Comme σ et σ′ n’instancient
pas les variables gelées M, il existe une substitution µ telle que

∀x ∈ V(c), xσ = xσ′µ

si et seulement si
∀δ ∈ ASSM

A , I(σ′
cδ) ⊆ I(σcδ),

cette condition étant équivalente à

∀δ ∈ ASSM
A , V al(uδ) ⊆ V al(tδ).

On peut supposer sans perte de généralité que µ n’instancie pas les variables de M
puisque

∀x ∈M, xµ =AF x.

✷

Proposition 6.11 Si u est un terme éliminant x dans t suivant un ensemble de variables
gelées M alors

∀δ ∈ ASSM
A , V al(uδ) ⊆ Common(x, tδ).

Preuve : Le terme u est une instance de t suivant un ensemble de variables gelées M∪{x}
avec x /∈ u.

t ≤M∪{x}
AF u⇔ ∀i ∈ A, ∀δ ∈ ASSM

A , V al(uδ{x 9→ [i]}) ⊆ V al(tδ{x 9→ [i]}).

D’autre part, les valeurs prises par u ne dépendent pas des valeurs de x puisque
x /∈ u. Ainsi

V al(uδ) = V al(uδ{x 9→ [0]}) = . . . = V al(uδ{x 9→ [n− 1]}).

En regroupant, on obtient

V al(uδ) ⊆
⋂

i∈A

V al(x, tδ{x 9→ [i]}) = Common(x, tδ).

✷
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Il suffit ensuite d’exhiber un terme u ne satisfaisant pas seulement l’inclusion mais
l’égalité: c’est un terme principal éliminant x dans t.

Le cas avec variables gelées est à nouveau basé sur celui sans variable gelée.

Théorème 6.3 Le problème qui consiste à trouver un ensemble complet de termes élimi-
nant x dans t est unitaire dans les algèbres finies.
• Si M = ∅ alors mgte(x, t, ∅) =

∑
i∈A Ci(v) · [S(i)], où v est une nouvelle variable

(v /∈ V(t)) et S : A 9→ Common(x, t) une application surjective.
• Si M ̸= ∅ alors mgte(x, t,M) =

∑
δ
∏
δ(M) · mgte(x, tδ, ∅).

Exemple 6.5 Si t est un terme booléen sans variable (M = ∅) non équivalent à x, alors
on peut choisir mgte(x, t, ∅) = v lorsque Common(x, t) = {0, 1}, où mgte(x, t, ∅) = 0
(resp. 1) lorsque Common(x, t) = {0} (resp. {1}).

La résolution de contraintes avec variables gelées fournit un éliminateur principal:
c’est la solution principale d’un problème de filtrage (t ≤?

AF u) où u est le terme principal
éliminant x dans t.

Théorème 6.4 Le problème d’élimination de variable gelée est unitaire dans les algèbres
finies. Un éliminateur principal de x dans t est mgs(t =? mgte(x, t,M),M ∪ {x, v}) où
M ∪ {v} sont les variables dans mgte(x, t,M).

Preuve : On note c le problème de filtrage à résoudre et σ sa solution principale. Si σ′

désigne un éliminateur de x dans t suivant un ensemble de variables gelées M, alors
il existe un terme dans STE(x, t,M) et par conséquent,

∀δ ∈ ASSM∪{x,v}
A , I(σ′

cδ) ⊆ {β | β(tδ) ∈ Common(x, tδ)} = I(σcδ).

La substitution σ′ est donc une instance de σ. La substitution µ telle que

∀x ∈ V(c), xσ′ =AF xσµ

n’instancie pas les variables de M∪ {x, v} puisque Dom(σ)∩ {M∪ {x, v}} = ∅ par
construction et Dom(σ′) ∩ {M ∪ {x, v}} = ∅ par hypothèse. ✷

Exemple 6.6 Soit t un terme booléen x ( y +y z )+xyz. Comme Common(x, t) = {0, 1},
le terme éliminant est une variable v. Il s’agit ensuite de considérer c = (t =? v) où x et
v sont gelées, c’est-à-dire:
c00 = {x 9→ 0, v 9→ 0}(c) avec Sol(c00) = {yz}.
c01 = {x 9→ 0, v 9→ 1}(c) avec Sol(c01) = { y z , y z, y z }.
c10 = {x 9→ 1, v 9→ 0}(c) avec Sol(c10) = { y z , y z, y z }.
c11 = {x 9→ 1, v 9→ 1}(c) avec Sol(c11) = {yz}.
Ainsi mgs(c00) = mgs(c11) = {y 9→ 1, z 9→ 1} et mgs(c01) = mgs(c10) = {y 9→ y1, z 9→
y1 y2} grâce à l’application

σc01( y1 y2 ) = y z σc01( y1 y2) = y z σc01(y1 y2 ) = y z σc01(y1y2) = y z

Finalement,

mgs(c, {x, v}) = {y 9→ x v + x vy1 + x v y1 + xv, z 9→ x v + x v y1 y2 + x v y1 y2 + xv}.
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6.2.3 Résolution de contraintes avec restriction linéaire
L’algorithme proposé s’inspire fortement de la construction générale qui utilise d’abord

un résolveur de contraintes avec variables gelées puis un algorithme d’élimination de
variable gelée pour tenir compte de la restriction linéaire. Les particularités de la résolution
de contraintes dans le langage primal font qu’une solution principale est obtenue par
composition de deux substitutions correspondant à ces deux étapes bien distinctes. Une
conjonction de problèmes d’élimination est une conjonction de filtre-équations

t[x] ≤?
AF u

où u est le terme éliminant x dans t. Il est supposé qu’une nouvelle variable permettant de
construire un terme éliminant ne peut figurer dans deux termes éliminants différents. Elle
est implicitement gelée puisque elle apparait dans un membre droit d’une filtre-équation.

Proposition 6.12 Une solution principale de la contrainte c suivant la restriction li-
néaire < sur V(c) = V ⊕M est la composée de deux substitution σψ telle que

1. σ ∈ mgs(c,M),

2. ψ ∈ mgs(
∧

{(x,y)∈M×V |x<y} xσ ≤? mgte(y, xσ,M\{y}),M).

La prise en compte de la restriction linéaire nécessite de savoir résoudre une conjonction
de problèmes d’élimination d’une variable gelée dans un terme. Savoir résoudre un pro-
blème d’élimination ne permet pas en général de résoudre une conjonction de problèmes.
En effet ce problème n’est pas stable par instanciation. Il n’est pas possible de d’abord
résoudre un problème d’élimination puis de reporter cette solution dans le problème sui-
vant qui risque de l’instancier sans qu’elle reste une solution. Une démarche incrémentale
ne peut donc pas être entreprise en général. Le fait de pouvoir transposer un problème
d’élimination en une équation est donc de la plus grande importance. Cela permet de voir
une conjonction de problèmes d’élimination comme une conjonction d’équations ou plus
exactement de filtre-équations. Il n’est pas nécessaire de résoudre une équation une par
une si l’on dispose d’une méthode plus efficace de résolution de systèmes d’équations.

En particulier, nous avons à considérer des sous-systèmes de filtre-équations de la
forme ∧

{y∈M | x<y}
xσ ≤?

AF mgte(y, xσ,M\{y}).

Soit Mx l’ensemble des variables gelées supérieures à x pour l’ordre linéaire <. Pour
chacune de ces variables gelées, un terme éliminant est créé, alors qu’un seul suffirait pour
représenter l’ensemble de ces termes éliminants. Ce terme est construit sur l’ensemble des
valeurs ⋂

y∈Mx

Common(y, xσδ),

et ne nécessite l’introduction que d’une seule variable afin de schématiser cet ensemble
de valeurs. L’étude de la résolution d’un système d’équations permet donc de mettre
en évidence une optimisation de l’élimination de plusieurs variables gelées dans un seul
terme. S’intéresser directement à l’élimination de plusieurs variables dans un terme aurait
alourdi inutilement la notation. Grâce à ce regroupement des problèmes d’élimination,
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il suffit d’introduire une nouvelle variable comme doublure de chaque variable non gelée
sauf pour la variable maximale par rapport à < qui, elle, ne contient pas de variable gelée
à éliminer. L’ensemble ⋂

y∈Mx

Common(y, xσδ)

peut aussi être un singleton, auquel cas la valeur correspondante est directement utilisée
comme terme éliminant.

Le système de problèmes d’élimination à résoudre pour le second point de la pro-
position 6.12 est donc en définitive une conjonction de sous-systèmes qui se réduisent
simplement en une seule filtre-équation, une pour chaque variable x ∈ V .

L’idée est ensuite de résoudre ce système de filtre-équations de façon incrémentale. On
commence par choisir l’élément minimal x de manière indéterministe et en ne fixant pas a
priori l’ordre < sur les autres variables. L’ensemble Mx est quand même défini et permet
d’éliminer toutes les variables supérieures à x. La solution est ensuite reportée dans la
contrainte équationnelle sous forme résolue. Ce qui a été fait pour rendre x minimal ne
sera plus à refaire, la variable étant complètement déconnectée des autres variables. En
effet, le terme solution associé à cette variable ne changera plus au cours du processus
d’élimination, il est gelé. Ce processus est réitéré sur les variables restantes et un nouvel
élément minimal doit être fixé. L’élimination se poursuit jusqu’à ce qu’il n’y ait plus
de variable non ordonnée. On s’arrête finalement avec une substitution respectant la
restriction linéaire qui s’est construite au fur et à mesure.

Corollaire 6.2 La résolution de contraintes avec restriction linéaire est unitaire dans un
langage primal.

Nous savions que la résolution de contraintes avec variables gelées est unitaire mais
cela ne suffisait pas pour combiner un résolveur de contraintes dans un langage primal avec
un algorithme d’unification dans un langage équationnel. Le résolveur de contraintes dont
nous disposons maintenant est prêt à être combiné avec un autre algorithme d’unification
pourvu que ce dernier soit lui aussi suffisamment puissant.

6.2.4 Résolution de contraintes pseudo-booléennes et pseudo-
finis avec restriction

Le problème de la résolution avec restriction (linéaire) de contraintes pseudo-booléennes
ou plus généralement pseudo-finies n’a pas été traité jusqu’à présent.

Nous montrons qu’il est possible de résoudre des contraintes ayant des variables de
sorte Int lorsque celles-ci sont toujours membres d’une équation. En particulier, il est
possible d’avoir une équation x : Int=?t. La question est alors de savoir comment éliminer
une variable (nécessairement de sorte Bool) dans t. C’est une question essentielle si l’on
veut combiner PF ou simplement PB à une autre structure ordo-sortée (par exemple une
théorie équationnelle), problème évoqué au chapitre suivant.

Définition 6.11 Une contrainte pseudo-booléenne (resp. pseudo-finie) étendue est une
contrainte dont les membres des équations sont des termes pseudo-booléens (resp. pseudo-
finis) ou des variables de sorte Int.
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Un algorithme de résolution de contraintes pseudo-finies étendues avec restriction est
obtenu en utilisant d’abord un algorithme de résolution de contraintes avec variables
gelées puis un algorithme d’élimination de variable gelée dans un terme pseudo-fini.

Précisons comment s’enchâınent ces algorithmes.

• L’algorithme de résolution est utilisé pour les contraintes pseudo-finies sans consi-
dérer les équations résolues x : Int=?t.

• La restriction doit être ensuite prise en compte. Comme un problème de filtrage
t ≤? x : Int n’a pas de solution dans PF , il suffit de savoir éliminer une variable
(forcément de sorte Prim) de t.

On note au passage que l’identification de variables de sorte Int dans une contrainte
pseudo-finie étendue produit une contrainte pseudo-finie étendue.

Lemme 6.2 L’élimination de variable gelée dans un terme pseudo-booléen (resp. pseudo-
fini) est équivalente à un problème de filtrage dans les pseudo-booléens (resp. pseudo-finis).

Preuve : Considérons le cas simple où il n’y a pas d’autre variable gelée dans t que x,
celle à éliminer. Comme nous l’avons vu précédemment, le problème d’élimination
de x dans t est équivalent à un problème de filtrage t ≤? u. La seule différence avec
les algèbres primales se situe dans le nombre de variables à introduire dans le terme
u. Celui-ci est construit d’après l’ensemble des valeurs prises par t indépendamment
de celles de x qui est noté Common(x, t). L’ensemble fini des valeurs prises par t,
noté V al(t), est inclus strictement dans Z mais n’est pas inclus dans A. L’ensemble
Common(x, t) est défini par Common(x, t) = ∩i∈AV al(t{x 9→ [i]}). Le terme u
est construit grâce à une surjection S de Am → Common(x, t). Le nombre m de
variables vérifie nécessairement |A|m > |Common(x, t)|. On le choisira minimal.

u =
∑∑

(i1,...,im)∈Am

Ci1(v1) · · ·Cim(vm) · [S (⃗i)].

La construction du terme éliminant u se généralise de la même facon que dans le
cas des algèbres primales pour autoriser d’autres variables gelées dans t. ✷

On peut noter qu’il a été possible de ramener le problème de l’élimination de variable
gelée à un problème de filtrage parce que toute fonction pseudo-finie peut s’exprimer par
un terme.

Corollaire 6.3 La résolution symbolique avec restriction des contraintes pseudo-booléennes
étendues (resp. pseudo-finies étendues) est unitaire.

6.2.5 Combinaison avec une théorie équationnelle
L’existence d’une présentation équationnelle AF ω-complète dont l’algèbre initiale est

A offre une justification au mélange avec une autre présentation équationnelle définis-
sant par exemple des propriétés simples sur d’autres symboles comme par exemple la
commutativité, l’associativité-commutativité ou simplement des symboles sans propriétés
dits libres. Les outils nécessaires pour résoudre l’unification dans le mélange le sont aussi
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pour combiner plus généralement un résolveur de contraintes dans un langage primal avec
un algorithme d’unification dans un langage équationnel. On utilise alors pleinement le
résolveur de contraintes dans le langage primal sans se limiter aux seules équations.

W. Büttner [BES+90] avait montré que l’unification dans les algèbre finies (enrichies)
est unitaire. Dans le même contexte, nous pouvons maintenant conclure que l’unification
dans les algèbres finies en présence de symboles libres est finitaire. Ce résultat s’étend à
la résolution de contraintes dans le modèle de combinaison choisi et à d’autres théories
comme par exemple la commutativité ou l’associativité-commutativité.

Proposition 6.13 La résolution de contraintes dans les algèbres finies en présence de
symboles libres, commutatifs, associatifs-commutatifs est finitaire.

Preuve : L’unification avec restriction linéaire est équivalente à l’unification élémentaire
si les théories sont régulières et non effondrantes. Nous savons en particulier que
l’unification dans la théorie vide est unitaire et que l’unification modulo la commu-
tativité ou l’associativité-commutativité est finitaire. ✷

Un certain nombre de restrictions linéaires n’ont pas à être considérées car le filtrage
sur une constante et l’élimination de constante n’ont pas de solution dans les théories
régulières et non effondrantes. La démarche suivie dans ce cas est de construire une res-
triction linéaire progressivement et seulement lorsque elle s’avère nécessaire, c’est-à-dire
en cas de conflit ou de cycle entre théories.

Exemple 6.7 Considérons la combinaison d’une algèbre primale 3 avec les symboles de
fonctions {0, 1, 2, C0, C1, C2, +, ·} et la théorie définie par les deux symboles de fonctions
{a, f} et l’axiome de commutativité C = {f(x, y) = f(y, x)}, La conjonction d’équations
pures

(y =? v · w ∧ x =? z · (z + 1)) ∧ (f(v, x) =? f(a, f(x, y)))

est résolue comme suit:
On résout d’abord la seconde équation dans la théorie C, pour obtenir

(y =? v · w ∧ x =? z · (z + 1)) ∧ (x =? a ∧ v =? f(x, y)).

La variable x est maintenant instanciée dans la théorie Commutative. Donc x doit être
gelée dans 3 et l’équation correspondante résolue. Nous obtenons

(y =? v · w ∧ z =? x) ∧ (x =? a ∧ v =? f(x, y)).

Il existe encore un cycle composé

v =? f(x, y) ∧ y =? v · w

pouvant être cassé en posant la restriction linéaire y < v avec v instanciée dans C et gelée
dans 3. La variable v est éliminée dans v · w: on obtient w =? C0(v) · z′ et y =? 0 où z′

est une nouvelle variable apparaissant au cours du processus d’élimination.
Finalement, la contrainte équationnelle est en forme résolue

(z =? x ∧ w =? C0(v) · z′ ∧ y =? 0) ∧ (x =? a ∧ v =? f(x, y)).

La solution correspondante est {x 9→ a, v 9→ f(a, 0), y 9→ 0, z 9→ a, w 9→ C0(f(a, 0)) · z′}.
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Il est remarquable que le mélange des deux théories unitaires que sont la théorie vide
et AF est une théorie seulement finitaire comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 6.8 Considérons une équation booléenne avec un symbole libre f :

x=?f(x) + f(y) + f(0).

Un ensemble complet minimal de solutions de cette équation est formé des deux substi-
tutions {x 9→ 1, y 9→ 1} et {x 9→ 1, y 9→ 0}.

L’unification avec restriction linéaire est unitaire dans AF alors que l’unification avec
symboles libres est seulement finitaire. Cela n’empêche pas ces deux notions d’être équi-
valentes au sens où un algorithme d’unification avec restriction linéaire fournit un algo-
rithme d’unification avec symboles libres et réciproquement [BS92]. Mais la construction
d’un algorithme d’unification avec symboles libres se fait au prix de nombreuses étapes
indéterministes puisque il faut a priori considérer toutes les identifications et toutes les
restrictions linéaires.

L’algorithme de combinaison s’applique aussi à des diséquations en supposant que le
symbole de diségalité est un prédicat du langage primal. Prenons l’exemple d’une diséqua-
tion primale élémentaire contenant exclusivement des symboles de fonctions étrangers.

Exemple 6.9 Considérons la diséquation x ̸=? f(y). Cette diséquation est purifiée pour
obtenir:

x ̸=? z ∧ z=?f(y).

La résolution de x ̸=? z dans le langage de Boole renvoie la solution x=? z . La conjonction
x=? z ∧ z=?f(y) est en forme séquentiellement résolue dont la solution est la substitution

{x 9→ f(y) }.

Cette solution est correcte pour toute interprétation de f dans l’algèbre de Boole.

L’exemple suivant nécessite l’utilisation de l’algorithme d’élimination.

Exemple 6.10 Considérons la diséquation

f(y) · y ̸=? f(y) · y + f(y) · y

dans l’algèbre de Boole en présence d’un symbole libre f . Après purification, on obtient
les deux contraintes pures

(x · y ̸=? x · y + x · y ) ∧ (x=?f(y)).

La résolution de la diséquation dans l’algèbre de Boole introduit un cycle composé

(y=? x + x · y1) ∧ (x=?f(y)).

Pour le casser, on pose la restriction linéaire y < x où x est instanciée dans la théorie
vide et y dans l’algèbre de Boole. Le terme éliminant x dans le terme associée à y vaut 1
et donc {y=?1}.
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Une autre possibilité serait d’instancier y dans la théorie vide et donc de la geler
dans l’algèbre de Boole. Mais l’équation y=? x + x · y1 n’a pas de solution lorsque x et y
sont gelées. Le dernier recours est alors d’identifier x et y mais dans ce cas, c’est l’autre
équation x=?f(x) qui n’a pas de solution dans la théorie vide.

Par conséquent, l’unique solution est {y 9→ 1}. Vérifions que cette substitution est
solution:

f(1) · 1 ̸= f(1) · 1 + f(1) · 1

̸= f(1) + f(1) · 0
̸= f(1)

Cette dernière diséquation est valide dans toutes les interprétations et en particulier celles
dont le domaine reste celui de l’algèbre de Boole.

6.2.6 Interprétation de la combinaison avec symboles libres
Le mélange d’une algèbre finie avec des symboles ayant certaines propriétés abstraites,

comme la commutativité, permet de résoudre des problèmes génériques, en faisant abs-
traction de toutes les autres propriétés. Il serait tentant d’interpréter les symboles libres
par des fonctions sur le seul domaine A fini. Cela peut se révéler dangereux car il n’existe
qu’un nombre fini d’interprétations possibles.

Exemple 6.11 L’égalité f(f(f(x))) =? f(x) est valide pour toute interprétation de f sur
le domaine de l’algèbre de Boole, que ce soit les fonctions constantes 0 ou 1, l’identité ou
la négation x . L’algorithme de combinaison fait appel à l’unification dans la théorie vide
qui ne trouve pas de solution.

L’algorithme de combinaison n’est donc pas complet pour le langage de contraintes
augmenté de symboles libres mais dont le seul domaine d’interprétation est A, celui de
l’algèbre finie. Pour préserver la complétude mais aussi le domaine d’interprétation, il
faudrait considérer la classe des langages de contraintes dont les domaines d’interprétation
sont toutes les puissances Am (m ≥ 1) de A.

Définition 6.12 Soit A une Σ = ({s∗},F ,P)-structure et F∅ un ensemble de symboles de
fonctions disjoint de F . On note A∞ la classe de toutes les Σ′ = (S,F ∪F∅,P)-structures
Am pour m ≥ 1 vérifiant:

• (s∗)Am = Am.

• ∀f ∈ F , ∀(a1, . . . , aq) ∈ (Am)q,

fAm(a1, . . . , aq) = (fA((a1)|1, . . . , (aq)|1), . . . , fA((a1)|m, . . . , (aq)|m))

• ∀p ∈ P, ∀(a1, . . . , aq) ∈ (Am)q,

pAm(a1, . . . , aq) = pA((a1)|1, . . . , (aq)|1) ∧ . . . ∧ pA((a1)|m, . . . , (aq)|m).
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L’objectif du paragraphe est de mettre en évidence le lien existant entre la validité
dans le langage de contraintes combiné CLAF∪∅[ Σ ′,X ] où les symboles de Σ ′\Σ sont
libres et le langage de contraintes CLA∞[ Σ ′,X ] dont les interprétations sont basées sur
A . Nous allons principalement montrer que l’égalité dans A∞ est celle dans AF ∪ ∅.

Le mélange avec symboles libres est très particulier puisque une égalité entre termes
hétérogènes se projette directement sur une égalité dans AF :

∀s, t ∈ T (F ∪ F∅,X ), s =AF∪∅ t⇔ sπ1 =AF tπ1.

Cette équivalence permet de montrer le Lemme suivant par récurrence sur la hauteur
de théories qui est, rappelons-le, grossièrement le nombre maximum de couches dans un
terme.

Lemme 6.3 Soit h un entier positif. Il existe une interprétation Am telle que un en-
semble fini de termes non AF ∪ ∅-égaux deux à deux et de hauteur de théories égale à h
s’interprètent différement dans Am.

Preuve : Si h = 0 alors les termes sont purs. S’ils le sont dans AF on prend m = 1.
L’entier m est fonction de la taille des termes lorsqu’ils sont purs dans la théorie
vide.

Soit un ensemble de termes de hauteur de théories h. On suppose le Lemme vrai
pour les sous termes étrangers de hauteur de théories h − 1. Les symboles de tête
libres (i.e. dans F∅) de termes de l’ensemble peuvent être considérées distinctes
deux à deux, sinon on peut décomposer les termes et le problème. Trouver une
interprétation pour distinguer les termes à symboles de tête libres distinctes ne
pose pas de difficulté. Nous allons maintenant nous intéresser à un couple (s, t) de
termes dont l’un au moins a son symbole de tête dans la théorie AF . Par hypothèse
nous avons sπ1 ̸=AF tπ1 et il existe m et Am interprétant différement les sous termes
étrangers non AF∪∅-équivalents. Il est ensuite facile de construire une interprétation
Am+1 interprétant différement s et t. ✷

Proposition 6.14 Soient F∅ un ensemble de symboles de fonctions disjoint de F et c
une CLAF∪∅[ Σ ′,X ]-contrainte atomique. Alors

CLA∞[ Σ ′,X ] |= c⇔ CLAF∪∅[ Σ
′,X ] |= c.

Preuve : Remarquons dans un premier temps que t =AF∪∅ t ↓R et tπ1 =AF (t ↓R)π1. Par
conséquent une contrainte atomique p((t1 ↓R)π1, . . . , (tn ↓R)π1) est valide dans A si
et seulement si p(tπ1

1 , . . . , tπ1
n ) est valide dans A .

On utilise ensuite la définition de l’interprétation standard d’un langage combiné
pour montrer que

• Si p(t1, . . . , tn) est valide dans AF ∪∅ alors p(tπ1
1 , . . . , tπ1

n ) est valide dans A et
A∞ et donc par instanciation p(t1, . . . , tn) est valide dans A∞.

• Si p(t1, . . . , tn) n’est pas valide dans AF ∪ ∅ alors p(tπ1
1 , . . . , tπ1

n ) n’est pas va-
lide dans A . On peut donc construire une interprétation de A∞ à partir de
l’interprétation fournie par l’application du Lemme 6.3 à l’ensemble des sous
termes étrangers de {t1, . . . , tn}. Cette interprétation ne satisfait donc pas la
contrainte atomique p(t1, . . . , tn).
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✷

Cette proposition permet de conclure que l’algorithme de résolution de contraintes
dans la combinaison d’une algèbres finie et de symboles libres est aussi un algorithme de
résolution symbolique pour une classe de langages de contraintes dont les domaines sont
uniquement basés sur celui de l’algèbre finie.

Corollaire 6.4 La résolution de contraintes symboliques est finitaire dans CLA∞[ Σ ′,X ].

L’interprétation des symboles libres sur le seul domaine A est donc trop approximatif.
C’est l’ensemble des puissances de A qu’il s’agit de considérer.

6.2.7 Combinaison de deux algèbres finies non disjointes
La combinaison de deux langages de contraintes primaux

CLAF1 [({s∗}, F 1,P1),X ] et CLAF2[({s∗}, F 2,P2),X ]

est envisageable dans le même contexte. Les algèbres finies A 1 et A 2 sont les algèbres
initiales des présentations ω-complètes (F 1, AF1) et (F 2, AF2). Nous nous intéresserons
principalement aux algèbres finies A 1 et A 2 dont les domaines A1 et A2 ont une inter-
section non vide. Prenons par exemple:

• La ({Bool}, F 1)-algèbre A 1 avec F 1 = {0, 1,∨,∧, }̄ interprété par les opérateurs
sur le domaine {0, 1}.

• La ({Prim}, F 2)-algèbre A 2 avec F 2 = {0, 1, 2, +, ·, C0, C1, C2} interprété comme
dans la définition 5.4 sur le domaine {0, 1, 2}.

Les domaines de ces deux algèbres finies ont une intersection non vide, en l’occurrence
{0, 1}. Les présentations équationnelles partagent les constantes correspondantes {0, 1}.

Ce partage des seules constantes permet d’établir un lien entre les solutions du langage
combiné dont les sortes de chaque langage composant sont disjointes

CLA 1∪A 2
[(S1 ∪ S2, F 1 ∪ F 2,P1 ∪ P2),X ]

(avec par exemple S1 = {Bool} et S2 = {Prim}) et les solutions symboliques du langage
combiné

CLAF1∪AF2 [({s∗}, F 1 ∪ F 2,P1 ∪ P2),X ].

En effet, un résolveur de contraintes dans

CLAF1∪AF2[({s∗}, F 1 ∪ F 2,P1 ∪ P2),X ]

fournit un résolveur de contraintes symbolique dans

CLA 1∪A 2
[(S1 ∪ S2, F 1 ∪ F 2,P1 ∪ P2),X ].

La proposition suivante précise la relation entre solutions et solutions symboliques.
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Proposition 6.15 Soit c une CLA 1∪A 2
[(S1∪S2, F 1∪ F 2,P1∪P2),X ]-contrainte. Pour

toute solution α ∈ SolA 1∪A 2
(c) il existe une substitution σ ∈ CSSAF1∪AF2(c) telle que

∀x ∈ V(c), α(x) = α(xσ).

Preuve : Dans ce qui suit, une substitution σ est dite par valeurs si Ran(σ) est un
ensemble de constantes. Toute substitution par valeurs correspond à la restriction
d’une assignation dans A 1∪ A 2 à un ensemble fini de variables, et réciproquement.

On peut supposer que c est une conjonction de contraintes atomiques pures c1 ∧ c2

car l’étape de purification préserve l’ensemble des solutions dans les deux langages
de contraintes. Si α(c) est vrai dans A 1∪A 2 alors la substitution par valeurs définie
comme suit:

∀x ∈ V(c), xφ = [α(x)]

est une solution de c dans AF1 ∪ AF2. Il existe donc une restriction linéaire sur
V1 ⊕ V2 = V(c1 ∧ c2) et une solution combinée σ = σ1 ⊙ σ2 telle que σ1 ≤V1

AF1
φ et

σ2 ≤V2
AF2

φ. Soient γ1, γ2 les substitutions correspondantes:

∀x ∈ Vi, xφ =AFi xσiγi.

Comme φ est une substitution par valeurs, nous pouvons supposer sans perte de
généralité que γi est encore une substitution par valeurs définie sur VRan(σi)\Vi

avec Ran(γi) ⊆ (Fi)0, sinon on peut toujours clore γi pour qu’elle le devienne. En
combinant les solutions, nous obtenons

∀x ∈ V(c), xφ =AF1∪AF2 xσγ1γ2.

Les variables de VRan(σi) ∩Dom(σj), (i ̸= j) sont des variables identifiées à celles
de V(c1)∩V(c2) et qui sont donc instanciées par φ avec des constantes de SC. Ainsi
γ1γ2 correspond à une solution α de xσ dans A 1 ∪ A 2. Ensuite φ est définie sur
Dom(γ1) ∪ Dom(γ2) = V(cσ)\V(c) comme étant égale à γ1γ2. La substitution φ
étendue aux nouvelles variables, Dom(φ) = V(c) ∪ V(cσ), correspond finalement à
une solution α ∈ SolA 1∪A 2

(c) qui satisfait

∀x ∈ V(c), α(x) = α(xσ).

✷

Réciproquement, si σ ∈ CSSAF1∪AF2(c) et α est une assignation des variables telle que
α(cσ) est vrai dans A 1 ∪ A 2, alors α ∈ SolA 1∪A 2

(c).
L’algorithme de résolution dans

CLAF1∪AF2[({s∗}, F 1 ∪ F 2,P1 ∪ P2),X ]

permet d’obtenir une schématisation de l’ensemble des solutions d’un autre langage com-
biné qui, lui, préserve les domaines de chaque algèbre finie composante. L’algorithme dont
nous disposons pour ce dernier a la même fonctionnalité que les algorithmes qui le com-
posent. Il permet de synthétiser l’ensemble des solutions par valeurs. Son intérêt est nul
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lorsque la contrainte à résoudre est insatisfaisable. Le problème de la satisfaisabilité est
en effet tout aussi évident dans le langage combiné

CLA 1∪A 2
[(S1 ∪ S2, F 1 ∪ F 2,P1 ∪ P2),X ]

que dans les langages composants puisque les domaines d’interprétations restent finis. Ce
problème ne nécessite pas un algorithme de représentation compacte des solutions.

L’algorithme de combinaison tel qu’il est décrit est trop indéterministe pour espérer
une bonne représentation des solutions. Toutes les restrictions linéaires, toutes les instan-
ciations par des constantes partagées et finalement toutes les identifications doivent être
appliquées. Nous allons déterminer quels sont les cas qui peuvent être évités sans perte
de complétude.

L’idée générale est de fixer d’abord les restrictions linéaires qui sont plus ou moins
incontournables et de n’envisager l’instanciation par des constantes partagées ou l’iden-
tification de variables qu’en cas d’extrême nécessité et ce afin de préserver un ensemble
complet de solutions. Cette optimisation est valable pour d’autres mélanges de théories
équationnelles mais peut être plus facilement mise en oeuvre pour AF1 ∪ AF2, d’autant
que AF1 et AF2 sont deux théories ayant le même comportement. Pour toutes les deux,
le filtrage est décidable mais pas n’importe comment puisque il correspond d’après la
proposition 5.6 à l’inclusion des assignations schématisées par les substitutions.

Choix de la restriction linéaire

Le choix que nous faisons est franchement radical. Il consiste à voir les variables
partagées comme des constantes libres dans les deux théories. On empêche ainsi tout
risque d’introduction de cycle composé. La notion même de restriction linéaire n’a pas
d’interêt dans ce cas dénaturé. C’est pourtant un cas de figure fréquent car dans notre
contexte une solution principale avec variables gelées, si elle existe, est encore solution
principale.

Proposition 6.16 Soit M l’ensemble des variables partagées dans c1 et c2, i.e. M =
V(c1) ∩ V(c2). Si les substitutions σ1 = mgsAF1(c1,M) et σ2 = mgsAF2(c2,M) existent
alors la solution composée σ = σ1σ2 est une solution principale de c1∧c2 dans AF1∪AF2.

Preuve : Par construction, la contrainte équationnelle ci est équivalent à ̂mgs(ci,M)
dans AFi si mgs(ci,M) existe. Donc

CSSAF1∪AF2(
̂mgs(c1,M) ∧ ̂mgs(c2,M))

est un CSSAF1∪AF2(c1 ∧ c2), où ̂mgs(c1,M) ∧ ̂mgs(c2,M) est en forme séquentiel-
lement résolue. ✷

L’unification dans le mélange AF1 ∪ AF2 est donc unitaire pour une large classe de
contraintes équationnelles.

Exemple 6.12 Soient c1 = (x ∨ v=?v) et c2 = (v=?y · (C1(v) + C2(v))). Les algorithmes
d’unification avec v gelée dans A 1 et A 2 donnent respectivement

{x 9→ v ∧ y1},
{y 9→ (C0(v) · C1(y2) + C1(v)) · 1 + C0(v) · C2(y2) + C2(v)}

dont la composition est un unificateur principal dans le mélange.
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Instanciation par des constantes partagées

L’algorithme de combinaison force l’instanciation par des constantes partagées de ma-
nière complètement indéterministe. Cette approche va à l’encontre de la schématisation
par des solutions symboliques que nous souhaitons obtenir. Ce genre d’instanciation ne
sera effectué que si nécessaire. Une instanciation est rendue nécessaire lorsque un problème
n’a pas de solution ou lorsque l’élimination de variable gelée ne préserve pas l’ensemble
des solutions, ce qui peut se produire car cette dernière opération consiste justement à ne
sélectionner que certaines solutions particulières.

Le critère suivant est motivé par la facilité de décider du filtrage dans les algèbre finies.

Proposition 6.17 Soit < une restriction linéaire sur V1 ⊕ V2 = V(c1 ∧ c2) et ρ une
substitution par des constantes partagées. Si

mgs<
AF1

(c1, V2)ρ|V2 ≤V1
AF1

mgs<
AF1

(c1ρ|V2 ∧ ρ̂|V1, V2),

mgs<
AF2

(c2, V1)ρ|V1 ≤V2
AF2

mgs<
AF2

(c2ρ|V1 ∧ ρ̂|V2, V1),

alors la substitution ρ n’a pas à être considérée à l’étape de Combinaison.

Preuve : On note σ′ la solution combinée de σ′1 = mgs<
AF1

(c1ρ|V2 ∧ ρ̂|V1 , V2) et σ′2 =
mgs<

AF2
(c2ρ|V1 ∧ ρ̂|V2 , V1), et σ la solution combinée de σ1 = mgs<

AF1
(c1, V2) et σ2 =

mgs<
AF2

(c2, V1). Il s’agit de montrer que σ = σ1 ⊙ σ2 ≤V1∪V2
AF1∪AF2

σ′1 ⊙ σ′2 = σ′. Par
hypothèse nous savons qu’il existe deux substitutions γ1, γ2 telles que

σ′i =Vi
AFi

σiρ|Vjγi

pour i, j = 1, 2 et i ̸= j. Les hypothèses faites sur γ1 et γ2 et qu’on rappelle sont
les mêmes que celles de la proposition 2.20. Les substitutions n’instancient pas les
variables de V1 ⊕ V2: Dom(γ1) ∩ (V1 ⊕ V2) = ∅ et Dom(γ2) ∩ (V1 ⊕ V2) = ∅. On
supposera sans perte de généralité que γ1 (resp. γ2) est idempotente et instancie des
variables introduites par l’unification dans AF1 (resp. AF2), c’est-à-dire γ1γ1 = γ1,
γ2γ2 = γ2 et Dom(γ1) ∩Dom(γ2) = ∅.
La preuve se fait par induction noétherienne sur l’ordre <. Soit x une variable de
Vi et {y1, . . . , yn} l’ensemble des variables de Vj inférieures à x par rapport à <.
L’hypothèse d’induction est

yσ′ =AF1∪AF2 yσγ1γ2

pour y < x. Cette hypothèse est vérifiée pour la variable minimale z de Vm avec
m = 1, 2 car par définition

zσ′ = zσ′m =AFm zσmγm = zσmγ1γ2 = zσγ1γ2.

Pour la variable x, la définition inductive d’une solution combinée est

xσ′ = xσ′i[yk ←↩ ykσ
′]k=1,...,n

=AF1∪AF2 xσiρ|Vjγi[yk ←↩ ykσ
′]k=1,...,n

=AF1∪AF2 xσiγi[yk ←↩ ykσ
′]k=1,...,n
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car ykσ′ =AF1∪AF2 c si ykρ|Vj = c ∈ SC. Ensuite

xσ′ = xσiγi[yk ←↩ ykσ
′]k=1,...,n

=AF1∪AF2 xσiγi[yk ←↩ ykσγ1γ2]k=1,...,n

= (xσi[yk ←↩ ykσ]k=1,...,n)γ1γ2

= xσγ1γ2.

Nous avons donc montré que yσ′ =AF1∪AF2 yσγ1γ2 pour y ≤ x. ✷

Nous nous intéressons maintenant aux causes empêchant le critère de la proposi-
tion 6.17 d’être toujours applicable. L’unification avec variables gelées dans AF1 et AF2

vérifie en effet
mgsAF1(c1ρ|V2 ∧ ρ̂|V1 , V2) =V1

AF1
mgsAF1(c1, V2)ρ|V2

et
mgsAF2(c2ρ|V1 ∧ ρ̂|V2, V1) =V2

AF2
mgsAF2(c2, V1)ρ|V1 .

si mgsAF1(c1, V2) et mgsAF2(c2, V1) existent. Mais cette propriété n’est malheureusement
pas préservée en passant à la résolution de contraintes avec restriction linéaire. La cause
en est justement la phase d’élimination qui peut se faire avec perte de solutions.

Exemple 6.13 Soient les contraintes c1 = (x=? y v ∨ y), c2 = (y=?C2(x)) avec V1 =
{x}, V2 = {y} et x < y. Le terme éliminant y dans y v∨ y est 1. La contrainte à résoudre
pour tenir compte de la restriction est

(x=?( y v ∨ y)=?1)

dans B. Cela n’empêche pas ensuite d’avoir à instancier x par 0 et de résoudre

(x=?( y v ∨ y)=?0).

La solution obtenue ne sera évidemment pas une instance de la précédente.

Le critère de la proposition 6.17 peut être testé sans construire explicitement la sub-
stitution.

Proposition 6.18 Soit < une restriction linéaire sur V(c) = V ⊕M et ρ ∈ SUBSSC
M .

mgs<
AF (c,M)ρ ≤V(c)

AF mgsAF (cρ,M)

si et seulement si
Common(y, tρ|M\{x}) ⊆ Common(y, t)

pour tout problème d’élimination de y dans t à considérer durant le calcul de mgs<
AF (c,M).

Preuve : D’après la proposition 5.6. ✷

Pour ensuite appliquer le critère de la proposition 6.17, il suffit de remarquer que
mgs<

AFi
(ciρ|Vj , Vj) ≤Vi

AFi
mgs<

AFi
(ciρVj ∧ ρ̂Vi , Vj).

Ce critère est même satisfait a priori pour tout ρ ∈ SUBSSC
M lorsque les ensembles

Common(y, t) calculés durant la phase d’élimination ne sont pas seulement inclus dans
A mais égaux à A. Dans ce cas un mgs<

AF (c,M) est un mgsAF (c,M).
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Identification des variables

Une proposition analogue à celle pour les constantes partagées est valable pour les
identifications.

Proposition 6.19 Soit < une restriction linéaire sur V1 ⊕ V2 = V(c1 ∧ c2) et ξ une
identification compatible avec <. Si

mgs<
AF1

(c1, V2)ξ|V2 ≤V1
AF1

mgs<
AF1

(c1ξ|V2 ∧ ξ̂|V1, V2),

mgs<
AF2

(c2, V1)ξ|V1 ≤V2
AF2

mgs<
AF2

(c2ξ|V1 ∧ ξ̂|V2, V1),

alors l’identification ξ n’a pas à être considérée à l’étape de Combinaison.

Preuve : La preuve est quasiment identique à celle de la proposition 6.17. Elle se fait
à nouveau par induction nœthérienne sur <. La seule différence se situe dans la
construction de la solution combinée σ′ de σ′1 = mgs<

AF1
(c1ξ|V2 ∧ ξ̂|V1) et σ′2 =

mgs<
AF2

(c2ξ|V1 ∧ ξ̂|V2) où l’on utilise cette fois le fait que yk1σ
′ = yk2σ

′ si yk1ξ|Vj =
yk2ξ|Vj pour yk1, yk2 ∈ Vj. ✷

Il faut à nouveau remarquer que la condition d’application de la proposition 6.19 n’est
pas toujours satisfaite pour l’unification avec restriction linéaire, alors qu’elle l’est pour
l’unification avec variables gelées puisque

mgsAF1(c1ξ|V2 ∧ ξ̂|V1, V2) =V1
AF1

mgsAF1(c1, V2)ξ|V2

et
mgsAF2(c2ξ|V1 ∧ ξ̂|V2, V1) =V2

AF2
mgsAF2(c2, V1)ξ|V1.

si mgsAF1(c1, V2) et mgsAF2(c2, V1) existent.
L’élimination ne préserve pas obligatoirement l’ensemble des solutions. Les unificateurs

obtenus par identification ne sont donc pas toujours des instances de ceux obtenus sans
identification.

Exemple 6.14 Soient les contraintes c1 = (x=?t[u, y, z]), c2 = (y=?C2(x)) ∧ (z=?C2(v))
avec V1 = {x}, V2 = {y, z} et x < y < z. Le terme booléen t est

y z u ∨ y z ∨ y z ∨ yz u .

Le terme éliminant {y, z} dans t est 1. L’unificateur principal suivant la restriction <
instanciera donc x par 1. Considérons maintenant l’identification {z 9→ y}. Le terme éli-
minant y dans t{z 9→ y} est une variable. L’unificateur principal de la contrainte identifiée
ne sera donc pas une instance du précédent.

La proposition 5.6 permet de raisonner directement sur les valeurs prises par les termes
sans avoir à construire de substitutions.

Proposition 6.20 Soit < une restriction linéaire sur V(c) = V ⊕M et ξ ∈ IDM telle
que ∀x, y M, xξ < yξ si x < y.

mgs<
AF (c,M)ξ ≤V(c)

AF mgs<
AF (cξ,M)

si et seulement si
Common(yξ, tξ) ⊆ Common(y, t)

pour tout problème d’élimination de y dans t à considérer durant le calcul de mgs<
AF (c,M).
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On peut en conclure que le critère de la proposition 6.19 est satisfait a priori lorsque les
termes éliminants à construire durant la phase d’élimination le sont grâce à des surjections
sur A, c’est-à-dire lorsque le mgs<

AF (c,M) est encore un mgsAF (c,M).
Il est remarquable cependant que l’unification avec et sans restriction linéaire bien

qu’elles soient toutes les deux unitaires sont donc fondamentalement différentes même
pour des algèbres finies. Les deux phases que sont résolution puis élimination n’ont pas
les mêmes bonnes propriétés de conservation des solutions et il est bon qu’elles soient
distinguées.

Dans la première, l’identification (resp. l’instanciation par constantes partagées) n’est
nécessaire que lorsque l’une des deux contraintes n’a pas de solution.

Dans la seconde, l’identification (resp. l’instanciation par constantes partagées) permet
éventuellement de trouver d’autres solutions.

Application

L’intégration d’algorithmes d’unification dans des structures algébriques spécifiques a
permis d’augmenter l’expressivité de Prolog. L’algorithme d’unification booléenne est par
exemple utilisé dans CHIP [BS87]. L’algorithme d’unification dans les algèbres finies sert
aussi de support à un Prolog étendu [BES+90, Tid88] dont les applications sont notam-
ment la vérification symbolique de circuits électroniques. Les outils dont nous disposons
permettent désormais d’intégrer une ou plusieurs algèbres finies et le domaine de Her-
brand dans un seul et même Prolog. Les algorithmes d’unification sous-jacents font alors
appel aux techniques de combinaison lorsque les problèmes le nécessitent.

La vérification de circuits électroniques s’effectue par exemple dans [BES+90] à diffé-
rents niveaux d’abstraction.

• L’algèbre de Boole B. Une porte nor(A, B, X) où A, B sont les entrées et X la sortie
peut être spécifiée par l’équation

{X =?
B A ∨B}.

• L’algèbre de Heyting H à 7 éléments {Z, 0̃, 1̃, Ũ , 0, 1, U} est aussi un treillis dont les
opérateurs

{Z, 0̃, 1̃, Ũ, 0, 1,U, +, ·, CZ, . . . , CU})

sont définis de façon usuelle. Cette algèbre est utilisée pour modéliser des circuits
électroniques dans [BES+90, Tid88]. Une porte nand(A, B, X) est spécifiée dans la
technologie nMOS par le système d’équations

⎧
⎪⎨

⎪⎩

X =?
H 1̃ + O §1

T =?
H C1(A) · X + C0(A) · P + (CU(A) + CZ(A) + CŨ(A)) · Q §2

0 =?
H C1(B) · T + C0(B) · R + (CU(B) + CZ(B) + CŨ(B)) · S §3

⎫
⎪⎬

⎪⎭

Ces deux niveaux de spécification pourraient être mélangés dans un Prolog intégrant
l’unification dans la combinaison des deux algèbres finies. Une intersection des domaines
non vide est essentielle pour introduire un cadre de combinaison algébrique dans lequel
s’utilise l’algorithme de combinaison avec constantes partagées. Cette forme de combi-
naison n’engendre pas un nouveau domaine de calcul. Mais l’hypothèse de signatures
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non disjointes est requise dans ce cas alors que jusqu’à présent mieux valait supposer
le contraire. Les constantes partagées apparaissent donc comme un bon compromis pour
adopter des techniques de combinaison sans pour autant se placer sur un nouveau domaine
de calcul.



7
Résolution de contraintes

incrémentale avec des structures
prédéfinies

Nous avons vu aux chapitres précédents comment les principes de combinaison per-
mettent de construire systématiquement de nouveaux algorithmes. Un autre mécanisme
de construction systématique de procédures de résolution de contraintes est fourni par
la notion de surréduction. A l’origine, ce mécanisme [Hul80] a été utilisé pour résoudre
des équations dans des théories présentées par des systèmes de réécriture convergents. La
surréduction est une généralisation de la réécriture qui consiste à remplacer le filtrage par
l’unification. Les variables d’un terme surréduit sont instanciées grâce à l’unification et
cette instanciation fournit une solution à une équation s=?t lorsque s et t se surréduisent
en deux termes unifiables.

La surréduction a ensuite été étendue à des systèmes de réécriture modulo une théorie
équationnelle E [JKK83]. Ce processus de surréduction présente l’inconvénient de terminer
rarement et d’être relativement inefficace lorsqu’un problème de E-unification a un grand
nombre de solutions (voire une infinité de solutions) auquel cas il produit alors de multiples
dérivations de surréduction modulo E. L’idée de la surréduction contrainte est de ne pas
résoudre un problème d’unification mais plutôt de le garder autant que possible sous la
forme d’une contrainte à satisfaire. Nous allons nous placer dans le cadre de la surréduction
contrainte en nous limitant à des contraintes dans une structure prédéfinie pour laquelle on
suppose disposer d’un résolveur de contraintes. On considèrera comme exemples privilégiés
ceux traités dans les chapitres précédents.

Afin d’illustrer les notions de réécriture et surréduction contraintes, considérons un
exemple élémentaire adapté de [AB94], qui consiste à axiomatiser le plus grand commun
diviseur grâce à la structure prédéfinie N des entiers de sorte Nat munie de l’addition +,
de son élément neutre 0 et de la relation d’ordre >. On enrichit cette signature de base
en ajoutant un nouvel opérateur g : Nat, Nat→ Nat:

g(x : Nat, 0) → x : Nat ∥ ⊤
g(x : Nat + y : Nat, y : Nat) → g(x : Nat, y : Nat) ∥ y : Nat > 0

g(x : Nat, y : Nat) = g(y : Nat, x : Nat)

On note qu’une règle de réécriture est dotée d’un partie contrainte dont l’objet est de

215
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déterminer les instances admissibles pour son application. On s’autorise aussi des axiomes
dont l’application n’est pas contrainte.

La réécriture est effectuée dans une structure qui est une extension conservative de
N et qui intègre le nouveau symbole g et sa propriété d’être commutatif. Cette structure
est plus précisément une algèbre de termes quotientée par une relation de congruence ∼C
prenant en compte la N -égalité et l’égalité engendrée par C = {g(X, Y ) = g(Y, X)}. La
réécriture s’applique ensuite modulo ∼C et permet par exemple de calculer la valeur de g
avec pour arguments (g(2, 1) + 1, g(0, 1)):

g(g(2, 1) + 1, g(0, 1))(∼C g(g(2, 1) + 1, g(1, 0))→R,C g(g(2, 1) + 1, 1)→R,C

g(g(2, 1), 1)(∼C g(g(1 + 1, 1), 1))→R,C g(g(1, 1), 1)(∼C g(g(0 + 1, 1), 1))→R,C

g(g(0, 1), 1)(∼C g(g(1, 0), 1))→R,C g(1, 1)(∼C g(0 + 1, 1))→R,C g(0, 1)(∼C g(1, 0))→R,C 1.

On peut remarquer que la relation de réécriture →R,C ne termine pas si l’on supprime la
partie contrainte de la deuxième règle car

g(x : Nat, 0)(∼C g(x : Nat + 0, 0))→R,C g(x : Nat, 0).

La surréduction permet ensuite d’utiliser les règles de réécriture contraintes pour
construire une procédure de résolution de contraintes sur la signature enrichie à partir
d’un algorithme de résolution de contraintes modulo ∼C. Mais pour obtenir une procédure
complète, il faut pouvoir tester au préalable la convergence de la relation →R,C. On met
ainsi en évidence la nécessité d’introduire un langage de contraintes hétérogènes formées
à la fois de symboles prédéfinis et de symboles ajoutés par l’enrichissement.

La première partie du chapitre est consacrée à préciser les différentes notions de mé-
langes avec une structure prédéfinie. Ces différentes notions correspondent au souci de
pouvoir intégrer les structures étudiées jusqu’à présent. Le langage de contraintes com-
biné qui en résulte s’inspire fortement de celui vu au chapitre précédent mais on l’adaptera
pour traiter des structures à plusieurs sortes et pour permettre la définition d’une relation
de réécriture sur des classes d’équivalence de termes hétérogènes.

On construit ensuite un langage de contraintes associé à une spécification basée sur une
structure prédéfinie. La sémantique opérationnelle d’une telle spécification est une relation
de réécriture contrainte dont la confluence locale peut être vérifiée par la convergence de
paires critiques à la condition de s’imposer une certaine restriction syntaxique sur la forme
des contraintes.

La surréduction contrainte peut elle aussi être définie dans ce contexte et permet de
résoudre des contraintes dans le langage associé à la spécification de façon correcte et
complète lorsque la relation de réécriture est supposée convergente. Elle fournit en cela
une autre façon de construire incrémentalement un algorithme de résolution de contraintes
non nécessairement équationnelles.

7.1 Enrichissement d’une structure prédéfinie
Afin d’être le plus général possible, nous allons désormais considérer des structures

prédéfinies à plusieurs sortes et plus précisément à sortes ordonnées.
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Les hypothèses syntaxiques et sémantiques que nous serons amenés à faire sont celles
communément admises dans le cadre de la logique équationnelle ordo-sortée [SNGM89].

Uns structure prédéfinie n’en est pas pour autant quelconque. Sa signature est supposée
régulière, i.e. tout terme a une unique plus petite sorte. La structure doit, comme toujours,
être engendrée par les termes. Par exemple, la structure des entiers est engendrée par un
symbole s interprété comme la fonction successeur et par 0 mais rien n’empêche d’enrichir
la signature par une infinité de constantes 0, 1, 2, 3, . . .

Définition 7.1 Une Σ0-structure ordo-sortée A est prédéfinie si

• Σ0 = (S0,F0,P0) est une signature régulière.

• A est une structure engendrée par les termes.

On note LA le langage de contraintes de base défini par la Σ0-structure prédéfinie A
et un ensemble de variables X0 de sorte dans S0. Les termes et contraintes du langage LA
seront désormais appelés termes et contraintes de base. Les symboles de Σ0 sont prédéfinis.

Dans une spécification basée sur une structure prédéfinie, on étend cette structure par
la définition de nouveaux symboles. La signature Σ0 est donc enrichie par de nouveaux
symboles de sortes et de fonctions pour aboutir à une signature Σ = (S,F ,P,≤) telle
que S ⊇ S0, F ⊇ F0 et P = P0. Soient F1 = F\F0, S1 l’ensemble des sortes dans les
profils de F1 et Σ1 = (S1,F1, ∅).

Les signatures Σ0 et Σ1 ont donc par construction des ensembles de symboles de
fonctions disjoints.

L’ensemble X0 des variables de base est lui aussi étendu en un ensemble de variables
X = X0 ∪ X1 par l’adjonction d’un ensemble de variables X1 de sortes dans S1\S0.

Le problème que nous allons considérer est celui du mélange de deux théories équa-
tionnelles à sortes ordonnées (Σ0, E0) et (Σ1, E1) dont l’une, E0, est l’ensemble des égalités
T h(A) valides dans A et l’autre, E1, est un ensemble de Σ1-axiomes.

Le problème de combinaison traité par A. Boudet [Bou92] peut être vu comme un cas
particulier de mélange de théories partageant des symboles de fonctions: un même symbole
peut par exemple être associatif dans l’une des théories et être associatif-commutatif dans
l’autre théorie. Le problème abordé au cours de ce chapitre est fondamentalement différent:
les seuls symboles partagés seront cette fois les symboles de sortes et non les symboles de
fonctions.

Bien que l’hypothèse des ensembles de symboles de fonctions disjoints soit primordiale
pour construire une extension conservative à E0 et E1, elle ne suffit pas pour autant à
généraliser le cas mono-sorté. Il faut encore supposer que l’enrichissement est construit de
façon hiérarchique [BGW92], c’est-à-dire que les nouvelles sortes sont supérieures à celles
de base.

Hypothèse 7.1

• Σ0, Σ1 sont des signatures régulières.

• Les sortes de S1\S0 sont supérieures ou incomparables à celles de S0.

• F0 ∩ F1 = ∅.
• P1 = ∅.
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On notera que la signature Σ0 n’est pas enrichie par de nouveaux prédicats.
Précisons quelques cas d’enrichissements remarquables.

• Le cas sans intérêt où S0 ∩ S1 = ∅ et les sortes de S0 et S1 sont incomparables.
Il n’existe alors aucun terme bien formé pouvant être construit à la fois avec des
symboles de F0 et F1.

• Le cas dégénéré où S1 ∩ S0 = ∅ mais avec des sortes de S0 et S1 comparables.
Modifions l’exemple en introduction, où g a le profil g : Term, Term→ Term avec
Nat ≤ Term. Le terme g(x ∗ y, x + 1) est bien formé mais il n’existe pas de terme
de sorte Nat ayant un sous-terme étranger de sorte Term, et donc pas d’égalité
g(x∗y, x+1)+g(x, y) = g(x, y)+g(x∗y, x+1). La propriété que + soit commutatif
dans N ne s’étend pas à la sorte Term.

• Le cas mono-sorté: S0 = S1 = {s∗} pour lequel la construction d’un langage de
contraintes combiné a déjà été étudiée au chapitre 6.

• Un cas plus intéressant est celui du mélange avec partage d’une seule sorte visible
s∗ qui est considérée comme maximale pour Σ0 et minimale pour Σ1. Le terme
g(x ∗ y, y) + 1 est bien formé si g : Nat, Nat → Nat, où Nat est la seule sorte
partagée. C’est par défaut ce cas que nous privilégions dans ce qui suit même s’il
n’est pas complètement général. Il englobe toutefois le cas plus simple précédent.

• Il est parfois souhaitable que la sorte maximale de la structure prédéfinie ne soit
pas celle visible du reste de l’enrichissement. Prenons par exemple la structure des
pseudo-booléens dont la sorte maximale est Int mais dans laquelle on ne sait pas
résoudre de façon symbolique les contraintes dont les variables sont justement de
cette sorte. C’est au contraire la sorte Bool qui devrait être visible de l’extérieur.
Cet état de fait nous a poussé à étudier le cas général autorisant des sortes partagées
sans restriction. En contrepartie, ce cas exige des hypothèses supplémentaires d’ordre
sémantique pour permettre de généraliser la construction d’un système de réécriture
combiné.

Les nouveaux symboles peuvent posséder des propriétés élémentaires exprimées sous
forme d’axiomes comme la commutativité ou l’associativité-commutativité. Nous suppose-
rons dorénavant que (Σ1, E1) est une théorie équationnelle régulière et non effondrante. De
plus, (Σ1, E1) satisfait une propriété de préservation des sortes par E1-égalité qui permet
en général [GKK90, Kir88] de passer d’un cadre mono-sorté à un cadre ordo-sorté.

Définition 7.2 Soit Σ une signature régulière. Une théorie équationnelle ordo-sortée en-
gendrée par (Σ, E) préserve les sortes si

∀t, t′ ∈ T (Σ,X ), t =E t′ ⇒ ls(t) = ls(t′).

Hypothèse 7.2 (Σ1, E1) est une théorie équationnelle ordo-sortée régulière, non effon-
drante et préservant les sortes.

Cette hypothèse est nécessaire pour s’assurer de la terminaison de la réécriture modulo
la congruence sur les termes hétérogènes que nous allons définir et qui formalise celle
présentée en introduction.
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7.2 Le mélange de théories partageant une seule
sorte

Nous allons montrer comment l’hypothèse du mélange avec une seule sorte partagée s∗
permet de construire un système de réécriture combiné analogue à celui du cas mono-sorté.

7.2.1 Hypothèses
On suppose l’existence d’une sorte s∗ de Σ0 qui s’interprète par le domaine de la

structure prédéfinie. Cette sorte s∗ peut donc être considérée comme maximale dans S0.
Les nouvelles sortes de Σ1 sont toutes supérieures à la seule sorte visible de Σ0.

Hypothèse 7.3

• S0 ∩ S1 ⊆ {s∗},
• s∗ est sorte maximale pour S0,

• s∗ est sorte minimale pour S1.

7.2.2 Système de réécriture combiné
Les méthodes de combinaison vues jusqu’à présent s’appuyent fortement sur la connais-

sance d’une relation de réécriture convergente ayant la même expressivité que l’égalité
dans le mélange des théories équationnelles. Nous allons construire une telle relation mais
cette fois sur les termes ordo-sortés. L’ensemble des règles Rc = E>

0 ∪E>
1 est défini exac-

tement comme dans le cas mono-sorté. La seule différence se situe dans le fait que E>
i

est l’ensemble des instances orientées de Ei-égalités ordo-sortées. Par contre, ces règles ne
peuvent pas s’appliquer n’importe comment, au risque de réécrire un terme bien formé
en un autre qui ne l’est plus. Pour éviter le problème, on se limite à réécrire à certaines
positions, dites de ruptures, qui sont intuitivement celles où s’effectuent les changements
de théories. La définition précise est donnée au chapitre 1.

Définition 7.3 La relation →E>
i

est définie par: t→E>
i

t′ si
∃l → r ∈ E>

i , ∃ω ∈ RPos(t) t.q. t|ω = l et t′ = t[r]ω. La relation →Rc est →E>
0
∪ →E>

1
.

On vérifie ensuite que →Rc simule effectivement l’égalité =E0∪E1.

Proposition 7.1 Si t, t′ ∈ T (Σ,X ) alors

t =E0∪E1 t′ ⇐⇒ t
∗←→Rc t′.

Preuve : (⇐) Si le pas de réécriture s’effectue au sommet, alors t →Rc,ϵ t′ implique
trivialement t =E0∪E1 t′.

Considérons maintenant les autres cas.

Soient t →E>
1

t′, une position ω ̸= ϵ ∈ RPos(t) et une règle lψ → rψ ∈ E>
1

telles que t′ = t[ω ←↩ rψ]. Le sous-terme étranger t|ω est forcément de sorte s∗
car S0 ∩ S1 = {s∗}. La plus petite sorte de t|ω ne peut être inférieure à s∗ car
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s∗ est minimale dans S1. Donc ls(t|ω) = s∗ et t[ω ←↩ x : s∗] ∈ T (Σ,X ). Ensuite
ls(t|ω) = ls(rψ) = ls(lψ) = s∗ car (Σ1, E1) préserve les sortes. Par conséquent,
t′ ∈ T (Σ,X ) et t =E0∪E1 t′.

Soient t →E>
0

t′, une position ω ̸= ϵ ∈ RPos(t) et une règle lψ → rψ ∈ E>
0 telles

que t′ = t[ω ←↩ rψ]. Le sous-terme étranger t|ω, avec t(ω) un symbole de Σ0, est
donc de sorte s∗. A nouveau, t[ω ←↩ x : s∗] ∈ T (Σ,X ) car S0 ∩ S1 = {s∗}. Le terme
rψ étant lui aussi de sorte s∗, on a t′ ∈ T (Σ,X ) et t =E0∪E1 t′.

(⇒) On montre que t ←→E0∪E1 t′ implique t ←→Rc t′. Supposons t|λ = gψ, t′ =
t[λ←↩ dψ] et g = d ∈ Ei. Il existe une position ω ∈ RPos(t) et un terme u tels que
t′ = t′[u[dψ]]ω et u[g] =Ei u[d]. Le couple (u[g]ψ, u[d]ψ) s’oriente forcément en une
règle de E>

i parce que l’ordre de simplification est total sur T (Σ ∪ X ). ✷

Les relations→E>
0
,→E>

1
et→Rc convergent pour les mêmes raisons que celles évoquées

dans le cas mono-sorté.
L’existence d’un système de réécriture combiné convergent sur T (Σ,X ) permet de

généraliser sans difficulté les résultats du cas mono-sorté.
Les sous-termes étrangers sont forcément de sorte s∗ et sont donc abstraits par des

variables de sorte s∗.

Définition 7.4 Une abstraction par variables est une bijection π entre l’ensemble des
termes non variables Rc-normalisés T ↓Rc= {u ↓Rc |u ∈ T (Σ∪X ) et u ↓Rc∈ T (Σ∪X )\X}
et un sous-ensemble de variables de X tel que π(u ↓Rc) = x : s∗.

La i-abstraction tπi d’un terme t est un terme bien formé.
Une équation i-pure peut être résolue de façon correcte et complète. La preuve qui

établit cette propriété essentielle est rigoureusement identique à celle du cas mono-sorté.
Le système de réécriture, ou plus exactement la 0-abstraction sert à définir l’inter-

prétation de P0 dans le langage LE0∪E1 dont le domaine d’interprétation est la théorie
équationnelle =E0∪E1. Nous avons montré que la résolution s’effectue ensuite de façon
analogue au cas équationnel. Cependant, la définition de l’interprétation de P0 peut être
simplifiée en tenant compte du fait que E1 est non effondrante. En conséquence, s =E0∪E1 t
est équivalent à sπ0 =E0 tπ0, c’est-à-dire à sπ0 =A tπ0 , et la validité de p(tπ0

1 , . . . , tπ0
n ) dans

A est équivalent à celle de p((t1 ↓Rc)
π0, . . . , (tn ↓Rc)

π0) dans A. Mais quoi qu’il en soit, le
système de réécriture Rc est toujours utilisé même s’il est caché dans la 0-abstraction.

7.3 Le mélange de théories ordo-sortées
Au lieu de se restreindre à une seule sorte partagée et maximale pour la structure

prédéfinie, on veut maintenant étudier les résultats précédents et la construction d’un
système de réécriture combiné dans le cas du mélange de théories équationnelles à sortes
ordonnées satisfaisant les mêmes hypothèses.

7.3.1 Hypothèses
On suppose que Σ = Σ0 ∪ Σ1 est une signature régulière ayant un ensemble fini de

sortes. Les théories (Σ0, E0) et (Σ1, E1) vérifient que toute classe d’équivalence modulo
=Ei contient un terme de plus petite sorte minimale.



7.3. Le mélange de théories ordo-sortées 221

Définition 7.5 Soit Σ une signature régulière. Une théorie équationnelle ordo-sortée
(Σ, E) est sémantiquement régulière si

∀t, t′ ∈ T (Σ,X ), t =E t′, ∃t′′ ∈ T (Σ,X ), t =E t′′ =E t′ t.q. ls(t) ≥ ls(t′′) ≤ ls(t′).

Une théorie équationnelle préservant les sortes est de façon évidente sémantiquement
régulière.

Exemple 7.1 Les structures PB des pseudo-booléens et PF des pseudo-finis sont séman-
tiquement régulières car l’ordre sur les sortes est total: Bool ≤ Int pour PB et Prim ≤ Int
pour PF .

L’hypothèse de régularité sémantique faite sur (Σ0, E0) et (Σ1, E1) permet de construire
une relation de réécriture combinée qui sans cela n’aurait pas pu être convergente.

7.3.2 Système de réécriture combiné
Le système de réécriture utilise un ordre de simplification >simp sur T (Σ ∪ X ) tel

que les variables X soient inférieures aux autres termes par >simp. Cela évite d’avoir à
introduire de nouveaux sous-termes étrangers par réécriture.

Définition 7.6 Soit Ei un ensemble de Σi-axiomes (i = 0, 1). On note E>
i l’ensemble

des règles lσ → rσ telles que

• l, r ∈ T (Σi,X ) et l =Ei r,

• σ est une Σ-substitution vérifiant ∀x ∈ X , ls(xσ) = ls(x) et ∀x ∈ V(r)\V(l), xσ ∈
X ,

• ls(lσ) > ls(rσ) ou ls(lσ) = ls(rσ) et lσ >simp rσ.

On notera que la condition ls(xσ) = x est justifiée par le fait que l’on considère les
instances de toutes les Ei-égalités. Ainsi l’instanciation d’une Ei-égalité par une spécia-
lisation [GKK90] est encore une Ei-égalité. La condition xσ ∈ X pour les variables x
n’apparaissant pas dans le membre gauche d’une Ei-égalité est justifiée par le fait que les
variables sont inférieures aux autres termes par >simp.

La solution de facilité pour s’assurer de la terminaison serait de supposer l’existence
d’un ordre de simplification compatible avec la décroissance des sortes. Nous allons voir
que cela n’est pas nécessaire parce qu’il suffit d’appliquer les règles aux positions de
rupture en réutilisant la réécriture de la définition 7.3.

Proposition 7.2 Si t, t′ ∈ T (Σ,X ) alors

t =E0∪E1 t′ ⇐⇒ t
∗←→Rc t′.

Preuve : On montre que si t ←→E0∪E1 t′ alors t
∗←→Rc t′. Supposons t|λ = gψ, t′ =

t[λ ←↩ dψ] et (g = d) ∈ Ei. Il existe une position ω ∈ RPos(t) et un terme u tels
que t′ = t′[u[dψ]]ω et u[g] =Ei u[d]. La substitution ψ est la composition µσ d’un
renommage µ et d’une substitution σ telle que ls(xσ) = ls(x) pour tout x ∈ X . En
posant l = u[g]µ, r = u[d]µ, on a l =Ei r. Par hypothèse de régularité sémantique,
il existe q tel que l =Ei q =Ei r avec ls(l) ≥ ls(q) ≤ ls(r). En appliquant σ, on a
toujours ls(lσ) ≥ ls(qσ) ≤ ls(rσ). Donc t←→Rc,ω,lσ←→qσ←→Rc,ω,qσ←→rσ t′.

La réciproque est évidente. ✷
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Proposition 7.3 Les relations →E>
0
,→E>

1
et →Rc sont convergentes.

Preuve : Terminaison: on considère la mesure de complexité associée à un terme t et
définie par MC(t) = (MS(t), t) où:

• MS(t) =
⋃

{t|ω | ω∈RPos(t)} ls(t|ω), un multiensemble sur S ;

• t le terme ;

et l’extension lexicographique (>mult, >simp) de l’extension multi-ensemble >mult de
> bien fondé sur S et de >simp un ordre bien fondé sur T (Σ ∪ X ).

Soit t →Rc,lσ→rσ t′. Supposons d’abord que le nombre de sous termes étrangers
ne diminue pas. Si ls(lσ) > ls(rσ) alors MS(t) >mult MS(t′). Si ls(lσ) = ls(rσ)
alors MS(t) = MS(t′) mais t >simp t′. Supposons maintenant que le membre droit
de la règle appliquée est un sous-terme étranger du membre gauche. Dans ce cas,
{t|ω | ω ∈ RPos(t)} ⊃ {t′|ω′ | ω′ ∈ RPos(t′)} et MS(t) >mult MS(t′). En définitive,
MC(t) (>mult, >simp)MC(t′) si t→Rc t′.

Confluence: considérons le cas non trivial d’une superposition t′ ←E>
i ,ω t →E>

i ,ϵ t′′

à une position critique. Il existe alors p =Ei q et σ tel que t′ = pσ, t′′ = qσ avec
ls(pσ) = ls(p) et ls(qσ) = ls(q). Plusieurs cas peuvent ensuite se produire:

Si ls(p) = ls(q) alors t′ ←→E>
i

t′′.
Si ls(p) > ls(q) alors t′ →E>

i
t′′.

Si ls(p) < ls(q) alors t′ ←E>
i

t′′.
Si ls(p) et ls(q) sont incomparables, alors, par hypothèse, il existe r tel que p =Ei

r =Ei q avec ls(p) > ls(r) < ls(q) et donc t′ →E>
i

rσ ←E>
i

t′′. En résumé,

t′
∗−→E>

i
◦ ∗←−E>

i
t′′.

Finalement, une superposition t′ ←E>
i

t →E>
j

t′′, i ̸= j correspond à une superpo-

sition à une position variable puisque les signatures Σ0 et Σ1 sont disjointes. Cette
superposition est similaire au cas mono-sorté car les relations →E>

0
et →E>

1
font

décrôıtre les sortes. ✷

Les propositions détaillées dans ce qui suit étendent celles vues dans le cas mono-sorté.
On montre tout d’abord que (Σ0 ∪ Σ1, E0 ∪ E1) est une extension conservative de

(Σ0, E0) et (Σ1, E1).

Proposition 7.4 Si t, t′ sont des termes i-purs alors

t =E0∪E1 t′ ⇐⇒ t =Ei t′.

Preuve : (⇐) =Ei⊆=E0∪E1.

(⇒) Par construction, t =E0∪E1 t′ ⇔ t ↓E>
i
= t′ ↓E>

i
. Si t (ou t′) un terme i-pur

est réductible par →E>
i

alors il existe une règle lσ → rσ ∈ E>
i n’introduisant pas

de sous-termes étrangers, i.e. Ran(σ) ⊆ T (Σi,X ), tel que t[lσ] →E>
i

t[rσ]. Donc
lσ =Ei rσ, ls(lσ) ≥ ls(rσ) et t[lσ] =Ei t[rσ] avec t[rσ] i-pur. On prouve ensuite par
induction nœthérienne sur →E>

i
que t =Ei t ↓E>

i
. ✷
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Corollaire 7.1 (Σ0 ∪Σ1, E0 ∪E1) est une extension conservative sémantiquement régu-
lière de (Σ0, E0) et (Σ1, E1).

Preuve : (Σ0 ∪ Σ1, E0 ∪ E1) est sémantiquement régulière puisque

∀t, t′ ∈ T (Σ,X ), t =E0∪E1 t ↓Rc=E0∪E1 t′ t.q. ls(t) ≥ ls(t ↓Rc) ≤ ls(t′).

(Σ0 ∪Σ1, E0 ∪E1) est une extension conservative de (Σ0, E0) et (Σ1, E1), d’après la
proposition précédente. ✷

(Σ0∪Σ1, E0∪E1) a donc la même propriété que celle requise initialement pour (Σ0, E0)
et (Σ1, E1).

La relation →Rc permet ensuite de définir l’abstraction de façon très naturelle puis-
qu’un terme en forme normale est abstrait par une variable dont la sorte est la plus petite
sorte du terme.

Définition 7.7 Une abstraction par variables est une bijection π entre l’ensemble des
termes non variables Rc-normalisés T ↓Rc= {u ↓Rc |u ∈ T (Σ∪X ) et u ↓Rc∈ T (Σ∪X )\X}
et un sous-ensemble de variables de X tel que π(u ↓Rc) = x : s si ls(u ↓Rc) = s.

La i-abstraction d’un terme Rc-normalisé remplace chaque sous-terme étranger u par
une variable dont la sorte s est la plus petite sorte de u ↓Rc avec ls(u) ≥ s puisque →Rc

fait décrôıtre les sortes. La i-abstraction d’un terme reste donc un terme bien formé. Mais
comme dans le cas mono-sorté, la i-abstraction ne sera pratiquement appliquée que sur
des termes ou des substitutions Rc-normalisés.

Les résultats vus précédemment concernant la résolution dans une composante se
généralisent immédiatement. La 0-abstraction est ensuite utilisée afin de définir le langage
de contraintes LE0∪E1 pour lequel un algorithme de résolution se dérive directement de
celui vu dans le cas mono-sorté.

7.4 Langage combiné
La construction du langage combiné que nous entreprenons est valable pour les deux

formes de mélanges décrits jusqu’à présent. Mais contrairement à ce que l’on pourrait
imaginer, la structure qui va permettre de définir le langage combiné n’est pas tout-à-fait
un mélange de théories équationnelles même si elle s’en inspire fortement. La difficulté
se situe dans la possible non régularité des égalités de T h(A). L’objectif principal étant
d’introduire une réécriture modulo des classes de termes hétérogènes, il est impossible
d’avoir une égalité non régulière sans faire apparaitre un cycle.

Exemple 7.2 En reprenant l’exemple donné en introduction avec la structure des entiers
N , on a: 0 =N 0∗g(0, 0)→R 0∗0 =N 0 car g(0, 0)→R 0. Il y a donc un cycle, c’est-à-dire
que la relation →R/N simulant la réécriture modulo =N et définie par =N ◦ →R ◦ =N ne
termine pas.

Le problème est dû à la non régularité des égalités de T h(A) qui permet d’engendrer
de nouveaux sous-termes étrangers. Mais il est difficilement acceptable de supposer quoi
que ce soit sur la forme des égalités de E0 = T h(A), et en particulier la régularité. Cela
serait contraire au principe de théorie prédéfinie qui peut être a priori quelconque.
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7.4.1 Construction de l’interprétation
La solution que nous proposons consiste à utiliser une restriction de =E0∪E1 préservant

la théorie du symbole de tête ainsi que le nombre de couches non prédéfinies.

Définition 7.8 Le nombre de 1-couches d’un terme t est défini inductivement par:

• nc1(x) = 0,

• nc1(t) = 1 +
∑

s∈AST (t) nc1(s) si t(ϵ) ∈ F1,

• nc1(t) =
∑

s∈AST (t) nc1(s) si t(ϵ) /∈ F1.

La relation de congruence ∼C est la restriction de =E0∪E1 préservant la théorie du
symbole de tête et le nombre de 1-couches. Nous en donnons la définition suivante:

Définition 7.9 La relation ∼C est définie par: s ∼C t si s =E0∪E1 t et

• s(ϵ), t(ϵ) ∈ Fi ∪ Xi

• et nc1(s) = nc1(t)

La relation ∼C est clairement une relation de congruence.
Détaillons quelques situations remarquables:

• Si s et t sont des termes de base alors s ∼C t si s =E0∪E1 t, qui est encore équivalent
à s =A t.

• Un 1-terme ne peut pas être égal modulo ∼C à un 0-terme. En particulier, 0 ̸∼C
g(0, 0).

• ∼C et =E0∪E1 sont identiques lorsque E0 et E1 sont régulières et non effondrantes.

• Dans le cas où S1 ∩ S0 = ∅ avec des sortes de S0 inférieures à celles de S1, on a
s ∼C t si s =E0∪E1 t car nc1(s) = nc1(t).

La relation de réécriture introduite au cours de ce chapitre a pour objet de réécrire un
1-terme modulo ∼C. Il est donc essentiel de ne pas introduire de nouveaux 1-termes qui
seraient autant de nouvelles réécritures potentielles. Mais il faut encore pouvoir s’assurer
de la préservation de la plus petite sorte d’un 1-terme par égalité modulo ∼C .

Définition 7.10 La relation ∼C préserve la sorte d’un terme à symbole de tête non
prédéfini si pour tout 1-terme t,

t ∼C t′ ⇒ ls(t) = ls(t′).

Par définition, un 1-terme ne peut être égal modulo ∼C qu’à un autre 1-terme.
Lorsque le mélange s’effectue au travers d’une seule sorte visible s∗, on a ls(t) =

ls(t ↓Rc) si t est un 1-terme et donc ls(t) = ls(t ↓Rc) = ls(t′ ↓Rc) = ls(t′) si t ∼C t′.
Dans le cas plus général, nous supposerons que:

Hypothèse 7.4 La relation ∼C préserve la sorte d’un terme à symbole de tête non pré-
défini.
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Pour assurer cette hypothèse dans le cas général, il suffit par exemple que les symboles
de fonctions dans Σ1 ne soient pas surchargés de plusieurs profils.

Définition 7.11 Le langage de contraintes combiné LC est défini par la Σ-structure, l’al-
gèbre de termes T (Σ,X )/ ∼C et l’ensemble des variables X .

L’interprétation des prédicats dans le langage combiné LC est identique à celle prise
pour LE0∪E1 dans les sections précédentes.

La relation de congruence ∼C n’étant pas toujours stable par instanciation, nous allons
nous restreindre aux substitutions dont l’application préserve l’égalité modulo ∼C. Il s’agit
d’instancier les variables par des termes qui ne risquent pas de changer le nombre de 1-
couches. En particulier, les variables de base sont instanciées par des termes de base et
non par des termes hétérogènes.

Définition 7.12 Un terme de base appartient à T (Σ0,X0). Une substitution admissible
est la composée de deux substitutions µ1µ0 telles que

• Dom(µ1) ⊆ X1 et Ran(µ1) ⊆ T (Σ1,X ),

• Dom(µ0) ⊆ X0 et Ran(µ0) ⊆ T (Σ0,X0).

L’ensemble des Σ-substitutions admissibles est noté SUBST0.

Avec cette définition, si µ est une solution admissible alors les termes de Ran(µ) n’ont
qu’une 1-couche au plus. La restriction aux variables de base d’une substitution admissible
est en particulier une substitution de base.

Proposition 7.5 Si σ et φ sont deux substitutions admissibles alors

σ ∼C φ⇐⇒ σ =E0∪E1 φ.

Preuve : Si E1 est une théorie non effondrante, alors un 1-terme s vérifiant nc1(s) = 1
est forcément égal par =E0∪E1 à un autre 1-terme t vérifiant nc1(t) = 1. ✷

Une autre propriété de ces substitutions est de conserver l’égalité modulo ∼C par
instanciation.

Lemme 7.1 Si t est un terme non variable et σ une substitution admissible alors nc1(tσ) =
nc1(t).

Preuve : Une substitution admissible instancie une variable de X0 par un terme de base,
ce qui ne crée pas une nouvelle 1-couche. Cette substitution instancie aussi une
variable de X1 qui se trouve nécessairement sous un symbole de fonction dans F1

par un terme vérifiant nc1(t) ≤ 1 ce qui ne crée pas non plus une nouvelle 1-couche.
✷

Proposition 7.6 ∀s, t ∈ T (Σ,X ), s ∼C t⇐⇒ ∀σ ∈ SUBST0, sσ ∼C tσ.
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Preuve : Si s et t sont des i-termes alors nc1(sσ) = nc1(tσ) lorsque σ est une substitution
admissible.

Si l’un des deux termes s ou t est une variable alors il s’agit nécessairement de deux
termes de base. ✷

Il existe une infinité de substitutions admissibles qui sont solutions d’une contrainte,
qu’elle soit équationnelle ou non. Ces solutions peuvent être représentées par un ensemble
complet de solutions admissibles ordonnées suivant l’ordre de subsumption ≤∗CV défini par
σ≤∗CV φ s’il existe µ ∈ SUBST0 telle que ∀x ∈ V, xφ =E0∪E1 xσµ.

Définition 7.13 L’ensemble des solutions admissibles d’une LC-contrainte c est

SS∗C(c) = SSC(c) ∩ SUBST0.

Un ensemble complet de solutions admissibles d’une LC-contrainte c est noté CSS∗C(c).

L’objectif est maintenant de déterminer un algorithme de résolution de contraintes
dans LC qui calcule un ensemble complet de solutions admissibles à partir d’un algorithme
d’unification dans C et d’un algorithme de résolution de contraintes dans LA.

7.4.2 Algorithme de résolution
La démarche adoptée consiste à d’abord transformer un problème dans LC en un

autre dans LE0∪E1 puis à déterminer comment en extraire les solutions admissibles. Les
principes de combinaison vont devoir être adaptés pour tenir compte de cette restriction
supplémentaire sur la forme des solutions souhaitées.

On montre dans un premier temps comment se ramener facilement à une contrainte
dans LE0∪E1 par unification, entre eux, des sous-termes étrangers.

Proposition 7.7 Soient s et t des termes et σ une substitution admissible.

1. Si s(ϵ), t(ϵ) ∈ Fi et nc1(s) = nc1(t) alors sσ ∼C tσ ⇐⇒ sσ =E0∪E1 tσ.

2. Si s ∈ X et t un terme tel que nc1(t) ≤ 1, alors sσ ∼C tσ ⇐⇒ sσ =E0∪E1 tσ.

3. Dans les cas contraires (cas symétriques mis à part), il n’existe pas de substitution
admissible σ telle que sσ ∼C tσ.

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la définition 7.9 et du fait que E1 soit non
effondrante pour le point 2. ✷

Corollaire 7.2 Pour tout LC-contrainte d, il existe une contrainte c telle que

SS∗C(d) = SS∗E0∪E1
(c),

où SS∗E0∪E1
(c) = SSE0∪E1(c) ∩ SUBST0.
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On se place désormais dans le langage de contraintes LE0∪E1 .
Comme dans le cas mono-sorté, une contrainte c est transformée en une conjonction

c0 ∧ c1 de contraintes respectivement 0-pure et 1-pure par l’introduction de nouvelles
variables qui sont existentiellement quantifiées et peuvent être instanciées par des termes
complètement hétérogènes.

La restriction aux substitutions admissibles permet de limiter le non-déterminisme
inhérent à la combinaison des solutions.

Définition 7.14 Soient < un ordre linéaire sur V0 ⊕ V1 = V(c0 ∧ c1) et V un sous-
ensemble de V(c0 ∧ c1). Une solution combinée σ0 ⊙ σ1 ∈ SS<

E0
(c0, V1)⊙ SS<

E1
(c1, V0) est

élémentaire pour V si

• V ∩ X0 ⊆ V0.

• ∀v0 ∈ V ∩ X0, ∀v1 ∈ V1, v0 < v1.

• Pour toutes variables v0 ∈ V ∩X0 et v1 ∈ V1∩(V ∩X1), il n’existe pas w0 ∈ V0, w1 ∈ V1

telles que
v0 < w1 < w0 < v1.

• Pour toutes variables v0 ∈ V ∩X0 et w0 ∈ V0∩ (V ∩X1), il n’existe pas w1 ∈ V1 telle
que

v0 < w1 < w0.

Les solutions admissibles de c sont obtenues à partir des solutions de c0∧c1 élémentaires
pour V(c).

Proposition 7.8 (Correction) La restriction à V(c) d’une solution combinée σ0 ⊙ σ1 ∈
SS<

E0
(c0, V1)⊙SS<

E1
(c1, V0) élémentaire pour V(c) est une solution admissible de la contrainte

c.

Preuve : Il est clair qu’une solution combinée élémentaire pour V(c) est une solution
de c. Reste à montrer qu’il s’agit d’une solution admissible. Par hypothèse, les
variables de V(c) ∩X0 sont instanciées dans E0 par des termes ne pouvant contenir
de sous-termes étrangers car ces variables sont minimales pour <. Il s’agit donc de
termes de base. Les autres variables de V(c) s’instancient dans E1 par des termes ne
pouvant contenir que des termes de base pour sous-termes étrangers. La substitution
(σ0 ⊙ σ1)|V(c) est donc une solution admissible de c. ✷

Il faut encore s’assurer qu’une solution combinée élémentaire pour V(c) est une instance
admissible d’une solution combinée construite à l’aide de solutions principales suivant la
même restriction linéaire <.

Proposition 7.9 Pour toute solution combinée φ ∈ SSE0(c0, V1)⊙ SSE1(c1, V0) élémen-
taire pour V , il existe une solution combinée σ ∈ CSS<

E0
(c0, V1)⊙ CSS<

E1
(c1, V0) élémen-

taire pour V telle que σ≤∗CV φ.

Preuve : Nous avons vu au chapitre 2 que si σ0 ≤V0
E0
φ0 et σ1 ≤V1

E1
φ1 alors (φ0⊙φ1) =V0⊕V1

E0∪E1

(σ0 ⊙ σ1)µ0µ1 où σ0 =E0 φ0µ0 et σ1 =E1 φ1µ1. Les substitutions µ0 et µ1 ont des
domaines disjoints, leur composition ou union est une substitution admissible. ✷
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Toute solution admissible en forme normale suivant Rc est l’instance d’une solution
combinée dont la restriction linéaire est déterminée d’après l’ordre sous-terme.

On traite d’abord du cas simple ne nécessitant pas d’identification.

Proposition 7.10 (Complétude). Soit σ une solution Rc-normalisée dont les termes de
Ran(σ) sont des termes non-variables et distincts deux à deux. Si σ est une solution
de c0 ∧ c1 telle que σ|V ∈ SUBST0, alors il existe une solution combinée σ0 ⊙ σ1 ∈
CSS<

E0
(c0, V1)⊙ CSS<

E1
(c1, V0) élémentaire pour V telle que σ0 ⊙ σ1≤∗CV σ.

Preuve : Soit σ une solution admissible de c0∧c1 en forme normale suivant Rc. Nous avons
vu dans le cas mono-sorté comment une substitution en forme normale permet de
définir une restriction linéaire < sur V0⊕V1. Soit x0 ∈ V ∩X0. Puisque x0σ(ϵ) ∈ F0,
on a x0 ∈ V0 par définition de V0.

Supposons qu’il existe une variable v1 ∈ V1 telle que v1 < x0 ∈ X0. Par définition
de <, v1σ avec x1σ(ϵ) ∈ F1 est sous-terme de x0σ, ce qui est absurde puisque
x0σ ∈ T (Σ0,X0).

Soit x ∈ V ∩ X1 telle que x0 < x. S’il existe une ou des variables ne respectant
pas les conditions de la définition 7.14 sur <, alors le terme xσ contient un 0-terme
qui n’est pas un terme de base, ce qui est absurde puisque σ est supposée être une
substitution admissible.

La substitution σ est égale à (σπ0 ⊙ σπ1)π−1 avec σπ0 ⊙ σπ1 ∈ SS<
E0

(c0, V1) ⊙
SS<

E1
(c1, V0), où π−1 consiste à remplacer éventuellement des variables de X0 par

des termes de base dans Ran((σπ0 ⊙ σπ1)|V ∩X1), ce qui signifie que σπ0 ⊙ σπ1≤∗CV σ.
D’après la proposition précédente, il existe σ0⊙σ1 ∈ CSS<

E0
(c0, V1)⊙CSS<

E1
(c1, V0)

telle que σ0 ⊙ σ1≤∗CV σπ0 ⊙ σπ1≤∗CV σ. ✷

Finalement, pour tenir compte de l’ensemble des solutions admissibles Rc-normalisées,
il suffit de considérer toutes les identifications sur les variables de V(c0 ∧ c1).

Proposition 7.11 L’ensemble des substitutions ξ(σ0 ⊙ σ1) telles que

• ξ ∈ IDV(c0∧c1),

• < est un ordre linéaire sur V0 ⊕ V1 = V(c0 ∧ c1)ξ,

• σ0 ⊙ σ1 ∈ CSS<
E0

(c0ξ, V1) ⊙ CSS<
E1

(c1ξ, V0) est une solution combinée élémentaire
pour V(c)ξ,

est un CSS∗C(c).

Preuve : Remarquons tout d’abord que la Rc-forme normale d’une solution admissible
reste une substitution admissible. Puis on identifie les variables des contraintes afin
de satisfaire la condition d’application de la proposition précédente et prouver ainsi
la complétude. ✷
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7.5 Spécification basée sur une structure prédéfinie
Une spécification équationnelle basée sur une structure prédéfinie est formée d’égalités

qui sont contraintes dans la structure prédéfinie.

Définition 7.15 Soit A une Σ0 = (S0,F0,P0)-structure prédéfinie et Σ une signature
ordo-sortée. Une égalité contrainte dans une Σ0-structure prédéfinie A est un couple formé
d’une égalité et d’une contrainte, noté (l = r ∥ c), où l, r ∈ T (Σ,X ) et c est une contrainte
de LA.

On peut remarquer que deux signatures sont utilisées, l’une pour la partie égalité et
l’autre pour la partie contrainte.

Définition 7.16 Une spécification basée sur une structure prédéfinie A est un quadruplet
(Σ, E, C, LA) tel que

• Σ est un enrichissement d’une signature ordo-sortée Σ0,

• LA est un langage de contraintes s’interprétant dans la Σ0-structure A,

• E est un ensemble d’égalités sur T (Σ,X ) contraintes dans la Σ0-structure prédéfinie
A,

• C est un ensemble d’égalités sur T (Σ,X ).

La structure prédéfinie est une Σ0-structure alors que E est un ensemble d’égalités
formées sur un enrichissement de Σ0. La structure prédéfinie est donc insuffisante pour
donner une interprétation à une spécification (Σ, E, C, LA). Il s’agit de déterminer une ex-
tension conservative qui tienne compte des nouveaux symboles. On utilise en l’occurrence
la structure du langage combiné LC .

7.5.1 Construction d’une interprétation
La structure associée à une spécification (Σ, E, C, LA) est une algèbre de termes quo-

tientée par une relation de congruence prenant en compte à la fois la A-égalité, la C-égalité
et la schématisation des égalités E contraintes dans LA.

On reprend la notation introduite dans [KKR90]. L’ensemble des égalités schématisées
par une égalité contrainte (l = r ∥ c) est

SA(l = r ∥ c) = {lσ = rσ | σ ∈ SUBST0, σ|X0 ∈ SSA(c)}.

L’ensemble des règles de réécriture schématisées par une règle de réécriture contrainte
(l → r ∥ c) est de manière identique

SA(l → r ∥ c) = {lσ → rσ | σ ∈ SUBST0, σ|X0 ∈ SSA(c)}.

Les définitions qui suivent sont valables pour les égalités contraintes et les règles de
réécriture contraintes.
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L’ensemble des instances schématisées par un ensemble E d’égalités contraintes est
l’union des égalités schématisées

SA(E) =
⋃

(l=r ∥ c)∈E

SA(l = r ∥ c).

L’interprétation standard d’une spécification basée sur une structure prédéfinie est une
congruence contenant ∼C et celle engendrée par SA(E).

Définition 7.17 L’interprétation standard M d’une spécification (Σ, E, C, LA) est l’al-
gèbre de termes

T (Σ,X )/(∼C ∪ ∼SA(E))
∗,

où ∼SA(E) est la plus petite relation de congruence sur T (Σ,X ) contenant SA(E). On note
∼M la relation (∼C ∪ ∼SA(E))∗

L’objectif est de substituer complètement le langage de contraintes combiné LC au
langage de base LA. C’est pourquoi nous allons introduire une schématisation des égalités
contraintes dans le langage combiné qui va s’avérer équivalente à celle fixée dans le langage
de base si l’on se restreint aux substitutions admissibles. Le langage de base LA ne sera
donc plus directement utilisé.

La schématisation d’une égalité contrainte dans la structure C est définie par

SC(l = r ∥ c) = {lσ = rσ | σ ∈ SS∗C(c)}

et SC(E) =
⋃

(l=r ∥ c)∈E SC(l = r ∥ c). Une substitution σ ∈ SS∗C(c) est simplement
dite solution de c modulo ∼C car seules les substitutions admissibles seront désormais
considérées.

Nous allons nous limiter au cas où l’ensemble E est orienté en un ensemble R de règles
de réécriture contraintes.

Définition 7.18 Le langage de contraintes LR,C associé à la spécification (Σ, R, C, LC)
est défini par la signature Σ, l’interprétation standard M et l’ensemble des variables X .

Nous verrons ultérieurement comment s’interprètent les prédicats dans le langage LR,C
grâce à la relation de réécriture engendrée par R, de même expressivité que ∼M et qui
peut être vue comme une réécriture des classes d’équivalence de ∼C .

7.5.2 Réécriture contrainte
L’égalité dans le langage de contraintes LR,C est simulée par une relation de réécriture

contrainte modulo ∼C.

Définition 7.19 La relation →R,C est définie sur T (Σ,X ) par: t→R,C t′ si
∃(g → d ∥ c) ∈ R, ∃σ t.q.

t|ω ∼C gσ

σ ∈ SS∗C(c)

t′ = t[ω ←↩ dσ]
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La relation →R,C est stable par instanciation admissible.
Si l’on suppose que les règles de R ne contiennent que des contraintes c de base, alors

la relation ∼R,C= (∼C ∪ ←→R,C)∗ cöıncide avec ∼M.

Proposition 7.12 Les relations ∼R,C=∼M sont identiques si R ne contient que des
contraintes de base.

Preuve : Si c est une contrainte de LA alors {σ ∈ SUBST0 | σ|X0 ∈ SSA(c)} = SS∗C(c)
et donc SA(R) = SC(R). ✷

Nous verrons plus loin que le système de réécriture R doit aussi vérifier que tout
terme de base est irréductible. Pour ce faire, il suffit que C soit un ensemble de Σ1-
axiomes non effondrants et que chaque membre gauche de R ait un symbole de tête non
prédéfini. Ces conditions sont suffisantes pour préserver la structure prédéfinie et signifient
qu’un symbole prédéfini est un constructeur pour R et qu’un axiome effondrant doit être
orienté en une règle de réécriture contrainte.

Définition 7.20 Le système de réécriture R termine modulo ∼C si
la relation →R/C définie par ∼C ◦ →R,C ◦ ∼C termine. La relation →R,C est convergente
modulo ∼C si la relation →R/C termine et si

∗←→R,C⊆ ∗−→R/C ◦ ∼C ◦ ∗←−R/C .

Pour la relation de réécriture que nous venons d’introduire, les définitions de confluence,
cohérence, confluence et cohérence locale sont définies de façon standard [JK86].

Théorème 7.1 Soit R un système de réécriture avec contraintes de base. Si R termine
modulo ∼C alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. →R,C est convergente modulo ∼C,

2. →R,C est confluente et cohérente modulo ∼C,

3. →R,C est localement confluente et localement cohérente modulo ∼C,

4. ∀t, t′ ∈ T (Σ,X ), t ∼R,C t′ ⇔ t ↓R,C∼C t′ ↓R,C .

Preuve : Similaire à celle du théorème 1.3. ✷

7.5.3 Propriété de Church-Rosser
La confluence peut être obtenue par le calcul de paires critiques et d’extensions. Le

langage de contraintes LC présente l’avantage d’être défini par une Σ-structure et non
pas par une Σ0-structure comme l’était LA. Une égalité (resp. une règle de réécriture)
(l = r ∥ c) (resp. (l → r ∥ c)) est formée à partir de termes l, r et d’une contrainte c
construits sur la même signature Σ. C’est ce qui va permettre de définir les notion des
paires critiques et extensions comme étant des égalités contraintes et de se placer dans le
même cadre que celui introduit dans [KKR90].
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Définition 7.21 Une paire critique contrainte de (g → d ∥ c′) et (l → r ∥ c) est l’égalité
contrainte

d = g[r]ω ∥ c ∧ c′ ∧ (g|ω=
?
Cl)

où c ∧ c′ ∧ (g|ω=?
Cl) est satisfaisable.

Définition 7.22 Une extension contrainte de (l → r ∥ c) par rapport à (g = d) ∈ C est

g[l]ω = g[r]ω ∥ c ∧ (g|ω=
?
Cl)

où c ∧ (g|ω=?
Cl) est satisfaisable.

Les ensembles de paires critiques et extensions contraintes d’un ensemble de règles R
sont notés respectivement CCP (R) et CCE(R).

Lemme 7.2 Si t1 ←ω,l→r ∥ c
R,C gσ ←→ϵ

C dσ ou t1 ←ω,l→r ∥ c
R,C gσ →ϵ,g→d ∥ c′

R dσ, avec ω une
position non variable de g, alors il existe une extension contrainte ou une paire critique
contrainte (p = q ∥ S) telle que σ est une solution de S modulo ∼C et pσ ∼C dσ, qσ ∼C t1.

Pour faire converger ces pics, il suffit que les paires critiques et extensions convergent.

Définition 7.23 Une paire critique ou une extension contrainte (p = q ∥ S) est conver-
gente modulo ∼C si ∀σ solution de S modulo ∼C,

pσ
∗−→R,C u ∼C v

∗←−R,C qσ

Un système de réécriture doit respecter la structure prédéfinie.

Définition 7.24 R est un système de réécriture avec contraintes de base si
∀(l → r ∥ c) ∈ R,

• V(l) ⊇ V(r),

• ∀σ ∈ SS∗C(c), ls(lσ) ≥ ls(rσ),

• l est un 1-terme,

• V(c) ⊆ X0.

La condition syntaxique sur la forme des règles de R empêche un terme de base de se
réécrire en un terme ayant un symbole de tête non prédéfini.

Corollaire 7.3 Un terme de base est irréductible par →R/C.

Preuve : Supposons un terme base t réductible par →R,C. Il existe donc (g → d ∥ c)
de R et une position ω telles que t|ω ∼C gσ. Puisque C est un ensemble d’axiomes
non effondrants, (t|ω)π0 =E0 (gσ)π0. Le terme g ayant un symbole de F1 en tête,
(gσ)π0 est une variable qui n’apparait pas dans (t|ω)π0 = t|ω un terme de base. Ceci
contredit l’hypothèse que E0 = T h(A) est une théorie consistante.

Un terme de base est encore irréductible par →R/C car un terme de base ne peut
être égal modulo ∼C qu’à un autre terme de base. ✷
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Le fait que ∼C préserve la sorte d’un 1-terme permet aussi de s’assurer d’une propriété
essentielle pour pouvoir généraliser les propriétés de la réécriture mono-sortée.

Proposition 7.13 Si t→R,C t′ alors ls(t) ≥ ls(t′).

Preuve : Si t est réductible par →R,C, alors il existe (g → d ∥ c) de R et une position ω
telles que t|ω ∼C gσ et gσ est un 1-terme. Par hypothèse, ls(t|ω) = ls(gσ) ≥ ls(rσ).
Donc ls(t) ≥ ls(t[ω ←↩ dσ]). ✷

Toutes les contraintes des règles de R ne contiennent que des variables de X0 qui
s’instancient nécessairement par des termes irréductibles pour →R,C. C’est ce qui permet
de faire converger un pic à une position variable lorsque celle-ci est contrainte, c’est-à-dire
dans X0. La condition imposant que les symboles de tête des règles ne sont pas prédéfinis
sert à limiter la construction des extensions aux seuls axiomes de C, sans avoir à considérer
ceux de T h(A).

Théorème 7.2 Soit R un système de réécriture avec contraintes de base. Toutes les
paires critiques et extensions contraintes sont convergentes modulo ∼C si et seulement si
→R,C est localement confluent et cohérent modulo ∼C.

Preuve : (⇐) Evident.
(⇒) Supposons t1 ←ω

R,C t←→ϵ,gα←→dα
Rc

t2.

Si ω ∈ VPos(g) alors c’est un cas de superposition variable similaire au cas mono-
sorté car →R,C est sorte décroissante. On a donc

t1
∗−→R,C t1α

′ ←→Rc t2α
′ ∗←−R,C t2,

où la substitution α′ est définie comme d’habitude.

Si ω /∈ VPos(g) alors t(ϵ) ∈ F1.

• Si t←→E>
0

t2 alors t est sous-terme étranger de t2 et t1
∗←−R,C t2.

• Si t ←→E>
1

t2 alors t
∗←→C t2. Il existe ainsi un terme t′1 pour lequel t1 ←ω

R,C
t ←→C t′1 ∼C t2 et (t1, t′1) est une instance d’une extension contrainte (p =
q ∥ S) convergente par hypothèse:

t1 ∼C pσ
∗−→R,C u ∼C v

∗←−R,C qσ ∼C t′1 ∼C t2.

Supposons t1 ←ω
R,C t→ϵ

R t2. On distingue trois cas de superposition:

• position disjointe: les réductions commutent.

• position variable: si c’est une variable de X0 alors un terme de base serait réduc-
tible, ce qui est absurde par définition de R. Sinon la variable n’apparait pas
dans la contrainte et l’on trouve alors une preuve par réécriture comme habi-
tuellement dans le cas mono-sorté ou ordo-sorté avec hypothèse de décroissance
des sortes.
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• position critique: s’il existe une position de rupture entre ϵ et ω, alors cela
correspond à un cas de superposition variable. Dans le cas contraire, t1 et t2
sont des instances d’une paire critique contrainte (p = q ∥ S) convergente par
hypothèse:

t1 ∼C pσ
∗−→R,C u ∼C v

∗←−R,C qσ ∼C t2.

✷

Une paire critique convergente pour toute solution de CSS∗C(c) l’est aussi pour toute
solution de SS∗C(c). Lorsque la résolution de contraintes dans ∼C est finitaire, cela permet
de n’avoir à tester qu’un ensemble fini de paires critiques non contraintes. Cette remarque
est une motivation au troisième point du théorème suivant:

Théorème 7.3 L’égalité contrainte (p = q ∥ S) est convergente si

• S est insatisfaisable modulo ∼C,

• ou p ∼C q,

• ou ∀θ ∈ CSS∗C(S), (pθ = qθ ∥ ⊤) est convergente

• ou g →R,C g′ et (g′ = d ∥ S) est convergente.

Les règle de transformation pour tester la confluence et la cohérence modulo ∼C sont
données en figure 7.1. La correction de ces règles est établie par le théorème suivant:

Théorème 7.4 S’il existe une dérivation finie par ces règles:

(∅, R) ⊢ (CE1, R) ⊢ . . . ⊢ (CEi, R)

telle que CEi = ∅, CCP (R)∪CCE(R) ⊆ ⋃
0≤j≤i CEj alors R est localement confluent et

cohérent modulo ∼C.

Preuve : Si R n’est pas localement confluent et cohérent, alors d’après le théorème 7.2,
il existe une paire critique ou extension non convergente mise dans

⋃
0≤j≤i CEj . La

règle Supprimer ne peut s’appliquer sur une égalité non convergente, sinon il y a
contradiction d’après le théorème 7.1. L’application des autres règles sur une égalité
non convergente engendre une égalité non convergente, sinon il y a contradiction
d’après le théorème 7.1. Par conséquent, on montre par induction sur j ≤ i que CEj

est non vide, ce qui est en contradiction avec l’hypothèse. ✷

On remarquera que le test de convergence de→R,C est encore conditionné par celui de
la terminaison de R modulo ∼C, problème évoqué dans la section suivante.

Théorème 7.5 Soit R un système de règles de réécriture avec contraintes de base. Si la
relation →R,C est convergente modulo ∼C, alors M est un enrichissement consistant de
A.

Preuve : Considérons deux éléments a, a′ de A qui sont égaux modulo ∼R,C . Alors

a
∗−→R,C s ∼C w

∗←−R,C a′

Aucune règle de R ni égalité de C ne peut s’appliquer sur a ou a′, donc a =A a′. ✷
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Deduire
CE, CR ∪ {(g → d ∥ c′), (l → r ∥ c)}
9→9→
CE ∪ {g[r]ω = d ∥ c ∧ c′ ∧ (g|ω=?

Cl)},
CR ∪ {(g → d ∥ c′), (l → r ∥ c)}
si c ∧ c′ ∧ (g|ω=?

Cl) satisfaisable
Etendre
CE, CR ∪ {(l → r ∥ c)}
9→9→
CE ∪ {g[l]ω = g[r] ∥ c ∧ (g|ω=?

Cl)},
CR ∪ {(l→ r ∥ c)}
si (g = d) ∈ C et c ∧ (g|ω=?

Cl) satisfaisable
Simplifier
CE ∪ {(g = d ∥ S)}, CR
9→9→
CE ∪ {(g′ = d ∥ S)}, CR
si g →R,C g′

Supprimer
CE ∪ {(p = q ∥ S)}, CR
9→9→
CE, CR
si p =C q ou S insatisfaisable
Propager
CE ∪ {(p = q ∥ S ∧ θ̂)}, CR
9→9→
CE ∪ {(pθ = qθ ∥ S)}, CR
si θ ∈ Dom(θ) ∩ V(S) = ∅ et θ ∈ SUBST0

Figure 7.1. Test de confluence et cohérence modulo ∼C

L’étape suivante pour obtenir une procédure de complétion serait d’orienter les paires
critiques produites par Deduire et les extensions produites par Etendre. A ce stade, nous
sommes confrontés à plusieurs problèmes:

• Une paire critique (p = q ∥ S) vérifiant p(ϵ), q(ϵ) ∈ F0 ne peut pas être orientée
d’après la définition 7.24. Ce cas de figure ne se présente que lors d’une superposition
en ϵ.

• La contrainte S d’une paire critique (p = q ∥ S) doit être résolue pour que les
variables de V(S) ̸⊆ X0 puissent instancier (p = q) et donc ne plus figurer dans la
partie contrainte.
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• Enfin, pour une égalité contrainte (p = q ∥ S) vérifiant p(ϵ) ∈ F1 et V(S) ⊆ X0, il
faut encore trouver un ordre de réduction. Ce problème est évoqué dans la section
suivante.

7.5.4 Terminaison
La structure choisie comme interprétation standard d’une spécification (Σ, R, C, LA)

ne facilite pas le problème de terminaison.
Pour que la relation →R,C termine, il suffit de trouver un ordre de réduction >C com-

patible avec ∼C , stable par instanciation de base et par contexte pour lequel l > r si
(l → r ∥ c) ∈ R.

Une première idée consiste naturellement à essayer d’étendre sur la structure C un
ordre nœthérien défini sur A en posant l >C r si lπ0 >A rπ0. Cette extension a l’avantage
à première vue de rester un ordre nœthérien. Malheureusement, cet ordre ne permet pas
d’orienter des règles de réécriture dont chaque membre gauche l a une tête dans F1 qui,
une fois 0-abstrait, est égal à une variable. Pour un ordre nœthérien >A et A une structure
consistante, une variable est forcément un terme minimal. En conclusion, >C ne permet
d’orienter aucune des règles d’un système de réécriture avec contraintes de base. C’est un
ordre trop sémantique.

Par contre, on peut tester la terminaison par un critère plus syntaxique basé par
exemple sur le nombre de 1-couches nc1(t) d’un terme t. Cette mesure est compatible par
définition avec ∼C : nc1(s) = nc1(t) si s ∼C t. Lorsque les règles de R font décrôıtre le
nombre de 1-couches, alors nc1(s) > nc1(t) si s →R,C t et l’on montre ainsi que →R/C
termine. C’est en particulier le cas lorsque les membres droits des règles de R sont des
termes de base. Ce critère est cependant très syntaxique.

Si l’on cherche une méthode plus générale, il est clair qu’il ne faut pas se ramener
uniquement à la structure prédéfinie A comme nous avons tenté de le faire mais essayer
de combiner un ordre compatible avec =T h(A) et un ordre compatible avec =C . Mais la
difficulté du problème de modularité dans le contexte de la terminaison ne permet pas à
l’heure actuelle de dégager des idées générales qui puissent être appliquées au problème
de terminaison d’un système de réécriture avec contraintes de base.

A titre d’exemple, prenons toutefois le cas élémentaire des listes de booléens où la
congruence ∼C est suffisamment pauvre pour ne pas poser de problème dans la recherche
d’un ordre nœthérien qui lui est compatible.

Exemple 7.3 Soient Σ1 l’ensemble des symboles vide, cons, tete, queue munis des profils
suivants:

vide :→ List
cons : Bool, List→ List
tete : List→ Bool
queue : List→ List

l’ensemble des axiomes

L =

{
tete(cons(b : Bool, l : List)) = b : Bool
queue(cons(b : Bool, l : List)) = l : List

et le langage de contraintes engendré par la structure des booléens.
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Les égalités contraintes s’orientent évidemment de la gauche vers la droite, sans avoir
à se soucier de la compatibilité avec ∼C car chaque terme n’est égal qu’à une instance de
lui-même.

7.6 Surréduction contrainte
L’objectif de cette section est d’appliquer des techniques de surréduction à la résolution

de contrainte dans le langage LR,C . L’intérêt de la méthode réside dans son incrémentalité
puisqu’elle permet à partir d’un algorithme de résolution de contraintes dans LC d’obtenir
une procédure de résolution dans LR,C .

7.6.1 Interprétation des prédicats
Comme nous l’avons fait en son temps pour LC, il s’agit de déterminer une interpré-

tation des prédicats de P0 pour LR,C .
En supposant R convergent modulo ∼C, on ramène le problème de la validité modulo

∼R,C à celui de la validité modulo ∼C par mise en forme normale suivant →R,C.

Définition 7.25 Si p ∈ P0 alors l’interprétation pM de p est la relation définie par

∀t1, . . . , tn ∈ T (Σ,X ), pM(t1, . . . , tn) est vrai ssi LC |= p(t1 ↓R,C, . . . , tn ↓R,C).

Cette définition est évidemment compatible avec ∼M = ∼R,C puisque→R,C est conver-
gente.

On montre ensuite qu’une contrainte p?(t1, . . . , tn) valide dans LC est encore valide dans
LR,C. C’est vrai de façon évidente pour une contrainte équationnelle puisque ∼C⊆∼R,C .
Pour les autres contraintes, nous avons besoin d’un lemme stipulant que l’égalité modulo
=E0∪E1 est préservée par normalisation suivant →R,C.

Lemme 7.3 Pour tous termes s, t ∈ T (Σ,X ), si s =E0∪E1 t alors s ↓R,C=E0∪E1 t ↓R,C.

Preuve : On utilise le fait que si t1
∗←−R,C t←→Rc t2 alors t1

∗−→R,C ◦ ∗←→Rc ◦
∗←−R,C t2.

Deux cas sont à considérer:

• Si t1
∗←−R,C t←→E>

0
t2 alors t1

∗−→R,C ◦ ←→E>
0
◦ ∗←−R,C t2 car lorsque ←→E>

0

s’applique à position t(ω) ∈ F1, alors t|ω est nécessairement sous-terme de t2
et t1

∗←−R,C t2.

• Si t1
∗←−R,C t←→E>

1
t2 alors t1

∗←−R,C t ∼C t2 car ←→E>
1
⊆∼C , puis t1

∗−→R,C

◦ ∼C ◦ ∗←−R,C t2 par cohérence de ∼C et finalement t1
∗−→R,C ◦ ∗←→Rc ◦

∗←−R,C
t2 car ∼C⊆ ∗←→Rc .

✷

Proposition 7.14 Soit p ∈ P0. LR,C |= p(t1, . . . , tn)⇔ LC |= p(t1 ↓R,C, . . . , tn ↓R,C).
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Preuve : Il s’agit de montrer que si pM(t1, . . . , tn) est vrai alors pM(t1σ, . . . , tnσ) est
encore vrai pour n’importe quelle substitution σ normalisée suivant→R,C (admissible
ou non). Nous avons (tσ) ↓R,C∼C (t ↓R,C σ) ↓R,C puis

(tσ ↓R,C)
π0 =A ((t ↓R,C σ) ↓R,C)

π0 =A (((t ↓R,C σ) ↓Rc) ↓R,C)
π0

d’après le lemme 7.3, et

(tσ ↓R,C)
π0 =A (((t ↓R,C σ) ↓Rc) ↓R,C)

π0

= ((t ↓R,C σ) ↓Rc)
π0(π−1 ↓R,C)

π0

=A (t ↓R,C σ)π0(π−1 ↓R,C)
π0

D’autre part,
(tσ)π0 = tπ0σπ0{sπ0 9→ (sσ)π0}sπ0∈V(tπ0 )

et par conséquent,

(tiσ ↓R,C)
π0 =A (ti ↓R,C)

π0σπ0ξ(π−1 ↓R,C)
π0

où ξ = {sπ0 9→ (sσ)π0}sπ0∈∪n
i V(t

π0
i ).

On peut en conclure que

LA |= p((t1σ ↓R,C)
π0, . . . , (tnσ ↓R,C)

π0) si LA |= p((t1 ↓R,C)
π0, . . . , (tn ↓R,C)

π0)

c’est-à-dire

LC |= p(t1σ ↓R,C, . . . , tnσ ↓R,C) si LC |= p(t1 ↓R,C, . . . , tn ↓R,C).

✷

Proposition 7.15 Soit p ∈ P0. Si LC |= p(t1, . . . , tn) alors LR,C |= p(t1, . . . , tn).

Preuve : D’après le lemme 7.3, t ↓R,C=E0∪E1 (t ↓Rc) ↓R,C et donc

(t ↓R,C)
π0 =A ((t ↓Rc) ↓R,C)

π0 = (t ↓Rc)
π0(π−1 ↓R,C)

π0 =A tπ0(π−1 ↓R,C)
π0

car E1 est non-effondrante. Par conséquent, si LC |= p(t1, . . . , tn) alors LA |=
p(tπ0

1 , . . . , tπ0
n ), LA |= p((t1 ↓R,C)π0, . . . , (tn ↓R,C)π0), LC |= p(t1 ↓R,C, . . . , tn ↓R,C)

et LR,C |= p(t1, . . . , tn). ✷

7.6.2 Correction
La surréduction contrainte est définie sur des formules contraintes appelées buts, de

la forme (∃X, p?(t1, . . . , tn) ∥ S) où X est un ensemble de variables existentiellement
quantifiées, p?(t1, . . . , tn) une contrainte atomique telle que p ∈ P0 et S une contrainte de
LC .
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Définition 7.26 L’ensemble des solutions modulo ∼R,C d’un but G = (∃X, p?(t1, . . . , tn) ∥ S)
est défini par

SOLR,C(G) = {σ|V(G)\X | σ ∈ SS∗C(S) et LR,C |= p(t1σ, . . . , tnσ)}.

L’ensemble des solutions modulo ∼C d’un but G = (∃X, p?(t1, . . . , tn) ∥ S) est défini par

SOLC(G) = {σ|V(G)\X | σ ∈ SS∗C(S ∧ p?(t1, . . . , tn))}.

Proposition 7.16 SOLC(G) ⊆ SOLR,C(G).

Preuve : D’après la proposition 7.15. ✷

Nous allons voir que toute solution modulo ∼C d’un but G′ obtenu par surréduction
est encore une solution modulo ∼R,C de G.

Par souci de commodité, on se restreint aux contraintes élémentaires dont le prédicat
est binaire, comme par exemple =, ̸=, <.

Définition 7.27 Le but (∃X, p?(g, d) ∥ S) est surréduit avec la règle (l → r ∥ c) en

(∃X ∪ V(l → r ∥ c), p?(g[r]ω, d) ∥ S ∧ c ∧ (g|ω=
?
Cl))

si S ∧ c ∧ (g|ω=?
Cl) est satisfaisable.

La relation entre surréduction et réécriture dans ce contexte est exprimée par le résultat
suivant.

Proposition 7.17 Si le but (∃X, p?(g, d) ∥ S) est surréduit avec (l → r ∥ c) en (∃X ∪
V(l → r ∥ c), p?(g[r]ω, d) ∥ S ′), où S ′ = S ∧ c ∧ (g|ω=?

Cl), alors pour toute solution α de
S ′ modulo ∼C, gα→R,C g[r]α avec la règle (l → r ∥ c).

Preuve : Puisque α est solution de S ′, g|ωα ∼C lα et α est solution de c modulo ∼C . ✷

Proposition 7.18 Soit G = (∃X, p?(g, d) ∥ S) et G′ = (∃X ′, p?(g′, d′) ∥ S ′) t.q. G est
surréduit avec (l → r ∥ c) en G′. Alors SOLR,C(G′) ⊆ SOLR,C(G).

Preuve : On peut supposer sans perte de généralité que
G′ = (∃X∪V(l → r ∥ c), p?(g[r]ω, d) ∥ S∧c∧(g|ω=?

Cl)). Toute solution de SOLR,C(G′)
est la restriction à V(G′)\X ′ = V(G)\X d’une substitution α telle que α ∈ SS∗C(S

′)
et LR,C |= p(g′α, dα). La substitution α est aussi une solution de S modulo ∼C
puisque S ′ = S ∧ c ∧ (g|ω=?

Cl). Ensuite, comme α ∈ SS∗C(c), gα →R,C g′α. Donc
gα ↓R,C= g′α ↓R,C et LR,C |= p(gα, dα).

Pour le prédicat d’égalité, nous n’avons pas à supposer la convergence de R modulo
∼C puisque dans ce cas gα→R,C g′α ∼R,C dα. ✷

La proposition suivante prouve la correction de la surréduction.

Proposition 7.19 S’il existe une dérivation par surréduction

G0 = (∃∅, p?(g0, d0) ∥ ⊤) ❀ G1 ❀ . . . ❀ Gn = (∃Xn, p?(gn, dn) ∥ Sn)

alors SOLC(Gn) ⊆ SOLR,C(G0).

Preuve : D’après les propositions 7.16 et 7.18. ✷
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7.6.3 Complétude
Il s’agit de prouver que pour toute solution σ ∈ SOLR,C(∃∅, p?(g0, d0) ∥ ⊤), il existe

une dérivation par surréduction

G0 = (∃∅, p?(g0, d0) ∥ ⊤) ❀ G1 ❀ . . . ❀ Gn = (∃Xn, p?(gn, dn) ∥ Sn)

et une substitution θ telle que σ ∼V(G0)
C θ et θ ∈ SOLC(Gn).

Lemme 7.4 Soit Gi = (∃Xi, p?(gi, di), Si) un but et µi une substitution définie et nor-
malisée pour →R,C sur V(Gi). Si µi ∈ SS∗C(Si) et p?(gi, di)µi réductible par →R,C, alors il
existe une étape de réduction (p?(gi, di))µi →R,C p?(u, v), une étape de surréduction

Gi = (∃Xi, p
?(gi, di), Si) ❀ Gi+1 = (∃Xi+1, p

?(gi+1, di+1), Si+1)

et une substitution normalisée µi+1 définie et normalisée pour→R,C sur V(Gi+1), telle que
µi+1 ∈ SS∗C(Si+1), p?(gi+1, di+1)µi+1 ∼C p?(u, v) et µi+1 =V(Gi)\Xi µi

Preuve : Si (p?(gi, di))µi →R,C p?(u, v), il existe une position ω dans giµi (ou diµi), une
règle (l → r ∥ c) ∈ R, et une substitution α telle que (giµi)|ω ∼C lα, α ∈ SS∗C(c),
u = (giµi)[rα]ω. Puisque µi est normalisée pour →R,C, on a (giµi)|ω = gi|ωµi. Donc
gi|ω et l sont unifiables modulo ∼C et c ∧ gi|ω=?

Cl est satisfaisable modulo ∼C.

Il existe une stratégie de réduction de l’intérieur vers l’extérieur (“innermost”) à
filtrage normalisant et l’on peut donc supposer sans perte de généralité que α est
définie et normalisée pour →R,C sur V(l → r ∥ c), avec (V(Gi) ∪ VRan(µi)) ∩
V(l → r ∥ c) = ∅. La substitution µi+1 définie sur V(Gi+1) par µi+1 =V(Gi) µi,
µi+1 =V(l=r ∥ c) α est normalisée pour →R,C. Donc µi+1 = µiα ∈ SS∗C(Si+1) et
(p?(gi[r]ω, di))µi+1 ∼C p?(u, v). ✷

Lemme 7.5 Soit Gi = (∃Xi, p?(gi, di), Si) un but et µi une substitution définie et nor-
malisée pour →R,C sur V(Gi). Si µi ∈ SS∗C(Si) et (p?(gi, di))µi réductible par →R/C, alors
il existe une dérivation par réduction

(p?(gi, di))µi
+−→R/C p?(s, t)

avec s, t irréductibles par →R/C, une dérivation par surréduction

Gi = (∃Xi, p?(gi, di) ∥ Si) ❀ Gi+1 ❀ . . . ❀ Gk = (∃Xk, p
?(gk, dk) ∥ Sk)

et une substitution normalisée µk définie et normalisée pour →R,C sur V(Gk), telle que
µk ∈ SS∗C(Sk), p?(gk, dk)µk ∼C p?(s, t) et µk =V(Gi)\Xi µi.

Preuve : Par induction nœthérienne sur →R/C.

Si p?(gi, di)µi est réductible pour →R/C alors il l’est aussi pour →R,C car →R,C est
cohérent avec ∼C et →R/C termine. Donc p?(gi, di)µi est réductible par →R,C et
d’après le lemme 7.4, il existe une étape de réduction p?(gi, di)µi →R,C p?(u, v), une
étape de surréduction Gi ❀ Gi+1 et une substitution µi+1 définie et normalisée pour
→R,C sur V(Gi+1) telle que µi+1 ∈ SS∗C(Si+1), µi+1 =V(Gi)\Xi µi et p?(gi, di)µi →R,C
p?(u, v) ∼C p?(gi+1, di+1)µi+1. Si p?(u, v) est irréductible par→R/C alors on prend k =
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i+1. Sinon p?(gi+1, di+1)µi+1 est réductible par→R/C et par hypothèse d’induction,
il existe une dérivation par réduction

p?(gi+1, di+1)µi+1
∗−→R/C p?(s′, t′)

avec s′, t′ irréductibles par →R/C, une dérivation par surréduction

Gi+1 ❀ . . . ❀ Gk = (∃Xk, p
?(gk, dk) ∥ Sk),

et une substitution µk définie et normalisée pour →R,C sur V(Gk) telle que µk ∈
SS∗C(Sk), p?(gk, dk)µk ∼C p?(s′, t′) et µk =V(Gi+1)\Xi+1 µi+1. Puisque V(Gi+1)\Xi+1 =
V(Gi)\Xi et µi+1 =V(Gi)\Xi µi, on a µk =V(Gi)\Xi µi. ✷

Théorème 7.6 Soient G0 = (∃∅, p?(g0, d0),⊤) un but et µ0 une substitution définie et
normalisée pour →R,C sur V(G0). Si µ0 ∈ SOLR,C(G0), alors il existe une dérivation par
surréduction

G0 = (∃∅, p?(g0, d0) ∥ ⊤) ❀ G1 ❀ . . . ❀ Gn = (∃Xn, p?(gn, dn) ∥ Sn)

telle que µ0 ∈ SOLC(Gn).

Preuve : Si p?(g0, d0)µ0 est irréductible par→R,C alors LR,C |= p(g0, d0)µ0 implique LC |=
p(g0, d0)µ0 par définition de LR,C .

Si p?(g0, d0)µ0 est réductible par →R,C alors il l’est aussi par →R/C . D’après le
lemme 7.5, il existe une dérivation par réduction

p?(g0, d0)µ0
∗−→R/C p?(s, t)

avec s, t irréductibles par →R/C , une étape de surréduction

G0 = (∃∅, p?(g0, d0) ∥ ⊤) ❀ G1 ❀ . . . ❀ Gn = (∃Xn, p?(gn, dn) ∥ Sn)

et une substitution normalisée µn telle que µn ∈ SS∗C(Sn), p?(gn, dn)µn ∼C p?(s, t) et
µ0 =V(G0) µn. Les termes s et t sont normalisés pour →R,C et LR,C |= p(s, t) par hy-
pothèse sur µ0. Par conséquent, LC |= p(s, t) ∼C p(gn, dn)µn et µ0 = (µn)|V(Gn)\Xn ∈
SOLC(Gn). ✷

La surréduction fournit donc une procédure complète de résolution de contraintes pour
le langage LR,C.

Exemple 7.4 Considérons le langage de contraintes LB engendré par la Σ0-structure B
des booléens avec

Σ0 = ({Bool}, {∧,∨ : Bool, Bool→ Bool,¯ : Bool→ Bool, 0, 1 :→ Bool}, {=, ̸=, <})

et l’ensemble X0 des variables de base {x, y, z, v : Bool, . . .}. Considérons la spécification
(incomplète) (Σ, R, AC(xor), LB) où:

R =

{
xor(x, x)→ 0
xor(x, 1)→ x
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On cherche à résoudre le but

G0 = (∃∅, xor(xor(s, t), 0) ̸=? xor(1, v) ∥ ⊤)

où s, t sont des termes de base. Par surréduction de G0, on obtient

G0 ❀ (∃x, xor(0, 0) ̸=? xor(1, v) ∥ xor(s, t)=?xor(x, x))

❀ (∃x, y, 0 ̸=? xor(1, v) ∥ xor(s, t)=?xor(x, x) ∧ xor(0, 0)=?xor(y, y))

❀ G3 = (∃x, y, z, 0 ̸=? z ∥ xor(s, t)=?xor(x, x) ∧ xor(0, 0)=?xor(y, y)

∧xor(1, v)=?xor(z, 1))

tel que

SOLC(G3) = SS∗C(∃x, y, z, 0 ̸=? z ∧ xor(s, t)=?xor(x, x) ∧ xor(0, 0)=?xor(y, y)

∧xor(1, v)=?xor(z, 1))

= SS∗C(∃x, y, z, 0 ̸=? z ∧ x=?s ∧ s=?t ∧ y=?0 ∧ v=?z)

= SS∗C(0 ̸=? v ∧ s=?t)

= SSB(0 ̸=? v ∧ s=?t)

car v, s, t sont ici des termes de base. La solution principale de v =?
B 0∧s =?

B t est solution
principale du but G0 car G3 est le seul but se dérivant de G0 par surréduction contrainte.
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Nous nous sommes consacrés au cours de ce travail à l’étude de la combinaison des
résolutions de contraintes dans la double intention d’étendre les techniques connues pour
l’unification et de les appliquer au cadre plus général de la démonstration automatique
avec contraintes. Nos travaux fournissent en cela des algorithmes puissants permettant
d’étendre la combinaison à des mélanges de théories équationnelles non disjointes mais
aussi à des problèmes spécifiques comme le filtrage, le problème du mot ou l’élimina-
tion de constante. Nous proposons plus généralement un modèle pour la combinaison
de résolveurs de contraintes symboliques qui s’applique à la combinaison de structures
concrètes non disjointes ou à l’intégration d’une structure concrète au raisonnement par
contraintes. Il résulte de ce dernier point une procédure de résolution héritant des deux
formes d’incrémentalité que sont surréduction et combinaison.

Apports
L’étude du mélange des théories non disjointes nous a conduit à introduire la notion de

théories décomposables. Il s’agit de l’union de théories équationnelles non nécessairement
disjointes pouvant se représenter par un système de réécriture combiné, convergent et qui
est formé de règles dont la tête à elle seule détermine l’appartenance à l’une ou l’autre des
théories composantes. Une théorie décomposable est alors une extension conservative de
ses composantes pour laquelle même la résolution est préservée. C’est l’une des propriétés
essentielles dont il faut s’assurer pour réutiliser un algorithme d’unification disponible
dans l’une des composantes.

Nous présentons deux algorithmes d’unification dans des théories décomposables:

• Un algorithme de résolution uniquement qui suppose l’existence d’un ensemble fini
de contextes partagés en tête des égalités.

• Un algorithme de décision et résolution qui suppose l’existence d’un entier, appelé
facteur de partage, correspondant au nombre de symboles partagés qu’il est néces-
saire de faire apparaitre dans les égalités.

Ces hypothèses abstraites permettent de résoudre le problème important de la combi-
naison des solutions qui vient se greffer à celui de la construction d’une extension conserva-
tive. A l’intersection de ces hypothèses se trouve le cas du mélange de théories partageant
les constantes uniquement [Rin92] qui est sûrement celui qui comprend le plus grand
nombre de théories.
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L’introduction des théories partiellement linéaires a été rendue nécessaire par la spé-
cialisation des techniques de combinaison à des problèmes spécifiques comme le filtrage.
La spécificité d’un problème n’est pas en général préservée par les transformations préa-
lables à la réutilisation des algorithmes de chaque composante. Il est fort probable alors
d’avoir à considérer des problèmes qui ne sont plus du ressort des algorithmes spéciali-
sés. L’intérêt des théories partiellement linéaires est justement de pouvoir laisser tomber
sans perte de généralité les problèmes qui ne peuvent pas être résolus par les algorithmes
spécialisés disponibles. Cette classe de théories est intéressante à plus d’un titre et en
particulier pour le filtrage et l’élimination de constante qui peuvent s’effectuer sans faire
appel à l’unification. L’approche qui consiste à d’abord résoudre chaque problème pur
séparément puis à régler les éventuels conflits inter-théories se trouve alors pleinement
justifiée.

Les résultats concernant le filtrage dans le mélange de théories partiellement linéaires
disjointes s’obtiennent grâce à un algorithme de combinaison du filtrage étendu, un pro-
blème composé de filtre-équations et équations résolues. L’algorithme de combinaison que
nous proposons s’applique au problème de décision, ce que ne permettait pas l’algorithme
de combinaison du filtrage donné par T. Nipkow dans les théories régulières.

L’étude de la combinaison du filtrage a directement pour conséquence d’avoir à s’inté-
resser à la combinaison du problème du mot. Le principe de décision est le même que celui
utilisé par réécriture à ceci près qu’on remplace la notion trop théorique de forme normale
suivant le système de réécriture combiné par celle, plus pratique car calculable, de forme
réduite par couches. Un problème du mot hétérogène se résout par le calcul des formes
réduites par couches suivi d’un test d’égalité dans la théorie de tête grâce à l’abstraction
des sous-termes étrangers eux-aussi en forme réduite par couches.

La notion de forme réduite par couches est étendue aux théories décomposables mais
sa construction utilise non plus seulement les algorithmes de décision du problème du mot
mais aussi les algorithme de filtrage de chaque théorie composante. Les résultats concer-
nant problème du mot et filtrage s’étendent en conséquence aux théories décomposables.
Il est remarquable cependant que le filtrage dans les théories décomposables régulières et
non effondrantes n’ait pas besoin de l’existence d’un facteur de partage car le problème
de la combinaison des solutions se réduit dans ce cas à l’utilisation des algorithmes de
décision du problème du mot. Il s’agit là encore d’un résultat plus fort que celui valable
pour l’unification.

Après l’étude de ces problèmes équationnels spécifiques, nous avons cherché à définir
un modèle pour la combinaison d’algorithmes résolvant de manière symbolique d’autres
contraintes que les simples contraintes équationnelles. Dans la pratique, plusieurs résol-
veurs de contraintes sont en effet amenés à coexister dans un même contexte (langage
de programmation ou démonstrateur de théorèmes). Il est alors naturel de vouloir les
combiner afin de les faire résoudre des problèmes éventuellement hétérogènes et donc
plus généraux que ceux auxquels ils étaient initialement destinés. Nous montrons que la
résolution de contraintes symbolique dans le langage combiné préservant la validité des
formules atomiques de chaque composante s’effectue par combinaison des résolveurs de
contraintes avec restriction linéaire. Nous avons montré comment prendre en compte cette
restriction linéaire dans le cas des algèbres primales grâce à un algorithme d’élimination de
constante obtenu par extension d’un résolveur de contraintes [KR92] dans diverses struc-
tures à domaine fini: algèbres finies ou booléennes, pseudo-booléens ou plus généralement



Conclusion 245

pseudo-finis. Cet algorithme d’élimination utilise l’algorithme de résolution de contraintes
intégré au logiciel UNIF dont l’une des caractéristiques est de représenter les termes par
des graphes de décision [Bry86] pour lesquels les nœuds sont des variables et les arcs
sont étiquetés par des valeurs du domaine. L’objet de la résolution consiste alors à repré-
senter une contrainte sous la forme la plus compacte possible en minimisant le nombres
de variables. Cela permet ensuite d’améliorer sensiblement la résolution incrémentale des
contraintes.

Nous disposons donc de résolveurs de contraintes qui peuvent se combiner pour s’ap-
pliquer au mélange de deux algèbres finies ayant une intersection non vide grâce aux
constantes partagées.

Une autre application est celle qui consiste à intégrer une structure prédéfinie au sein
d’une spécification équationnelle introduisant propriétés et nouveaux symboles à l’aide
de règles contraintes ou axiomes. Une procédure hiérarchisée de résolution de contraintes
est présentée pour une extension conservative de la structure prédéfinie. Sa principale
caractéristique est d’être fondée à la fois sur des techniques de surréduction et sur des
techniques de combinaison dans le cadre de la construction incrémentale d’algorithmes de
résolution de contraintes.

Cette application ouvre la voie à l’utilisation concrète de la combinaison en program-
mation logique.

Perspectives
Les algorithmes d’unification et filtrage que nous proposons s’appliquent à un large

éventail de théories équationnelles. En contre-partie, il n’est pas possible à l’heure actuelle
de décider si une théorie est décomposable ou partiellement linéaire, si elle est bornée ou
admet un facteur de partage. Ce travail doit s’effectuer à la main avant de songer à
combiner les algorithmes d’unification ou de filtrage. Il serait donc intéressant de trouver
des critères suffisants mais décidables permettant de conclure qu’une théorie satisfait l’une
des propriétés requises par nos algorithmes de combinaison. Dans le même ordre idée, on
peut se demander:

• Dans quelle mesure l’union de deux théories est-elle décomposable?

Nous savons déjà que l’union de théories disjointes, ou faiblement partagées, ou
partageant seulement des constantes “irréductibles” est décomposable. La question
qui se pose maintenant est de savoir si l’ordre de réduction sur les termes (clos)
hétérogènes dont nous avons besoin peut être construit de façon modulaire à partir
d’ordres de réduction fournis par chaque théorie composante.

• Sous quelles conditions les notions de théorie bornée ou de facteur de partage sont-
elles modulaires?

Un élément de réponse a déjà été apporté en montrant que l’existence d’un facteur
de partage est modulaire pour les théories faiblement partagées.

• Existe-t-il des critères simples sur les axiomes d’une théorie, autres que la linéarité
ou la régularité avec non-effondrement, permettant de s’assurer qu’une théorie est
partiellement linéaire?



246 Conclusion

L’hypothèse de décomposabilité bien que pouvant capturer une forme de mélange non
disjoint impose cependant une sérieuse restriction sur les symboles partagés puisqu’ils
doivent être ω-libres. Les problèmes équationnels composés des seuls symboles partagés
sont alors résolus dans la théorie vide. Il semble possible d’autoriser d’autres théories que
la théorie vide, ce qui suppose que les symboles partagés aient la même propriété dans les
deux théories composantes. L’ordre de simplification total sur les termes clos hétérogènes
doit être en conséquence défini modulo la théorie partagée, celle vérifiée par les sym-
boles partagés. Nous pensons plus particulièrement aux symboles partagés commutatifs
ou associatifs-commutatifs.

La construction d’une extension conservative préservant les résolutions de chaque théo-
rie doit encore pouvoir être réalisée d’une manière totalement différente, basée, elle, sur
des critères concernant les paires critiques. Mais il reste alors le problème de la combinai-
son des solutions qui est en principe disjoint de celui de la construction d’une extension
conservative, mais qui n’est pas pour autant à sous-estimer.

Les théories partiellement linéaires semblent être les seules théories adaptées à la
combinaison du filtrage et de la décision du filtrage. Nous montrons d’ailleurs un résultat
qui va dans ce sens puisque l’on prouve que l’appel à un algorithme d’unification ne peut
être évité pour les théories qui ne sont pas partiellement linéaires. Il existe pourtant un
algorithme de combinaison du filtrage pour les théories régulières, qui ne sont pas toujours
des théories partiellement linéaires. Il n’est pas étonnant au vu du chapitre 2 d’obtenir
des algorithmes de combinaison fondamentalement différents qui dépendent fortement
des approches par résolution ou décision qui furent prises. Celui proposé par T. Nipkow
repose entièrement sur une propriété valable uniquement pour le filtrage dans les théories
régulières et qui consiste à n’engendrer que des solutions closes. Cet algorithme ne peut
donc être, lui non plus, étendu à une plus large classe de théories.

La combinaison des résolveurs de contraintes non symboliques mais retournant unique-
ment les solutions closes est encore un problème ouvert. F. Baader et K. Schulz ont montré
récemment dans le cadre de la disunification que le problème de l’existence d’une solution
close ne se prêtait pas à la modularité, puisque l’existence d’une solution close hétérogène
ne pouvait pas se décider grâce à la combinaison usuelle des algorithmes de décision du
même problème dans les théories composantes. Ainsi, la combinaison des résolveurs de
contraintes dans les algèbres initiales T (F1)/ =E1 et T (F2)/ =E2 à la manière de ce qui
est fait dans les algèbres libres ne permet pas d’obtenir un résolveur de contraintes dans
T (F1 ∪ F2)/ =E1∪E2 . Un nouveau modèle reste donc à définir.

Un autre problème restant encore ouvert est celui de savoir s’il existe une méthode per-
mettant d’obtenir directement et pour n’importe quelle théorie, un algorithme d’unifica-
tion générale (avec symboles libres) à partir d’un algorithme d’unification avec constantes.
Nous pensons et espérons, comme tous ceux qui se sont intéressés au problème de com-
binaison, que cette méthode n’existe pas. Dans le cas contraire, toutes les méthodes de
combinaison connues à ce jour concernant les théories quelconques deviendraient obso-
lètes. Les premiers éléments de réponse à ce sujet concernant la décidabilité d’une seule
équation (au lieu d’un système) laissent à penser que l’on peut dormir tranquille.

Sur un plan pratique et à plus court terme, les algorithmes décrits au cours de ce do-
cument doivent être incorporés à une bibliothèque de résolutions de contraintes et devenir
ainsi un outil de résolution pour des structures hiérarchisées complexes. Les similitudes
entre les différents algorithmes de combinaison, puisque relevant des mêmes principes, per-
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mettent là aussi de pratiquer une démarche très modulaire lors de l’implémentation. C’est
ce que nous avons commencé à faire pour la bibliothèque de résolutions de contraintes
UNIF et que nous pensons achever dans un avenir proche.
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267–296. – London, Academic Press, 1990.

[BM70] Birkhoff (G.) et MacLane (S.). – Algèbre. – Paris, Gauthier–Villard, 1970,
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honor of Alan Robinson, éd. par Lassez (J.-L.) et Plotkin (G.), chap. 9, pp.
322–359. – Cambridge (MA, USA), MIT Press, 1991.

[Dau89] Dauchet (M.). – Simulation of Turing machines by a left-linear rewrite rule.
In : Proceedings 3rd Conference on Rewriting Techniques and Applications,
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[Löw08] Löwenheim (L.). – Uber das auflösungsproblem im logischen klassenkalkül.
Sitzungsberg. Berl. Math. Gesell, vol. 7, 1908, pp. 89–94.

[LS76] Livesey (M.) et Siekmann (J.). – Unification of Bags and Sets. – Rapport
technique, Institut für Informatik I, Universität Karlsruhe, 1976.

[Mid89] Middeldorp (A.). – A sufficient condition for the termination of the direct
sum of term rewriting systems. In : Proceedings 4th IEEE Symposium on
Logic in Computer Science, Pacific Grove, pp. 396–401. – 1989.

[MM82] Martelli (A.) et Montanari (U.). – An efficient unification algorithm. ACM
Transactions on Programming Languages and Systems, vol. 4, n̊ 2, 1982, pp.
258–282.

[MN86] Martin (U.) et Nipkow (T.). – Unification in boolean rings. In : Proceedings
8th International Conference on Automated Deduction, Oxford (UK), éd. par
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Applications, Como (Italy), éd. par Book (R. V.). pp. 264–274. – Springer-
Verlag, avril 1991.

[Sho79] Shostak (R.). – A practical decision procedure for arithmetic with function
symbols. Journal of the Association for Computing Machinery, vol. 26, n̊ 2,
1979, pp. 351–360.

[Sho84] Shostak (R.). – Deciding combination of theories. Journal of the Association
for Computing Machinery, vol. 31, n̊ 1, 1984, pp. 1–12.

[Sie90] Siekmann (J.). – Unification theory. In : Unification, éd. par Kirchner (C.),
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hauteur de théories ht(t) 40
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linéaire 22
ordo-sortée 22
partiellement linéaire 115, 127
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