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LA DERNIERE FOIS

Substitutions

- Travail sur les variables, 3 étapes

- Composition des substitutions
Modéles

- Définitions : domaine d'interprétation, fonction d'interprétation,
M ={D,T}
- Instances
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PLAN DU COURS

1 Unification

2 Réduction naturelle (1)
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UNIFICATION



UNIFICATION

Entrée: deux termestetu

Sortie : si o existe, o telle que t, = U,

Exemple
= f(t17 ..‘7tk) etu= g(LH, acog Uk/)?
- Sif#g il estimpossible de trouver o.

- Sif =g (et donc k = k'), il faut trouver un o tel que tio = u4o,
o = uUyo, ...
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ALGORITHME D’UNIFICATION DE TERMES

Entrée : ensemble de couples de termes a unifier & (récursivité!).

Soient (s,t) € U et o l'unificateur en construction :

suppression  Si s = t, on les supprime de U.
decomposition  Si s = f(Sq, ..., Sn) et t = f(t1, ..., t) ou f est une fonction, on supprime le couple de U, et
on y ajoute les couples (s1,t1), ..., (Sn, tn).
association  Si S = X Ol X est une variable, et t # x, et : (de méme en inversant s et t)
-+ x n'est pas déja modifié par o,
-+ X n'apparait pas dans t,

alors on met a jour o par o[to/x] et on supprime le couple (s, t) de ¢. Puis on met a jour U
en appliquant o.

fusion Si's = x ol x est une variable, t # x, et x est modifié par o, on remplace le couple a unifier
(x, 1) par (o(x), 1).

Si aucune étape ne peut s'appliquer, les termes ne sont pas
unifiables
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EXEMPLE / EXERCICE

Soient f, g, h, n des symboles de fonctions et x,y, z, v des variables.
Ecrire 'exécution de l'algorithme d’unification sur les termes
suivants :

s = f(h(x,y),8(x)) et t = f(h(n(y), h(z,2)),v)
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DEROULEMENT DE L'EXEMPLE

s =f(h(x,y),8(x)) ett =f(h(n(y), h(z,2)),v)

o=[1  u={(f(htxy)ex), f(h(n(yhhG)v)) }
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DEROULEMENT DE L'EXEMPLE

s =f(h(x,y),8(x)) ett =f(h(n(y), h(z,2)),v)
o=[1  u={(f(htxy)ex), f(h(n(yhhG)v)) }

Suppression ? Décomposition ? Association ? Fusion ?
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ALGORITHME D’UNIFICATION DE TERMES

Entrée : ensemble de couples de termes a unifier & (récursivité!).

Soient (s,t) € U et o l'unificateur en construction :

suppression  Si s = t, on les supprime de U.
decomposition  Si s = f(Sq, ..., Sn) et t = f(t1, ..., t) ou f est une fonction, on supprime le couple de U, et
on y ajoute les couples (s1,t1), ..., (Sn, tn).
association  Si S = X Ol X est une variable, et t # x, et : (de méme en inversant s et t)
-+ x n'est pas déja modifié par o,
-+ X n'apparait pas dans t,

alors on met a jour o par o[to/x] et on supprime le couple (s, t) de ¢. Puis on met a jour U
en appliquant o.

fusion Si's = x ol x est une variable, t # x, et x est modifié par o, on remplace le couple a unifier
(x, 1) par (o(x), 1).

Si aucune étape ne peut s'appliquer, les termes ne sont pas
unifiables
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1 - DECOMPOSITION

o=11 u={(f(htxy).gx). f(h(n().hz 2)v)) }
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1 - DECOMPOSITION



1 - DECOMPOSITION

Suppression ? Décomposition ? Association ? Fusion ?
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ALGORITHME D’UNIFICATION DE TERMES

Entrée : ensemble de couples de termes a unifier & (récursivité!).

Soient (s,t) € U et o l'unificateur en construction :

suppression  Si s = t, on les supprime de U.
decomposition  Si s = f(Sq, ..., Sn) et t = f(t1, ..., t) ou f est une fonction, on supprime le couple de U, et
on y ajoute les couples (s1,t1), ..., (Sn, tn).
association  Si S = X Ol X est une variable, et t # x, et : (de méme en inversant s et t)
-+ x n'est pas déja modifié par o,
-+ X n'apparait pas dans t,

alors on met a jour o par o[to/x] et on supprime le couple (s, t) de ¢. Puis on met a jour U
en appliquant o.

fusion Si's = x ol x est une variable, t # x, et x est modifié par o, on remplace le couple a unifier
(x, 1) par (o(x), 1).

Si aucune étape ne peut s'appliquer, les termes ne sont pas
unifiables
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2 - DECOMPOSITION

o=11  u={(htxy.n(n),h(z2)). (s9.v) }

o=1 U={(209), (n00). (n1(z2)



2 - DECOMPOSITION

o=11  u={(htxy.n(n),h(z2)). (s9.v) }

o=1 U={(209), (n00). (n1(z2)

Attention : U est une file : FIFO



2 - DECOMPOSITION



2 - DECOMPOSITION

Suppression ? Décomposition ? Association ? Fusion ?



ALGORITHME D’UNIFICATION DE TERMES

Entrée : ensemble de couples de termes a unifier & (récursivité!).

Soient (s,t) € U et o l'unificateur en construction :

suppression  Si s = t, on les supprime de U.
decomposition  Si s = f(Sq, ..., Sn) et t = f(t1, ..., t) ou f est une fonction, on supprime le couple de U, et
on y ajoute les couples (s1,t1), ..., (Sn, tn).
association  Si S = X Ol X est une variable, et t # x, et : (de méme en inversant s et t)
-+ x n'est pas déja modifié par o,
-+ X n'apparait pas dans t,

alors on met a jour o par o[to/x] et on supprime le couple (s, t) de ¢. Puis on met a jour U
en appliquant o.

fusion Si's = x ol x est une variable, t # x, et x est modifié par o, on remplace le couple a unifier
(x, 1) par (o(x), 1).

Si aucune étape ne peut s'appliquer, les termes ne sont pas
unifiables
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3 - ASSOCIATION

=11 = {(a). (o). ()

Mettre a jour o :

0 :=[o(8(x))/V oo = [g(x)/V] e [] = [g(x)/V]



3 - ASSOCIATION

o=11  u={(v), (xn) (v.h2)}

Mettre a jour o :

0 :=[o(8(x))/V oo = [g(x)/V] e [] = [g(x)/V]

Mettre a jour U :

U= {otxn),o0,hz2)} = { (x ). (»hz2)}



3 - ASSOCIATION

=11 = {(a). (o). ()

Mettre a jour o :
o = [o(g(x))/v] oo = [g(x)/V] o [] = [g(x)/V]
Mettre a jour U :

U= {oln). oty hz.2)} = { (x ), (v.nz2) |



3 - ASSOCIATION

=11 = {(a). (o). ()

Mettre a jour o :
o = [o(g(x))/v] oo = [g(x)/V] o [] = [g(x)/V]
Mettre a jour U :

U= {oln). oty hz.2)} = { (x ), (v.nz2) |

Suppression ? Décomposition ? Association ? Fusion ?
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ALGORITHME D’UNIFICATION DE TERMES

Entrée : ensemble de couples de termes a unifier & (récursivité!).

Soient (s,t) € U et o l'unificateur en construction :

suppression  Si s = t, on les supprime de U.
decomposition  Si s = f(Sq, ..., Sn) et t = f(t1, ..., t) ou f est une fonction, on supprime le couple de U, et
on y ajoute les couples (s1,t1), ..., (Sn, tn).
association  Si S = X Ol X est une variable, et t # x, et : (de méme en inversant s et t)
-+ x n'est pas déja modifié par o,
-+ X n'apparait pas dans t,

alors on met a jour o par o[to/x] et on supprime le couple (s, t) de ¢. Puis on met a jour U
en appliquant o.

fusion Si's = x ol x est une variable, t # x, et x est modifié par o, on remplace le couple a unifier
(x, 1) par (o(x), 1).

Si aucune étape ne peut s'appliquer, les termes ne sont pas
unifiables
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4 - ASSOCIATION

o=l U={(xnm) (»hz2)}



4 - ASSOCIATION

o=l U={(xnm) (»hz2)}

Mettre a jour o :

o = [o(n(y))/x] oo = [n(y)/x] o [8(x)/V] = 7
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4 - ASSOCIATION

o=l U={(xnm) (»hz2)}

Mettre a jour o :
o :=[o(n(y))/x] oo =[n(y)/x] o [8(x)/V] = 7
o := [o(n(y))/X] o o = [n(y)/x] o [8(x)/v] = [8(n(y)) /v, n(y)/X]
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4 - ASSOCIATION

o=l U={(xnm) (»hz2)}

Mettre a jour o :
o :=[o(n(y))/x] oo =[n(y)/x] o [8(x)/V] = 7
o := [o(n(y))/X] o o = [n(y)/x] o [8(x)/v] = [8(n(y)) /v, n(y)/X]

Mettre a jour i :
U={oly,hz2)} =7
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4 - ASSOCIATION

o=l U={(xnm) (»hz2)}

Mettre a jour o :
o :=[o(n(y))/x] oo =[n(y)/x] o [8(x)/V] = 7
o := [o(n(y))/X] o o = [n(y)/x] o [8(x)/v] = [8(n(y)) /v, n(y)/X]

Mettre a jour i :
u—{a(y,h( ))} ?

U= {otha} ={(»hea)}
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4 - ASSOCIATION

o = [g(n(y))/v, n(y)/¥

U= {o(y, h(z,z))} = {(y, h(Z=Z)>}

Suppression ? Décomposition ? Association ? Fusion ?
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ALGORITHME D’UNIFICATION DE TERMES

Entrée : ensemble de couples de termes a unifier & (récursivité!).

Soient (s,t) € U et o l'unificateur en construction :

suppression  Si s = t, on les supprime de U.
decomposition  Si s = f(Sq, ..., Sn) et t = f(t1, ..., t) ou f est une fonction, on supprime le couple de U, et
on y ajoute les couples (s1,t1), ..., (Sn, tn).
association  Si S = X Ol X est une variable, et t # x, et : (de méme en inversant s et t)
-+ x n'est pas déja modifié par o,
-+ X n'apparait pas dans t,

alors on met a jour o par o[to/x] et on supprime le couple (s, t) de ¢. Puis on met a jour U
en appliquant o.

fusion Si's = x ol x est une variable, t # x, et x est modifié par o, on remplace le couple a unifier
(x, 1) par (o(x), 1).

Si aucune étape ne peut s'appliquer, les termes ne sont pas
unifiables
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5 - ASSOCIATION

o=l u={(v.hz2)}
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5 - ASSOCIATION

o=l u={(v.hz2)}

Mettre a jour o :

o= [0(h(z,2))/Y] o o = [n(z,2)/y] o [8(n(Y)) /v; n(y)/X] = 7
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5 - ASSOCIATION

o=l u={(v.hz2)}

Mettre a jour o :
o :=[o(N(z,2))/y] o o = [N(z,2)/y] o [8(n(Y)) /v, n(y)/X] =7
o :=[o(h(z,2))/y] o o = [h(z,2)/y,8(n(h(z,2)))/v. n(h(z,2))/X]
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5 - ASSOCIATION

o=l u={(v.hz2)}

Mettre a jour o :
o :=[o(N(z,2))/y] o o = [N(z,2)/y] o [8(n(Y)) /v, n(y)/X] =7

0 :=[o(h(z,2))/y] o o = [n(z,2)/y,8(n(h(z,2)))/v;n(h(z,2)) /x]

Mettre a jour U :
u=r
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5 - ASSOCIATION

o=l u={(v.hz2)}

Mettre a jour o :
o :=[o(N(z,2))/y] o o = [N(z,2)/y] o [8(n(Y)) /v, n(y)/X] =7

0 :=[o(h(z,2))/y] o o = [n(z,2)/y,8(n(h(z,2)))/v;n(h(z,2)) /x]

Mettre a jour U :
u=r
U=10

Suppression ? Décomposition ? Association ? Fusion ?
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FIN ET VERIFICATION

s =f(h(x,y),g(x)) ett = f(h(n(y), h(z,2)),v)
o :=[h(z,2)/y,8(n(h(z,2)))/v,n(h(z,2))/X]

o(s)y=7eto(t) =7
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FIN ET VERIFICATION

s =f(h(x,y),g(x)) ett = f(h(n(y), h(z,2)),v)

o = [h(z,2)/y,8(n(h(z,2)))/v:n(h(z,2))/X]
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DEFINITION : UNIFICATEUR LE PLUS GENERAL

Définition
Soient t et u deux termes. Alors, soit t et u ne sont pas unifiables,
soit il existe un unificateur le plus général (ou mgu) o tel que :
2 iy = Uy
- Pour tout unificateur ¢’ de t et u, il existe ¢” tel que ¢/ = o,n
(autrement dit, o’ substitue trop par rapport a o).

On note : ¢ = mgu(t, u).
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DEFINITION : UNIFICATEUR LE PLUS GENERAL

Définition
Soient t et u deux termes. Alors, soit t et u ne sont pas unifiables,
soit il existe un unificateur le plus général (ou mgu) o tel que :

2 iy = Uy

- Pour tout unificateur ¢’ de t et u, il existe ¢” tel que ¢/ = o,n

(autrement dit, o’ substitue trop par rapport a o).

On note : ¢ = mgu(t, u).
Lorsqu'il réussit, l'algorithme vu précédemment donne exactement
le mgu(t, u).
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DEFINITIONS ET NOTATIONS

- Une formule est close si elle ne comporte pas de variables
libres.

- Pour une formule close F et un modéle M, on note M = Fsi
l'interprétation de F est vraie dans M. On dit « M satisfait F »
ou encore « M est un modele pour F ».

- Si l'interprétation de F dans M est fausse, on note M ¥ F.
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PROPRIETES

Pour deux formules closes F et G et un modéle M, on a:
- M |z —Fssi MEF
- ME((FAG)SSIMEFetMEG
- ME((FVG)ssSiMEFouMEG
- ME(F—=>06)ssiME-FouMEG
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PROPRIETES

Pour deux formules F(x) et G(x) admettant x comme variable libre,
M un modéle et a un élément du domaine de M, on a:

- M = =F(a) ssi M ¥ F(a)

- M E (FAG)(a) ssiM = F(a) et M = G(a)
- M E (FVG)(a) ssiM = F(a) ou M = G(a)
- M = (F— G)(a) ssi M ¥ F(a) ou M = G(a)

- M = V¥x F(x) ssi, quelque soit a dans le domaine, on a M |= F(a)

- M E 3Ix F(x) ssi pour au moins un élément a du domaine, on a
M E F(a)
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SEMANTIQUE DES QUANTIFICATEURS

Modéle étendu M(x/a] : modéle obtenu a partir de M en
substituant la variable x au terme a dans le domaine de M.

- M = Vx ¢ ssi M[x/a] = ¢ pour tout élement a dans le domaine
de M

- M E 3Ix ¢ ssi M[x/a] | ¢ pour un élément a dans le domaine
de M
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DEFINITIONS : VALIDITE, SATISFIABILITE, THEORIE

- Une formule est valide si elle est vraie dans toute interprétation
et toute affectation des variables libres. Sinon, elle est invalide.

- Une formule est insatisfiable si elle est fausse dans toute
interprétation et toute affectation des variables libres. Sinon
elle est satisfiable.
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TH EORIE, CONSISTANCE, CONTRADICTION

- Une théorie (T) est un ensemble de formules closes. Si un
modéle (M) satisfait toutes les formules d’une théorie (T), alors
M est un modéle de T (M = T).

- Une théorie consistante est une théorie qui a au moins un
modéle. Sinon la théorie est contradictoire.
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EXEMPLE : PROBLEME SAT

Probléme SAT ou B-SAT ou probléme de satisfaisabilité booléenne :
c'est un probléme de décision.

Entrée : formule de logique propositionnelle

Sortie : existence/non existence d'une assignation des
variables propositionnelles qui rend la formule vraie

29/ 46



EXEMPLE : PROBLEME SAT

Pour chacune des formules, donner une assignation des variables
propositionnelles qui rend la formule vraie ou prouver qu'il n'en
existe pas:

1. an-b

2. aA-a

3. (@Ab)Vv-a

4 {-av-bvcavd,bve -cve,dv-e -dve ~dV-e}
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EXEMPLE : PROBLEME SAT

Référence :

Probléeme SAT

ot défis
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DEDUCTION NATURELLE (1)




PRINCIPE

On démontre en construisant des arbres d’inférence grace a
l'application de régles d’inférence.

Un seul axiome: I, p - p, ou I est l'antécédent, un ensemble de
prédicats appelés hypotheéses.

Attention : 'axiome est la seule condition d’arrét.

AX ———
MpkEp
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REGLES D'INFERENCE : L'IMPLICATION

Introduction de l'implication :

Ipkq
N-=p—q

Elimination de l'implication (modus ponens) :

N-p—q N=p
M-q

— E
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REGLES D'INFERENCE : LE FAUX

Elimination du faux
M1

Np
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REGLES D'INFERENCE : LE ET

Introduction du et :

MN=p MN=q
F-pAgq

Al

Elimination du et a gauche (attention, on garde la gauche) :

NrN=pAgq

AE
¢ N-p
Elimination du et a droite (attention, on garde la droite) :

lrN=pAagq

AE
¢ M- q
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REGLES D'INFERENCE : LE OU

Introduction du ou a gauche (attention, on introduit a droite)

Me=p

Vg ——
N=pvgq

Introduction du ou a droite (attention, on introduit a gauche)

M=q

Vg ———
M=pvgq

Elimination du ou :

FEpvq MpkEr rgkr
Mer

VE
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EXEMPLE

Montrer:p — (g —=rk(pAQ)—r.
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DEPART

Fr=p—>(q—=r),(pArg)kr
p=>(q—=r)kF(pAg)—r

— |
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DEPART

Fr-q—r MN-q
—E o Fr=p—=(q—r),(pAq)bkr
p—=(@—=rk(pAag)—r
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BRANCHE

p—=(q—=r),(pAQ)FPAQ
Fr=p—=(Qq—=r)(PAg)kq

AEy
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BRANCHE

AX AE p—(a—r),(pAQ)FpAQ
Fr=p—=(@—r)(PArg)tq

42 46



BRANCHE

N rEp—=(g—r) W M=p
Fr=p—=(@—=rn,(pra)Fqg—r
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BRANCHE

l=p

AX
—E p=(q—1),(pPAq) Fp—(q—T)
Fr=p—(@—=rn,(pAg)Fqg—r
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BRANCHE

p—=(q—=n),(PAA)FpAQ

—E A Fr’Ep—=(q—r) Mg Fe=p
r=

pP—=(q—=n)s(PAQ)Fag—r
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BRANCHE

AX
NEg p—=(@a—=n,(pPAQ)FpPAQ

N Ax F=p—(q—r) rep

Fr=p—=(@—=r),PpAg)kFg—r
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