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Introduction

Dans ce rapport, nous nous penchons sur 'arithmétique effective dans les extensions
non ramifiées de Q,. Ayant une forme toute particuliere, il est possible de les représenter
par différents paramétres, afin de faire des opérations sur leurs éléments. Elles disposent de
plus de propriétés théoriques intéressantes qui emmeénent plusieurs questions, telles que la
résolution de I’équation généralisée d’Artin-Schreier.

Ainsi nous avons décidé d’implémenter un nouveau module en C, zqadic, qui se base
sur la librairie flint, et qui I’étend en rajoutant plusieurs procédures et types permettant
de faire des calculs effectifs dans de telles extensions. La présentation théorique et pratique
de ce module sera articulée en deux chapitres, ayant comme objectif final de présenter une
implémentation de la résolution de ’équation d’Artin-Schreier.

Le premier chapitre aura donc pour but de poser les bases théoriques ainsi que les fonde-
ments du module : sont au programme extensions non ramifiées de Q,, et leur représentation
informatique, substitution de Frobenius et 1’algorithme pour la calculer.

Le deuxiéme chapitre portera quant a lui sur le coeur du sujet. Une premiére section
plus théorique apportera le bagage nécessaire a la preuve de I'existence de solutions d’Artin-
Schreier, pour ensuite présenter la mise en pratique consistant en la réalisation informatique
de I'algorithme de Harley.



Chapitre 1

Arithmétique de Z,

Dans ce premier chapitre, nous nous penchons sur les méthodes de calculs dans les
extensions non ramifiées de Q,. A I'instar des corps finis, on peut les écrire comme des
quotients par un polynéme irréductible, ce qui nous permet de produire des algorithmes
pour calculer effectivement dans de telles structures. Ainsi le coté théorique des différents
aspects de ces extensions sera agrémenté des implémentations associées.

1.1 Quelques résultats sur les nombres p-adiques

1.1.1 Extensions non ramifiées de Q,

Nous exposons ici des résultats classiques sur l'existence et les propriétés des exten-
sions non ramifiées du corps p-adique. Le lecteur curieux pourra trouver les démonstrations
d’énoncés plus généraux, dont les théorémes suivant sont des cas particuliers, dans ’excellent
[Ser2]. (Chapitres 1,2 et 3).

Dans toute la suite p € N désigne un nombre premier, et @, le corps des nombres p-
adiques correspondant. Commengons par définir les extensions auxquelles nous allons nous
intéresser. Pour cela on a besoin d’un premier lemme, qui permet d’étendre la norme (et
donc la valuation) sur @, & toute extension finie.

Lemme 1.1.1. Soit K/Q, finie de degré n € N une extension finie de Q,. Alors il existe
une unique norme notée |.|x qui prolonge la norme p-adique.

On rappelle avant toute chose, la correspondance entre valuation et norme de corps :

Rq 1.1.1. Si |.| est une valeur absolue , alors on a une valuation associée :

o(x) = —log(|a)
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Ainsi avec les mémes notation, on muni K d’une structure de corps valué, et on peut définir
son anneau de valuation :

R={zxe K| |z|x <1} ={x € K | vg(z) >0}
son idéal maximal :
M={xeK||z|lg <1} ={x € K | vg(z) >0}
et son corps résiduel :
K=R/M

On peut montrer que dans ce cas, le corps résiduel K est toujours isomorphe & une extension
algébrique de [Fy, de degré noté f. On est donc en mesure de donner la définition cohérente
suivante :

Définition 1.1.1. (Extension non ramifiée) Considérons une extension K/Q, finie de
degré n € N. On dira que K est une extension non ramifiée quand son corps résiduel est
isomorphe a F, avec g—=p™.

Rq 1.1.2. On peut plus généralement définir Iindice de ramification absolu de K/Q, par
e=vg(px1z,), et si n est le degré de K/Q,, alors on a l'équation :

n=cef
qui montre que K est non ramifiée si et seulement si e = 1.
D’autre part, la propriété d’étre non ramifiée est assez rigide pour permettre une classifica-

tion & isomorphisme prés.

Proposition 1.1.1. Notons K = Q,[X]/(m) avec m € Zy[X] irréductible. Si on étend
linéairement R — K la projection canonique, en 7 : R[X] — K[X] et on note m = m(m)
on obtient l’équivalence suivante :

K/Q, est non ramifiée <= deg(m) = deg(m)

Ainsi on a K =TF, ot ¢ = p? avec d = deg(m). Et l'unicité :
Si K1 et Ko sont deux extensions non ramifiées définies par respectivement mq et ma,
alors :

K12 Ky <= deg(m1) = deg(ma)

Ainsi pour tout n > 1, il existe une unique extension de Q, non ramifiée de degré n, que
I'on notera Qg, et dont I’anneau de valuation sera noté Zj.
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1.1.2 Représentation effective de Z,

Dans l'objectif de faire des calculs effectifs dans Z;, nous avons dans un premier temps be-

soin de définir ce qui représentera un tel objet. Nous avons vu qu’il peut s’écrire Z,[X|/(M),
pour M € Z,[X] un relévement irréductible unitaire d’un polynéme irréductible m € F,[X],
et tel que degm = deg M. Ainsi nous aurons besoin principalement de cette donnée pour re-
présenter notre extension, mais d’autres éléments vont s’y ajouter pour des raisons pratiques
et d’efficacité. Nous avons donc décidé de créer deux types zqadic_t et zqadic_ctx_t, que

nous présentons dans cette partie :

typedef padic_poly_t zqadic_t;

typedef struct _zqadic_ctx_t

{

slong prec;

slong deg;

enum rep_type type;
fmpz_t p;

zqadic_t* C;
padic_ctx_t pctx;
padic_poly_t M;

} zqadic_ctx_t[1];

Nous représenterons donc les éléments de Z,; comme des polynomes a coefficients dans Z,,
et nous les réduirons modulo M au fur et & mesure des calculs. Et pour zqadic_ctx_t, les
différents champs sont :

e M représente le polynéme M, de type padic_poly_t défini dans le modulo padic de

flint,

pctx est le contexte p-adique associé a Zj, regroupant donc les données associé a cette
structure,

p est le nombre premier tel que ¢ = p",
deg est le degré de 'extension associée a Zg, donc égal au r tel que ¢ = p",

C est un tableau d’éléments précalculés de Z,, dont nous auront utilité dans la suite
du rapport,

prec est la précision maximale & laquelle les calculs peuvent étre réalisés dans l'exten-
sion. En effet, un nombre p-adique contient potentiellement une infinité de donnée, et
donc nous regardons en permanance de tels nombres modulo une puissance de p. Et
alors, prec représente la puissance maximale & laquelle on peut regarder un élément
dans cette extension, sachant que la précision d'un polynéme a coefficients dans Z,
correspond a la précision de ses coefficients.
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e type est un enum qui peut valoir SPARSE ou TEICHMULLER. Il permet d’adapter les
algorithmes utilisés aux propriétés qu’ont le représentant M de I’extension.

1.2 Philosophie de Hensel, relévement de solutions approchées

Dans cette section on s’intéresse & une propriété fondamentale des nombres p-adiques,
le raffinement de solutions approchées modulo p. L’idée (que 'on retrouve en parcourant la
démonstration) est la méme que la méthode de Newton, mais dans notre cas, la distance est
ultramétrique, car associée & une valuation p-adique, et non archimédienne comme la valeur
absolue.

Le premier résultat, historiquement du & Hensel est le suivant. Le lecteur curieux pourra
trouver la démonstration en annexe.

Théoréme 1.2.1. (Lemme de Hensel)
Soient f € Zp[X1.. X, v € (Zp)™, n,k €Z et j € [1,m] tels que :

0<2k<n, flz)=0[p"], vp((.;%(x)) = k.

Alors il existe un zéro y de f dans (Z,)™ tel que x = y [p"*].

De cette maniére on peut construire des solutions dans Z, & partir de solutions dans Z/p"Z.
Une application de ce principe nous améne & un nouveau procédé pour factoriser les po-
lyndémes. On remarque que la précision augmente de maniére quadratique, ce qui rappelle
encore une fois l'itération de Newton.

Théoréme 1.2.2. (Factorisation de Hensel) Soit k € N, f, g, h € Z,|X], hy unitaire,
tels que :
f=gxhi modp® et g, hypremiers entre eux

Alors il existe go, horp € Zp[X] tels que :
f = gokhor, mod p**

gor = gr mod p"
hor = hi;, mod p*

1.3 Substitution de Frobenius et modulo de Teichmiiller

1.3.1 Groupe de galois d’une extension non ramifiée de Q,

Soit ¢ = p™, on note toujours une extension non ramifiée de et Z, 'anneau de
) q p P
valuation associé. Cette partie est consacrée a une propriété fondamentale de ces exten-
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sions qui en fait tout son intéret : elles respectent les propriétés galoisiennes de leurs corps
résiduels. En clair on a :

Théoréme 1.3.1. (Caractérisation du groupe de Galois) Q,/Q, est une extension galoi-
sienne, et on a

Gal(Qq/Qp) = Gal(Fy/Fy)

Une conséquence directe de ce théoréme est que le groupe de Galois Gal(Q,/Q)) est cyclique,
engendré par un élément, que 1’on notera 3, appelé substitution de Frobenius. Une propriété
fondamentale de la substitution, est I’égalité suivante qui justifiera beaucoup de calculs par
la suite :

Y(z) =2 modp pourx € Z (1.1)

1.3.2 Modulo de Teichmiiller

En conservant les notations de la section précédente, on sait que QQ; peut étre représenté
comme un Q,[X]/(M) pour un certain M € Z,[X] relévement unitaire irréductible d’un
m € F,[X] unitaire irréductible, tel que deg M = degm = n. L’idée de la représentation de
Teichmiiller est de choisir M de fagon & conserver les bonnes propriétés que le morphisme de
Frobenius posséde sur F,/F,, pour pouvoir les transposer sur Z,. Remarquons alors dans un
premier temps que m | X9— X, car F; = Fp[X]/(m) et F, est le corps de décomposition (et
de rupture) de X?— X. Ainsi, la factorisation de Hensel assure le résultat suivant :

Proposition 1.3.1. (Polynéme de Teichmiiller) Il existe un unique M € Z,[X] vérifiant
les conditions suivantes :

1. M| X1t —1
2. M(X)=m(X) mod p

On pourra consulter 'annexe pour avoir le détail de la construction. On remarque alors
plusieurs choses, qui justifient le choix de M. Si 6 est une racine de M vu dans une cloture
algébrique, on identifie Q, et Q,(6).

0=M®)=01""1-1

et donc 6 est une racine (g — 1) de I'unité dans Z,. En outre comme X est un automor-
phisme de Galois, ¥(6) est encore une racine (¢ — 1)**™¢ de I'unité. Ceci, combiné au fait
que X(#) = 0P mod p, nous assure que :

(0) = 6P (1.2)
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1.3.3 Calcul effectif d’un modulo de Teichmiiller
Le calcul du polynéme de Teichmiiller

Pour le calcul du polynéme de Teichmiiller, nous avons suivi une idée de Harley, reposant
sur le fait que 'on peu doubler la précision de solutions approchées, pour arriver a une
précision convenable. Nous commencerons par le cas p premier quelconque, puis nous nous
restreindrons au cas p = 2 qui nous intéresse particuliérement.

On se place dans le cadre suivant. F, = F,[f], et on note  I'unique élément de Z,
vérifiant :

91t =1

=6 modp
Un tel 6 existe d’aprés le lemme d’Hensel appliqué a f(X) = X9=! — 1. On conserve les
notations de la section précédente, avec Zg = Z,[0] = Z,[X]/(M), M de degré d. Comme 6

est racine de M qui est son polynéme minimal, on obtient les autres racines par action de
¥ qui engendre Gal(Q,/Qy). On factorise alors :

d—1

M(X)=[]x - o)

1=0

Notons ¢, une racine primitive de I'unité dans une extension. Sachant que pour i € [0,d—1]
on a :

S GV | (52 S
k=0

et donc
p—1

M(XP) = (=)= T M(GX)

1=0

Or si on écrit M (X) = Zf:_ol M;(XP) X" avec les M; € Z4[X], on obtient en réinjectant :

p—1 p—
Mx?)(-1)P V=] (Z i X0 (XP) )
=0 =0
p—1
= h(Mo(XP), ..., My 1 (XP)) X7
k=0
Ot un calcul pénible montre que les hy, € Z4[Yo, ..., Yp—1] sont homogénes de degré p. Et
donc
p—1
M(X) = (1) DN " hyp (Mo (X), ..., M1 (X)) X* (1.3)
k=0
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On s’est ramené a la recherche des polynomes hy (qui sont fixes a p fixés) et des M; qui
nécessiteront plus de travail pour étre calculés.

Restriction au cas p = 2 et heuristique
Calculons les h; dans notre cas. On a :
(1) M(X?) =(Mo(X?) + M1 (X?)X)(Mo(X?) — My(X*)X)
:M[)(X2) _ Ml(X2)2X2

Ainsion a hy = Y02 et h; = —Y}. La prochaine étape de I’algorithme consiste & voir comment
on peut retrouver M a partir d’une approximation M; a l'ordre ¢ € N* (par exemple pour
t =1 on a m). Supposons donc que l'on ai :

My(X)=M(X) mod 2*

On écrit
M(X) = My(X) + 2'6:(X)

et donc en substituant dans (1.3)) réduite modulo 2¢, on obtient la relation :

6t — 2(My 0o — XM;16;1) + Vi =0 mod 2 (1.4)
ouon a: .
Vi= o (M — M7y + XM?;) mod 2°

On a réduit notre probléme & trouver §;. Et pour cela nous allons utiliser de la récursivité,
pour doubler la précision d’une potentielle solution approchée. Notons alors ' = (%1, et
supposons que 1'on ai un algorithme qui trouve §; mod 2! grace a équation . On écrit
alors 6, = 0, + 2" Ay et on l'injecte dans . On obtient dans ce cas une équation tout &
fait similaire :

Ay —2(MypApg — XMy Ap 1) + Wi =0 mod 20

avec

1 /
Wi =g (V} + 61 — 2(M¢,061 0 — XMt,15t',1)) mod 2"

Or t —t' < ', et donc on peut réutiliser I’algorithme hypothétique pour calculer Ay. Et
donc on retrouve d;. Et enfin M.
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L’implémentation du calcul de polynémes de Teichmiiller

En se basant sur 'approche proposée dans le paragraphe précédent, deux procédures
_zqadic_teichmuller_modulus et _zqadic_teichmuller_modulus_increment ont été im-
plémentées pour calculer un modulo de Teichmiiller. Le deuxiéme permet de calculer d;, en
s’appelant récursivement pour le «calcul de dy et le calcul de Ay, puis
_zgadic_teichmuller_modulus s’appelle récursivement pour calculer My, & partir de My
et §; calculé avec _zqadic_teichmuller_modulus_increment. A chaque fois, la précision a
laquelle le résultat est calculé est donné par la précision a laquelle le résultat (M et §) est
initialisé.
void _zqadic_teichmuller_modulus(padic_poly_t M, padic_poly_t m, padic_ctx_t C)

{
slong N = padic_poly_prec(M);

if (N == 1) padic_poly_set(M, m, C);
else
{
slong Nr = (N >> 1) + (N & 1); // partie entiere supérieure de N/2

padic_poly_t P1, P2; // wariables cache
padic_poly_t Mr, MO, M1, V, delta; // M', M_0, M_1, V, \delta

padic_poly_init2(Mr, 0, Nr);
_zqadic_teichmuller_modulus(Mr, m, C);

// calcul de MO
padic_poly_init2(MO, 0, N);
padic_poly_init2(P1, 0, N + 1);
padic_poly_init2(P2, 0, N + 1);

padic_poly_set(P1, Mr, C);
zqadic_comp_moins_x(P2, P1, C);
padic_poly_add(P1, P1, P2, C);
zqadic_mul_pn(MO, P1, -1, C);
zqadic_precomp_x2(MO, MO, C);

// calcul de M1
padic_poly_init2(M1, 0, N);

padic_poly_set(P1, Mr, C);

zqadic_comp_moins_x (P2, P1, C);

padic_poly_sub(P1, P1, P2, C);

zqadic_mul_pn(M1, P1, -1, C);
padic_poly_shift_right(M1, M1, 1, C); // division par X
zqadic_precomp_x2(M1, M1, C);

padic_poly_clear(P1);
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padic_poly_clear(P2);

// calcul de V
padic_poly_init2(V, 0, N - Nr);
padic_poly_init2(P1, 0, N);
padic_poly_init2(P2, 0, N);

padic_poly_mul(P1, M1, M1, C);
padic_poly_shift_left(P1, P1, 1, C);
padic_poly_mul(P2, MO, MO, C);
padic_poly_add(P1, P1, Mr, C);
padic_poly_sub(P1, P1, P2, C);
zqadic_mul_pn(V, P1, -Nr, C);

padic_poly_clear(P1);
padic_poly_clear(P2);

// calcul de delta
padic_poly_init2(delta, O, N - Nr);

_zqadic_teichmuller_modulus_increment(delta, MO, M1, V, C);

// calcul de M
padic_poly_init2(P1, 0, N);

padic_poly_set(P1, delta, C);
zqadic_mul_pn(P1, P1, Nr, C);
padic_poly_add(M, Mr, P1, C);

padic_poly_clear(P1);

// clears
padic_poly_clear(Mr);
padic_poly_clear (MO) ;
padic_poly_clear(M1);
padic_poly_clear(V);
padic_poly_clear(delta);

void _zqadiC_teichmuller_modulus_increment(padic_poly_t delta, padic_poly_t MO,
— padic_poly_t M1, padic_poly_t V, padic_ctx_t C)
{

slong N = padic_poly_prec(delta);

if (N == 1) padic_poly_neg(delta, V, C);
else

{

slong Nr = (N >> 1) + (N & 1); // partie entiere supérieureerieure de N/2

11
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padic_poly_t P1, P2; // Variables cache
padic_poly_t Delta, deltar, deltaO, deltal, Vr; // \Delta, \delta', \delta_0,
— \delta_1, V'

padic_poly_init2(deltar, O, Nr);
_zqadic_teichmuller_modulus_increment(deltar, MO, M1, V, C);

// calcul de deltal

padic_poly_init2(delta0, 0, N);
padic_poly_init2(P1, 0, N + 1);
padic_poly_init2(P2, 0, N + 1);

padic_poly_set(P1, deltar, C);
zqadic_comp_moins_x (P2, P1, C);
padic_poly_add(P1, P1, P2, C);
zqadic_mul_pn(deltal, P1, -1, C);
zqadic_precomp_x2(delta0, deltal, C);

// calcul de deltal
padic_poly_init2(deltal, 0, N);

padic_poly_set(P1, deltar, C);

zqadic_comp_moins_x (P2, P1, C);

padic_poly_sub(P1, P1, P2, C);

zqadic_mul_pn(deltal, P1, -1, C);
padic_poly_shift_right(deltal, deltal, 1, C); // division par X
zqadic_precomp_x2(deltal, deltal, C);

padic_poly_clear(P1);
padic_poly_clear(P2);

// calcul de Vr
padic_poly_init2(Vr, 0, N - Nr);
padic_poly_init2(P1, 0, N);
padic_poly_init2(P2, 0, N);

padic_poly_mul(P1, MO, deltaO, C);
padic_poly_mul(P2, M1, deltal, C);
padic_poly_shift_left(P2, P2, 1, C);
padic_poly_sub(P1, P1, P2, C);
zqadic_mul_pn(P1, P1, 1, C);
padic_poly_sub(P1, deltar, P1, C);
padic_poly_add(P1, V, P1, C);
zqadic_mul_pn(Vr, P1, -Nr, C);

padic_poly_clear(P1);
padic_poly_clear(P2);

// calcul de Delta
padic_poly_init2(Delta, O, N - Nr);

12
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_zqadic_teichmuller_modulus_increment (Delta, MO, M1, Vr, C);

// calcul de delta
padic_poly_init2(P1, 0, N);

padic_poly_set(P1, Delta, C);
zqadic_mul_pn(P1, P1, Nr, C);
padic_poly_add(delta, deltar, P1, C);

padic_poly_clear(P1);

// clears
padic_poly_clear(delta0);
padic_poly_clear(deltal);
padic_poly_clear(Vr);
padic_poly_clear(Delta);
padic_poly_clear(deltar);

Ces deux procédures sont alors situées dans le script ctx_init. ¢, qui regroupe les procédures
utiles a l'initialisation d'un contexte zqadic_ctx_t, représentant Z, pour un certain ¢ = p".
Ainsi nous pouvons désormais initialiser un tel contexte avec zqadic_ctx_init_teichmuller
qui calcule le modulo de Teichmiiller d’'un polynome irréductible aléatoire de F,[X]. Nous
avons aussi implémenté une procédure zqadic_ctx_init qui permet d’initialiser un contexte
en prenant le relévement naturel d'un polynome irréductible creux m € [F,[X] en voyant ses
coefficients comme des éléments de [0,p — 1] et en utilisant I'inclusion canonique Z — Z,.
Dans le cas ol zgadic_ctx_init_teichmuller est appelée, le type d'un contexte vaut
TEICHMULLER, et il vaudra SPARSE si c’est zqadic_ctx_init qui est utilisée. Les deux re-
présentations ont leurs avantages et leurs inconvénients : le modulo de Teichmiiller permet
un calcul plus efficace de la substitution de Frobenius, mais changer la précision maximale
d’un contexte défini par un modulo de Teichmiiller requiert de recalculer le modulo & cette
nouvelle précision, alors qu'un modulo creux est déja défini & précision infinie, donc les cal-
culs dans une extension définie par un modulo creux peuvent étre faits & n’importe quelle
précision. Aussi certaines opérations telles que la multiplication par le modulo (qui inter-
vient notamment dans la réduction modulo M) peuvent s’avérer peu cotiteuses si la plupart
des coefficients du modulo sont nuls.

1.3.4 Implémentation du Frobenius et de son inverse

Dans cette section, nous passons en revue 'implémentation que nous avons réalisée pour
calculer la substitution de Frobenius, dans le cas ol le contexte est défini par un modulo
de Teichmiiller. Nous avons aussi implémenté la substitution de Frobenius pour un modulo
creux, mais son intéret est moindre vu que son calcul est beaucoup moins efficace.
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Le Frobenius

On considére donc & partir de maintenant que Z, est représenté par Z,[X]/(M) = Z,[0]
ot M est un polynome de Teichiiller. Au vu du comportement de ¥ par rapport a 6 (1.2)),
on a directement ’expression du Frobenius par le reste de la division par M : si on note

a=Y"0aiX; € Z,X],

d—1 d—1
(a) =X <Z az-Xi> => @ X" mod M(X)
1=0 1=0

En terme d’implémentation, nous avons créé la procédure _zqadic_frobenius_substitution
qui permet de calculer la substitution de Frobenius d'un élément de Z,. Nous ne donnons ici
que la partie qui la calcule dans le cas ol le contexte est défini par un modulo de Teichmiiller :

void _zqadic_frobenius_substitution(zqadic_t rop, zqadic_t op, zqadic_ctx_t
— ctx)

{

zqadic_t cache;
zgadic_init2(cache, zqadic_prec(op), ctx);

padic_poly_compose_pow(cache, op, fmpz_get_si(ctx -> p), ctx -> pctx);
zqadic_reduce(cache, ctx);
zqgadic_set (rop, cache, ctx);

zqadic_clear(cache);

}

Ici rop et op sont supposés définis a précision égale (une procédure intermédiaire
zqadic_frobenius_substitution s’occupe de monter tous les paramétres a la précision de
rop avant d’appeler _zqadic_frobenius_substitution), puis padic_poly_compose_pow
calcule la composition de op avec XP, qui est ensuite réduite modulo M par zqadic_reduce.

Son inverse

Gréce a cette forme élégante du Frobenius, il est aussi aisé de calculer son inverse de
.. . _ d—1 .. d—1 ;
manieére efficace. En clair, on a ¥71(X) = X?" ', et alors en écrivant a = Y ¢y a; X" comme

p—1 p—1
_ PR+ | — ) k j
a= g g Ap4; XPPT | = g g Apk42(X") | XV
j=0 \0<pk+j<d j=0 \0<pk+j<d

14
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on obtiens que

p—1

SHa) =Y DL am Xt | G(X) (1.5)

=0 \0<pk+j<d

1

Avec C;(X) = 271(X7) = X" mod M des polynémes fixes. Ainsi on obtiens une mé-
thode efficace pour calculer ¥ 7! (a), en supposant précalculés les C;. En pratique, les C; sont
précalculés & linitialisation d'un contexte zqadic_ctx_t, grace a la méthode
_cj_precomputation de ctx_init.c, et stockés dans le champ C d’un contexte. Finale-
ment, on évalue simplement l'inverse de la substitution de Frobenius grace a la procédure
suivante :

void zqadic_inv_frobenius_substitution(zqadic_t rop, zqadic_t op,
— zqadic_ctx_t ctx)

{

slong N = zqadic_prec(rop);
slong p = fmpz_get_si(ctx -> p);

zqadic_t op_auxi; // Pour emmener op a4 la précision de Top.
zqadic_init2(op_auxi, N, ctx);
zqadic_set(op_auxi, op, ctx);

zqadic_t cachel;

zqadic_t cache2;

zqadic_t sum;
zqadic_init2(cachel, N, ctx);
zqadic_init2(cache2, N, ctx);
zqadic_init2(sum, N, ctx);

zqadic_zero(sum) ;

for (slong j = 0; j < p; j++)

{
zqadic_set(cachel, (ctx -> C)[jl, ctx);
_zqadic_choisi_coeff (cache2, op_auxi, j, ctx);
zqadic_mul (cachel, cachel, cache2, ctx);
zqadic_add(sum, sum, cachel, ctx);

}

zqadic_set(rop, sum, ctx);
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zqadic_clear (op_auxi) ;
zqadic_clear(cachel);
zgadic_clear(cache2) ;
zqadic_clear(sum) ;

}

Ou lalgorithme ligne 23, choisi_coeff, permet de construire le polynéme ZO<pk+j<d apkHXk,

connaissant Z?;()l a; X*, par simple permutation des coefficients.

Analyse de la complexité

On note Ty n le temps de calcul du produit de deux polynéomes de degré < d, dans
7/pN Z[X]. Dans notre code, nous utilisons un algorithme qui permet la réduction modulo M
en au plus p multiplications. Ainsi le calcul d’une substitution de Frobenius est en O(pTy v).
En outre sachant que les C; sont précalculés, le calcul de I'inverse de Frobenius ne nécessite
que p — 1 multiplications. On trouve alors également une complexité en O(pTy n).
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Chapitre 2

Hilbert 90 et équation
d’Artin-Schreier

2.1 Hlibert 90, formulation calssique et cohomologique

2.1.1 Version multiplicative

Afin de prouver 'existence de solutions pour I’équation d’Artin-Schreier, nous énongons
dans cette section le théoréme 90 de Hilbert. Nous commengons par sa forme la plus générale,
basée sur une approche cohomologique (détaillée en annexe), et en déduisons une version
explicite qui nous servira & prouver l’existence de telles solutions

Fixons K/k une extension galoisienne finie. Comme vu précédemment, nous notons
G = Gal(K/k). Si GL,(K) est le groupe des matrices a coefficients dans K, on fait agir G
sur le groupe linéaire coefficients par coefficients. On peut alors définir le groupe de coho-
mologie : H'(G, GL,(K)). Voici le théoréme en question. Nous en faisons la démonstration
en annexe.

Théoréme 2.1.1. (90 de Hilbert).
H'(G,GL,(K)) = {0}
On en déduit alors dans le cas n = 1 le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.1.
H'(G,K*) ={0}

Dans ce paragraphe nous allons voir comment ce résultat cohomologique nous donne la

formulation historique du théoréme de Hilbert. Nous allons bien stir a contre courant de la
chronologie. Voici ce que dit ’énoncé d’origine :
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CHAPITRE 2. HILBERT 90 ET EQUATION D’ARTIN-SCHREIER

Théoréme 2.1.2. Soit K/k une extension galoisienne cyclique finie, de groupe de galois
G=<o>. Soita € K,

N(()z)zl(z)ElﬁeKOz:i

a(B)

Ou N désigne la norme usuelle Ny .

Démonstration. On considére admis les résultats sur le calcul cohomologique au moyen de
cochaines. On se permet d’abréger 1-cocycle (resp. 1-cobord) en cocycle (resp. cobord). L'im-
plication réciproque "<=" est claire, montrons le sens direct. Si G est de cardinal n, comme
il est cyclique, tout cocycle est déterminé par son image sur le générateur o. Construisons
alors un cocycle f tel que f(o) = a.. Sachant que N(a) =1, on a:

ao(a)...o(@) =1
Et donc on peut définir un cocycle par :

f(e) =ao(a)...o(a)t

qui vérifie bien f(o) = a. Or le corollaire au théoréme de Hilbert (2.1.1)) nous dis que tout
cocycle est un cobord, et donc qu’il existe v € K* tel que :

_e _,
flo) = b

1

Ainsi en posant 8 =~ on a bien :

LB
f(O')— O'(,B)

2.1.2 Version additive

Le théoréeme 90 de Hilbert peut aussi s’exprimer dans une forme additive : c’est cette
version dont nous auront besoin. On considére alors non pas le G module (K*, X), mais
bien (K, +). On peut démontrer par un argument d’existence de bases normales (voir [Ser2]
paragraphe 1 chapitre X) un théoréme d’annulation cohomologique plus fort, en ce sens
qu’il est valable en dimension supérieure !

| Théoréme 2.1.3. Pour tout n € Z, on a H"(G,K) = 0.

En sachant cela, on peut en suivant la méme preuve que dans le cas multiplicatif arriver a
la proposition souhaitée :
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Proposition 2.1.1. Soit K/k une extension galoisienne cyclique, de groupe de galois
G=<o0>, etuna€ K. Alors on a l’équivalence :

Tr(a) =030 K a=p—-0(p)

2.2 Equation d’Artin-Schreier

2.2.1 En caractéristique p>0

Formulons rapidement la théorie d’Artin-Schreier en caractéristique positive. On note
F, un corps fini avec ¢ = p™ pour un certain p premier. On sait que :

Gal(F,/Fp) =< o >

Ou o désigne I’endomorphisme de Frobenius usuel. En particulier on peut appliquer le
théoréme 90 de Hilbert dans sa forme additive (2.1.1)) :

X? — X — a = 0admet une solution dansF, <= Tr(a) =0

On sait méme que ce polynéme P = XP — X —a entretien des liens étroits avec les extensions
cycliques du corps sur lequel il est considéré, voir [Lan).

2.2.2 Sur les g-adiques

On construit ici une analogie de I’équation d’Artin-Schreier en caractéristique 0, dans le
monde g-adique. Comme précédement on est encore dans le cas d'une extension galoisienne
cyclique. En effet on remplace juste Gal(F,/F,) par G := Gal(Q,/Q,). Un automorphisme
générateur de G étant donné par la substitution de Frobenius, on retrouve par le théoréme
90 de Hilbert additive une équation du genre :

a=2x—X(x)
ie 0=%X(z)—x+a

On sait que 'on a de bonnes chances de trouver des solutions & cette équation, cependant
nous allons la tordre un peu en autorisant des coefficients dans 'anneau Z,. Enfin, sous
certaines conditions sur ces derniers, nous pouvons tout de méme expliciter des solutions
et les construire algorithmiquement. Nous allons proposer deux méthodes. Pour la premiére
nous n’en donnerons que ’heuristique, tandis que pour la seconde nous en donnerons I'im-
plémentation. On considére ainsi I’équation suivante :

aX(z)+px+v=0 (2.1)
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ot I'on cherche x € Z; et les coefficients 3, v sont fixés dans Z,, tandis que o est fixé dans
Zy. La premiére chose a remarquer est que les hypothéses nous permettent de nous ramener
a la forme plus pratique

Y(x) =ax+c (2.2)

en posant a = —f/a et b = —v/a. On peut alors appliquer successivement ¥ a (2.2)pour
obtenir :

Yz) = a1z + ¢
22(.%) = El(al) (alx + bl) + El(b1> = asx + bo, as = a12(a1), by = E(al)bl + E(bl)

Y4 (z) = x = agz + by

Donc sous réserve que ag # 1,
bq
€Tr =
1-— aqd

Est une solution de I’équation. Avec les formules explicites, cela donne
aq :alEl(al)...Ed_l(al) = N(al) #1
d—1 d—1
b= S(b) x [] T(am)
i=0 j=i+1
Ainsi, un algorithme naturel nait de cette heuristique ; c’est ’algorithme de Lercier-Lubicz.
On utilise une approche square and multiply pour calculer les ap et bg. Cette approche
effective prouve donc 'existence et 'unicité d’une solution & I’équation d’Artin-Schreier,

mais nous n’utiliserons pas cet algorithme pour la résoudre. Nous présentons dans la section
suivante l'algorithme de Harley, qui résout I’équation par une approche différente.

2.2.3 Résolution algorithmique

L’idée est similaire & celle pour calculer le relevé de Teichmiiller ; on double la précision
de solutions approchées. Imaginons que I'on posséde un algorithme qui trouve une solution
xy+ de (2.1) & la précision N’ = [%1 Cherchons alors une solution de la forme :

oy =xn +pV Ax
En remplacant dans on obtient :
aX(zn + pV Ax) + By + BV Ay +v=0 mod pV
PV (aX(AN) + BAN) +aX(en) + Bz +7 =0 mod pY
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D’ott en divisant par p~ ' < PV

E !/ ’ !
aX(AN) + BAN + (N )p—ij—v,ﬂxN o =0 modpV VN

On reconnait une équation d’Artin-Schreier & la précision N — N’ < N’, et donc on peut ré-
appliquer 'algorithme dont on a supposé I'existence pour trouver Apy. En connaissant -
et An on trouve alors une solution z et on a doublé notre précision. Il reste maintenant a
trouver une solution initiale, on en cherche donc & précision 1. C’est la qu’interviennent les
hypotheses v,(8) > 0 et a € Zy, en effet on a alors :

aX(z)+y=0 modp
< ar’ +v=0 modp  dapres(l.1))

== (—l)p mod p

o
Remarquons que nous sommes dans un contexte ou il est peu cher de calculer une racine
p-ieme. En effet, le liens entre la substitution de Frobenius modulo p et la puissance p-ieme
sur F,, (1.1)) nous donne I’équation suivante calculé grace a 'inverse de la substitution de

Frobenius :

d—1 ) 1/p p—1

Sat ) =3 X awst | G0

i=0 =0 \0<pk+j<d
Ainsi le code suivant calcule une solution approchée, obtenue en augmentant la précision
d’une solution initiale. Les paramétres sont supposés a précision égale (une procédure inter-
médiaire zqadic_artin_schreier_root s’occupe de tout mettre a la précision de x).

void _zqadic_artin_schreier_root(zqadic_t x, zqadic_t alpha, zqadic_t beta, zqadic_t gamma,
— zqadic_ctx_t ctx)

{
slong N = padic_poly_prec(x);
if (N == 1)
{

zqadic_t cache;

zqadic_init2(cache, 1, ctx);

zqadic_inv(cache, alpha, ctx);

zqadic_mul(cache, gamma, cache, ctx);
zqadic_neg(cache, cache, ctx);
zqadic_inv_frobenius_substitution(cache, cache, ctx);

zqadic_set(x, cache, ctx);

zqadic_clear(cache) ;
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else

{
slong Nr = (N >> 1) + (N & 1); // partie entiére supérieure de N

zqadic_t cachel, cache2; // Varialbes cache
zqadic_t xr, gammar, Deltar; // z', gamma', \Delta'
padic_t p, p_pow_Nr, p_pow._mNr; // p, P~{N'}, P~{-N'}

zqadic_init2(xr, Nr, ctx);
zqadic_init2(gammar, N - Nr, ctx);
zqadic_init2(Deltar, N - Nr, ctx);
zqadic_init2(cachel, N, ctx);
zqadic_init2(cache2, N, ctx);
padic_init2(p, N);
padic_init2(p_pow_mNr, N);
padic_init2(p_pow_Nr, N);

padic_set_fmpz(p, ctx -> p, ctx -> pctx);
padic_pow_si(p_pow_Nr, p, Nr, ctx -> pctx);
padic_pow_si(p_pow_mNr, p, -Nr, ctx -> pctx);

_zqadic_artin_schreier_root(xr, alpha, beta, gamma, ctx);

zqadic_set(cachel, xr, ctx);

zqadic_frobenius_substitution(cache2, cachel, ctx);

zqadic_mul (cache2, alpha, cache2, ctx);

zqadic_mul (cachel, beta, cachel, ctx);

zqadic_add(cache2, cache2, gamma, ctx);

padic_poly_scalar_mul_padic(cache2, cache2, p_pow_mNr, ctx -> pctx); // cache2
— contient gamma'

zqadic_set(gammar, cache2, ctx);

_zqadic_artin_schreier_root(Deltar, alpha, beta, gammar, ctx);

zqadic_set(cachel, Deltar, ctx);

padic_poly_scalar_mul_padic(cachel, cachel, p_pow_Nr, ctx -> pctx); // cachel
— contient p~{N'}\Delta’

zqadic_set(cache2, xr, ctx);

zqadic_add(x, cachel, cache2, ctx);

zqadic_clear(xr);
zqadic_clear (gammar) ;
zqadic_clear(Deltar);
zqadic_clear(cachel);
zqadic_clear(cache2);
padic_clear(p);
padic_clear (p_pow_Nr);
padic_clear (p_pow_mNr) ;
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2.2.4 Complexité algorithmique et expérimentale

Intéressons nous a la complexité de cet algorithme. On fait deux appels récursifs aux
précisions N/ = {%1 et N — N' = N’'. Et dans chaque appel récursif sont réalisées des
substitutions de Frobenius (et inverse a I'initialisation), qui cotitent O(Ty ) a p fixé. Donc

si p est fixé, on arrive & la majoration :
N
T(N) < 2T((§1) + KTy N

Ou T'(N) représente le temps nécessaire a notre algorithme pour trouver des solutions a la
précision N, et k une constante. Ainsi on a une complexité totale de 'ordre :

T(N) = O(Ty,x log N)

En pratique, si résout mille fois I’équation, avec p = 2 et en faisant varier la précision de la
solution et le degré de ’extension, ainsi que le type de représentant, on obtient

TEICH deg| 10 | 20 | 30 SPARSE deg| 10 20 30
prec prec
10 1.1s | 1.8s5 | 2.5s 10 11.7s | 14.6s | 19.2s
20 2.6s | 3.5s | 4.8s 20 18.5s | 28.5s | 40.2s
30 3.4s | 4.65 | 6.4s 30 25.7s | 36.8s | 55.8s

On observe ainsi un gros gain d’efficacité, selon si le contexte est initialisé par un modulo
creux ou un modulo de Teichmdiller.
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Chapitre 3

Annexes

3.1 Sur Hensel

On commence par un lemme qui forme le rouage de base du relévement de Hensel. Nous
nous sommes appuyé sur l'excellent Cours d’arithmétique de Serre, [Serl].

Lemme 3.1.1. Soit f € Zy[X], et soit f' sa dérivée. Soient x € Zy, n,k € Z tels que :
0<2k<n, f(x) =0 mod p", v,(f'(x)) =k.
Alors il existe y € Zy, tel que :

n+1
n—k

f(y) =0 mod p
=k

vp(f'(y)) et y=x modp

Démonstration. Commencons par prendre y de la forme z + p" %2z avec z € Zy. D’apres la

formule de Taylor appliquée & f en x on a :
fly) = f(z) +p" Fzf' () +p* *a, powrun a€Q,
Montrons que a € Z,. On suppose
fX)=anX"+ .. +a1X +a0,a; € Zy,Vi € {1, ...,m},

alnsi

(2 (m)
a= zz.m +..+ (p”fk)mfz.zm.f (x)
2! m!
Pour voir que a est un entier, il suffit de montrer que, pour tout [ € {1,...,m},
O]
@)

I
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Par linéarité, on se raméne & montrer, pour tout j > [, que :

(a; X7)0
!

JjG-1..(G-1+1) ._
() =aj 0 ez,

et on conclut en utilisant le fait que

=D =14D) Q)

! l!
D’autre part, il existe b € Z,, ¢ € U tels que f(x) = p"b et f'(x) = p*c. Comme c est
inversible, en choisissant z = —be™! € Zp, on a : b+ zc = 0. Par hypothése, 2n — 2k > n,
donc on a :

fly) =p"(b+ zc) + pzn_%a =0 mod p"+1
En appliquant la formule de Taylor & f’ en y, on obtient :
k —k 2n—2k
f'(y) =p c+p" "zf"(y) + p™ " d avec a’ € Z,

(On applique ici le méme raisonnement que ci-dessus pour voir que o’ € Z,.) Comme
n —k >k, on a bien v,(f'(y)) = k, et donc y convient. O

Une fois qu’on a ce lemme technique, il reste & prouver ((1.2.1)).

Théoréme 3.1.1. (Lemme de Hensel)
Soient f € Zp[X1.. X, v € (Zp)™, n,k € Z et j € [1,m] tels que :

0<2k<n, fx)=0["], v(gh(x)) =k

Alors il existe un zéro y de f dans (Z,)™ tel que x = y [p"*].

Démonstration. On va d’abord travailler dans le cas m = 1, d’un polynéme & une indé-
terminée. L’idée est d’appliquer récursivement le lemme précédent afin de créer, grace aux
dérivées, une suite dont la limite sera notre solution. On reconnait le schéma de Newton
dans le cas réel.

On note xyg = z, (le premier terme de notre suite) et le lemme nous donne z; tel que :

f(r1) =0 mod p*!
up(f'(z1)) = k et r1 =29 mod p"F.

En remplagant n par n + 1 on constate que z; satisfait & son tour les hypothéses du lemme
précédent. On construit alors z9 de méme. Ainsi de proche en proche on a construit la suite
(xn)n telle que pour tout 7 € N :

(1) f(z) =0 mod p"* et (2) £i41 = x; mod ptiTE,
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La deuxiéme assertion nous donne |z;y1 — x|, < ﬁ, donc que (z), est de Cauchy
dans Z, (car |.|, est ultramétrique), donc converge vers une limite noté y. Par construction
on a bien y =2 mod p"* et par passage a la limite dans (1) on a f(y) = 0.

Maintenant si m > 1 on va se ramener au cas ot m = 1. Soit un f comme dans I’énoncer,
avec Up(%(l‘)) =k et © = (x;)1<i<m. Alors on introduit la fonction polynomiale d’une
y <i<

variable,

g:a— f(x1,...,2j-1,0,Tj41, ..., Ty ). Alors appliquer ce que 'on a fait dans le cas m=1 a
g et x;. Dot il existe y; € Z, tel que x; = y; [p" k] et g(yj) = 0. On construit finalement :
Yy = (-%'1; sy Lj—15 Y5y Lj41s +e0s xm) S (Zp)m
Ce y répond a la question. O

On a maintenant les cartes en main pour justifier la définition suivante :
Définition 3.1.1. ( Polynéme de Teichmiiller)
Premiérement on constate que m | X9 — X, car F, = F,[X]/(m) et F, est le corps de

décomposition (et de rupture) de X9 — X. Le lemme de Hensel assure l'existence et
I'unicité d’un polynéme M € Z,[X] vérifiant les conditions suivantes :

- M|X?Tt -1
— M(X)=m(X) modp

Expliquons rapidement ’existence de M. 11 suffit d’écrire :
m(X)W(X)=X"1 -1 modp pourh € F,[X]

Car m | X% — X et donc m | X971 — 1 par primalité. Comme X9~ — 1 est scindé & racine
simple dans Fy, m et h sont premiers entre eux. On utilise le théoréme de factorisation de

Hensel ([1.2.2)), pour obtenir :
X971 —1=myhy mod p?
mg=m mod p

ho =h mod p

Et donc on construit récursivement une suite de polynomes pour k € N, mor € Z,[X] tels
que :

mip =m

k
Mok = Mgk—1  mod p?
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En voyant Z, comme limite projective, on construit la limite de la suite (mqx) notée
M € Z,[X]. On fait de méme pour H € Z,[X] la limte de la suite (hyr). On obtient
alors par construction :

X' —1=MH
M =m modp
H=h modp

3.2  Sur la cohomologie

L’objectif de cette section est de jeter les bases de la cohomologie des groupes en suppo-
sant connue les notions de catégorie abélienne, foncteur exact et foncteur additif. Le lecteur
intéressé trouvera des réponses a ses question dans le [Wei].

3.2.1 Cohomologie d’un complexe de chaine

En mathématiques, il n’est pas rare de rencontrer des suites exactes, plus encore, un
bon nombre de théorémes peuvent s’énoncer en terme d’exactitude d’une certaine suite
(courte ou non). Ainsi il est naturel de chercher des outils permettant de mesurer le défaut
d’exactitude d’une suite. La théorie cohomologique présentée ci-dessous vise & répondre a
ce probléme.

Définition 3.2.1. Complexe de chaine, pour C une catégorie abélienne.
Soit (E;)iez une famille d’objets de C et (d' : E' — E**l);cz une famille de mor-
phismes. On dit alors que ((E%);, (d*);) est un compleze de chaine quand pour tout i € Z,
dtlod =0.

T i & pi1 AT pige

On abregera "complexe de chaine" en "complexe", et on notera (E,d) un complexe,
avec £ = (E"); et d = (d");. On remarque que 'on peut tout aussi bien considérer des
complexes indexés par N, c’est a dire des :

po Lo pr d_pe & p3 &

avec bien sur i € N, d'*! o d’ = 0.
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Définition 3.2.2. Soit (F,d) un complexe.

- Les d* sont appelés les différentielles du complexe

Les noyaux Ker(d“t!) sont appelés les cycles du complexe et notés Z¢ (ou Z*(E) si il
y a ambiguité).

Les images I'm(d') sont appelés les bords du complexe et notés B? (ou BY(E) siil y a
ambiguité).
Et I'objet qui nous intéresse, le i-éme groupe de cohomologie H'(E) = Ker(d'™')/Im(d") = Z'/B®

Ex 3.2.1. Pour i € N, E* = Z/8Z. On pose E~! = 0 = {e}. On note d’ : z + 4z (ou
simplement d). On a alors la suite :

d

0—>7/82 —4~7/87Z 7)87 —L~ ...

Or on remarque que dod = 0, et que d et un morphisme, donc on a bien défini un complexe
de groupe. On voit que pour ¢ > 1 on a
2(2/87)

HY(E) = Ker(diy1)/Im(d;) = 2B JAE" = 18T = Z.)27.

3.2.2 La notion de GG-module

On introduit ici une nouvelle structure algébrique, les G-modules pour GG un groupe. La
définition n’a rien de choquant si ’on connait déja la notion de module sur un anneau :

Définition 3.2.3. G-module
Le triplet (4, +,.) est un G-module quand on a :

- (A, +) est un groupe abélien
- .:(g,x) — g.x est une action de G sur A

- Pour tout g € G, I'application ¢4 :  — g.x est un automorphisme du groupe abélien
A.

Ex 3.2.2. L’exemple qui nous intéresse pour ce travail est finalement un cas trés particulier
de G-module. Considérons K /k une extension de corps galoisienne, et notons G = Gal(K/k)
son groupe de Galois. Alors le groupe (K, +) (ou (K*, x)) est muni d’une structure de G-
module canonique par :

Vo€ G,Va € K, 0.a=0(a)

L’étude cohomologique de ces derniers cas particuliers forme ce que 'on appelle la théorie
de la cohomologie galoisienne.

Il reste & définir les morphismes de cette catégorie. Dans notre cas il s’agira bien siir de
morphismes de groupes, mais qui respecterons en plus 'action de G :
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Définition 3.2.4. G-morphisme
Soit A, A" deux G-modules. Une application f : A — A’ est un morphisme de G-module
(ou un G-morphisme), quand c’est un morphisme de groupe entre A et A’ et que :

V(g,a:) €G x A, f(g:c) - gf(l')

Rq 3.2.1. On définit ainsi la catégorie des G-module notée Modg, et I'ensemble des G-
morphismes de A dans B sera noté Homg(A, B). Une vérification rapide montre que c¢’est
une catégorie abélienne.

On construit alors ici le foncteur qui servira de base a la construction de la cohomologie
des groupes. Sachant que I'on a une action de G sur notre G-module A, il est naturel de
regarder ses invariant, c’est & dire les éléments a € A tels que g.a = a pour tout g € G.

Théoréme 3.2.1. Soit A un G-module.
On note A® l’ensemble {a € A|Vg € G g.a = a} sous-groupe de A. Alors le foncteur :

P Mod; — Ab
' A — A€

est additif exact a gauche.

Ou Ab est la catégorie des groupes abéliens, muni des morphismes classiques.

Démonstration. Premiérement il convient de vérifier rapidement que F' est un foncteur. Soit
A, C, B trois G-modules, et f: A — C et g : C — B deux G-morphismes. Le morphisme
associé a f par F' est :
F(f): A9 — ©¢
a — f(a)

F(f) est bien a valeur dans C% car pour a € A% ona g.f(a) = f(g.a) = f(a), et c’est bien un
morphisme de groupe abélien car f en est un. Il est alors clair que F'(ida) = Idpe = Idp )
et que F(go f) = F(g) o F(f).

Deuxiémement, montrons que ce foncteur est exact a gauche (il est clairement additif),
donnons nous une suite exacte de G-module :

f

0 A c—.p

Comme f est injective, F'(f) I'est car c’est la restriction de f & A®. Montrons que Ker(F(g)) =
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On a la suite d’équivalence :

¢ € Ker(F(g)) <=ce C% and F(g)(c) =0
—=ceC%and g(c) =0
—=ceCYand c e Ker(g)
—=ce 0% and c e Im(f)
——ceC%and Ja € A, fla)=c

Si on suppose que ¢ € C¢ et l'existence de a € A tel que f(a) = c.Montrons que a € A,
Soit g € G. Alors
gc=g.f(a) = f(g.a) = c= f(a)

Ainsi f(g.a) = f(a) et par injectivité de f, on a bien a = g.a, donc a € A“. Et donc on a
¢ = f(a) avec a € A® donc ¢ € Im(F(f)).

Inversement si ¢ € Im(F(f)) alors on a directement 'existence de a € A tel que ¢ = f(a)
et donc on a par ce qui précede ¢ € Ker(F(g)).

Ainsi on a bien F(f) injective, et Ker(F(g)) = Im(F(f)), donc on a la suite exacte
suivante, et F' est bien exact & gauche :

F(f) F

00— F(A)
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3.2.3 Résolutions injectives, foncteur dérivé droit et cohomologie des
groupes

Nous avons présenté quelques pages plus haut la théorie cohomologique d’un complexe en
général. La théorie cohomologique des groupes va justement étre I’étude cohomologique d’un
complexe bien choisi. La construction de ce complexe est fascinante, nous ne détaillerons
cependant pas les démonstrations, et passerons sous silence certaines subtilités. Nous nous
inspirons entre autres du [Weil.

Définition 3.2.5. Un objet I de Modg est dit injectif quand pour tout morphisme
injectif f : A — B et morphisme o : A — [ il existe 5 : B — I tel que @« = S o f, en
0——A

terme de diagramme commutatif on a :
f
_—
|
A
I

Intuitivement, cela signifie que 1’on peut toujours prolonger correctement les morphismes a
valeur dans I. Il vient maintenant une propriété que Modg partage avec la catégorie des
modules sur un anneau par exemple. Ces derniéres possédent suffisamment d’objets injectifs.
En particulier on a la proposition suivante :

B

Proposition 3.2.1. Eristence de résolutions injectives.
Soit M un G-module. Alors il existe des G-modules injectifs notés I' tels que l’on ai une
suite exacte :

0-M—=I"T12 17— ...

Une telle suite exacte est appelé résolution injective de M

Passons a la construction du foncteur dérivé droit. On se donne donc M un G-module et des
(I'); formant une résolution injective. En outre on se donne F un foncteur exacte a gauche
et additif de Modg dans une autre catégorie abélienne. En appliquant F' a la résolution
injective de M on obtient un complexe de chaine (attention, ce n’est pas une suite exacte
en général) :

0— F(M)— F(I°) — F(I') = F(I*) — ...

Ce complexe donne alors lieu a des groupes de cohomologie, les H"(F'(I)). Le résultat
surprenant est le suivant :
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Proposition 3.2.2. Si on se donne deux résolutions injectives d’un G-module M :

0—=M—1°—=T1' 512 .

et
0—-M—E° s E' 5 E?2 .

alors pour tout n € N on a un isomorphisme entre H"(F'(I)) et H"(F(E))

On voit donc que ces groupes ne dépendent pas de la résolution injective choisie. On
peut donc donner la définition suivante :

Définition 3.2.6. Avec les notations ci-dessus, on appelle n**™¢ foncteur dérivé droit de
F alobjet M le groupe de cohomologie :

R"F(M) = H"F(I)

qui est bien unique & isomorphisme prés.

On note M un G-module. Maintenant, il reste & savoir quel foncteur étudier. Cependant
nous avons vu au que le foncteur associé F : A — A est additif, exact & gauche.
On a donc toutes les cartes en main pour donner la définition des groupes de cohomologie
de G a valeur dans M.

Définition 3.2.7. Cohomologie des groupes
Pour n € N on note
H"(G,M)=R"F(M)

le n**™¢ groupe de cohomologie de G a coefficient dans M, pour le foncteur F : A — AC.

Bien que cela soit inutile dans le cadre de ce projet, je souhaite présenter ce qui me
semble étre une des propriétés principales de cette cohomologie. Ce prochain théoréme
donne finalement la bonne propriété que 'on cherchait pour étudier des complexe de chaine.
Le lecteur curieux pourra suivre les idées de Grothendieck, & travers I’étude des d-foncteurs
(voir par exemple [Weil).

Théoréme 3.2.2. Pour toute suite exacte courte 0 - A — B — C — 0 de G-module,
et tout n > 0 on a lexistence d’un morphisme naturel :

§": R"F(C) — R"'F(A)

qui induit une suite exacte longue :
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‘ . — R"F(A) —— R"F(B) —— R"F(C) —"> R™1F(A) —— ...

3.2.4 Calcul de la cohomologie au moyen de cochaine

La cohomologie du fait de sa puissance et de sa généralité, est une science qui peut
sembler trés abstraite. Nous avons construit jusqu'ici les groupe de cohomologie H(G, A),
au moyen des foncteurs dérivés, mais ce ne sont par les objets les plus faciles & manipuler.
On cherche alors un moyen plus pratique de se les représenter. On admet le théoréme
suivant qui va nous permettre de calculer ces groupes, en les obtenant comme les groupes
de cohomologie d’'un autre complexe. Pour les démonstrations, nous renvoyons a [Hax].

Pour ¢ € N on note E; l'ensemble des (i 4+ 1)-uplets (go,-..,¢;) d’éléments de G. On
considére alors L; le Z-module libre de base F;. On fait agir G sur L; par translation :

3-(.907 s 792) = (8907 ceey S.gz)

Dans la suite, on fixe A un G-module.

Définition 3.2.8. Définition du complexe de cochaine
On pose pour i € N : A
K' = Homg(L;, A)

Et les application d' : K* — K*t! définies par :

dl(f)(g(% CIEaE 7g’i+1) :glf(glv cee 7gi+1)

K3
+ Z(—l)‘jf(g(b e 7gj—17 g]g]+1 7gj+27 cee 7gi+1) + (_1)Z+1f(907 cee 791)
7=1

Rq 3.2.2. On vérifie par le calcul que (K*, d') forme un complexe, c’est & dire que d'*tod! = 0

On en vient alors au théoréme qui nous donne un moyen de calculer explicitement les
groupes de cohomologie en petite dimension.

Théoréme 3.2.3. Les groupes H'(G, A) pour i > 1 s’obtiennent comme les groupes de
cohomologie du compleze :

KO, g1 K22

De prime abord il n’est pas clair de voir que l'on a amélioré les choses. Cependant re-
gardons en petite dimension les définitions que ’on a.
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Rq 3.2.3. Ainsi un l-cocycle peut étre vu comme une application f : G — A telle que :

0=g1f(92) — f(g192) + f(91)

Un 1-cobord est un 1-cocycle dans I'image de d°. Donc si f est un cocycle, c’est un cobord
quand f vérifie :
f(g) =g.a—a pourun ac A.

De méme, un 2-cocycle est une application f : G x G — A telle que

0= 9g1f(92,93) — f(9192,93) + f(91,9293) — f(91, 92)

3.3 Démonstration du théoréme 90 de Hilbert
L’objectif est alors de démontrer le théoréme (2.1.1), que I'on rappelle :
H'(G,GL,(K)) = {0}

Pour y parvenir, énoncons d’abord un résultat général sur l'indépendance des mor-
phismes :

Proposition 3.3.1. Soit (M, ) un monoide et K un corps. Alors toute famille de mor-
phismes (M, ) — (K*, X) deuz a deux distincts est libre dans le K-espace F(M, E)

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas des familles finies. Procédons par récurrence sur
le cardinal de la famille n € N*. Si n = 1 c’est clair, car 0p; est envoyé sur 1x par tout
morphisme.

Si on note (¢;)i<n+1 la famille en question, et si on prend Ay, ..., Apy1 € K tels que :

n+1

Z Aig; =0
=1

Soit x € M, alors pour tout y € M on a :

n+1

0 :Z)\iqﬁi(:n*y) (3.1)
i

= Z Aigi(z)9i(y) (3.2)

et
n+1

0= Z Xidi(y) (3:3)
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Ainsi en faisant I'opération (3.2) —¢y,+1(2) X (3.3), on élimine le dernier terme, on obtient

donc : .
Vye M > Xoi(y) (¢i(z) — dnyr(x) =0
i=1
Or par hypothése de récurrence les ¢1,. .., ¢, sont libres, on a donc pour i € [1,n] :

Ai (9i(7) — Pny1(z)) =0

Ceci étant vrai pour tout z € K, et les ¢; étant deux & deux distincts on a pour tout
i € [1,n], A\; = 0. Ainsi il reste A\j+10p+1 = 0 qui implique A,+1 = 0 comme dans le cas
n=1. O

Passons & la démonstration du théoréme 90 de Hilbert.

Démonstration. ( On considére admis les résultats sur le calcul cohomologique au moyen de
cochaines, c¢f annexe (3.2.4)). Soit a : s — as un 1-cocycle, montrons que c’est également
un cobord, c’est a dire qu’il existe b € GL,(K) tel que :

Vs € G as=s(b)b?

Soit ¢ € My(K) quelconque, on pose : by = ), ast(c). On a pour tous s € G :

s(bo) = _ s(ar)st(c)
teG
= Z a;tagst(c)  car a est un l-cocycle
teG
:a;1b0

11 suffit donc de bien choisir la matrice ¢, pour faire de by un élément de GL,,(K), pour
I'inverser. Soit z € K™ fixé.

Notons b(x) = Y as(s(x)). Montrons que les b(z) engendre K", par dualité. Si u est
seG
une forme linéaire nulle sur tous les b(x), alors :

Vk € K 0=u(b(kz)) = > asu(s(k)s(z)) = Y _ s(k)asu(s(x))
seG seG

Ceci nous donne une relation linéaire sur les s € (G, en considérant la variable k. Or par la
proposition précédente, ces derniers forment une famille libre, ainsi les asu(s(x)) sont tous
nuls. Or les a, sont inversibles par définition donc on a Va € K™ u(s(x)) = 0, et donc u = 0.
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On peut alors considérer z1,...,x, dans K™ tels que les b(z;) soient K-indépendants.
On prend alors pour ¢ la matrice de 'application qui envoie la base canonique (e;) de K"
sur la famille (z;). Dans ce cas on a pour i € [1,n] :

boe; = Z ait(c)e; = Z ast(ce;) car e; est a coefficients dans k, donc invariant par G

teG teG
= Z ast(x;)

teG
=b(z;) = yi

Ainsi by envoie une base sur une base, elle est donc inversible, ce qu’il fallait démontrer. [
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