Formalismes de Représentation et Raisonnements

Corrigé — Examen 2018

1 Logique propositionnelle

1.a)
plaglrip—=qg|lp=9QAr| p|-pAr|gAr|(pAT)V(gAT)
0010 1 0 1 0 0 0
11010 0 0 0 0 0 0
0[1/0 1 0 1 0 0 0
0]011 1 1 1 1 0 1
11110 1 0 0 0 0 0
1101 1 0 1 0 0 0
0|11 1 1 1 1 1 1
1111 1 1 0 0 1 1

La quatrieme et la derniere colonne de la table de vérité sont identiques, ce qui prouve 1’équi-
valence.

1.b)
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On pose P = (=gVr)Vret QAR = ((—pVq) A—p), puis on applique I’équivalence PV (QAR) =
(PVQ)AN(PVR).
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1.c) Une formule est valide si et seulement si pour toutes les interprétations, la formule est vraie.
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La formule est donc invalide car elle est fausse sip = 1,¢ = 1,r = 0.

2.a) Base de regles:

RL:(CAD) = F
R2: (FAB) = E
R3:(GANF)— B
Ri:(ANF)— G

Base de faits : {A,C, D}.

Une clause de Horn est une clause comportant au plus un littéral positif; une fois les équiva-
lences faites, toutes les regles de la base de regles sont de la forme ~C'V =DV F', donc comportent
un seul littéral positif.

2.b)

tR1I+C+D=F
tRA+A+F =G
tR3+G+F=1B
tR2+F+B=F

= W N =

On arrive a déduire £ en suivant I’algorithme de chainage avant, donc Emilie vient.

2.¢) AlafindeI’execution de I’étape 4, plus aucune regle ne peut etre appliquée. La base de faits
{A,C, D, F,G, B, E} est donc saturée et G = Gaélle en fait partie.

2 Logique du premier ordre

1 Représentation de F':
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ERRATUM : dans la formule (G, Jy est en fait un Ju. Cette erreur n’a pas beaucoup d’impact
sur le reste de I’exercice. La correction continue avec

G =r(x) vV (Bu. Yy p(f(y), u) Ar(a)) AVz. q(v,9(z,w, 2)))

Représentation de G :
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2 Les variables colorées sont liées aux quantificateurs de la méme couleur. Les variables libres
sont en noir et gras.

F=dzx. p(mvf(y)) V vz, Q( ag(CL?ta h(t)))
G=r(x)V ((Fu Yy.p(f(y),u) Ar(a)) ANVz. q(v,g(z,w, 2)))

3 Pour F': p est un prédicat d’arité 2, f est une fonction d’arité 1, ¢ est un prédicat d’arité 2, g
est une fonction d’arité 3, h est une fonction d’arité 1.



Pour GG : r est un prédicat d’arité 1, p est un prédicat d’arité 2, f est une fonction d’arité 1, ¢
est un prédicat d’arité 2, g est une fonction d’arité 3.

4 Résolution : On commence avec U = {(s,t)} = {(f(g(v), h(u,v)), f(g(w), h(w,j(x,w))))}
eto =[]

On ne peut pas appliquer suppression, car f(g(v), h(u,v)) # f(g9(w),h(w,j(z,w))).
Comme f(g(v), h(u,v)) et f(g(w), h(w,j(z,w))) sont le résultat de I’application de la méme
fonction f au méme nombre d’arguments (2 arguments), on peut appliquer la décomposition.

1 — Décomposition On supprime (f(g(v), h(u,v)), f(g(w), h(w, j(z, w)))> de U. On ajoute
dans U les couples <g(v), g(w)) et (h(u, v), h(w, j(x, w)))

o=11 u={(s0).9w)). (hlw,v).h(w.j(.w)) }

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans U/ : (g(v), g(w)). On ne peut pas ap-

pliquer suppression, car g(v) # g(w). Comme g(v) et g(w) sont le résultat de 1’applica-
tion de la méme fonction g au méme nombre d’arguments (1 argument), on peut appliquer la
décomposition.

2 —Décomposition On supprime <g(v), g(w)) de U. On ajoute dans U le couple <U, w) .Comme

U est modélisé par une file, on ajoute le nouveau couple a la suite des couples déja présents dans
U (on ajoute donc « par la droite »).

o=1] U::{(h@hv%h@mj@;w»),guw)}

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans I/ : (h(u, v), h(w, j(z, w))> . On ne peut

pas appliquer suppression, car h(u,v) # h(w, j(z,w)). Comme h(u,v) et h(w, j(x,w)) sont
le résultat de 1’application de la méme fonction 4 au méme nombre d’arguments (2 arguments), on
peut appliquer la décomposition.

3 — Décomposition On supprime <h(u, v), h(w, j(z, w))) de U. On ajoute dans U les couples

@ﬂoa@J@w»
rl) e (o). o) (o)}

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans U : (v, w). On ne peut pas appliquer

suppression, car v # w. Comme v et w ne sont pas le résultat de 1’application de la méme
fonction, on ne peut pas appliquer la décomposition. Comme v est une variable, w # v, v
n’est pas déja modifié par o (car 0 = [ ]), et v n’apparait pas dans o(w) = w, on peut appliquer
association.



4 — Association On met a jour o par [o(w)/v] o 0.
0= [o(w)/v]eo = lw/v]o[]=[w/v]

On supprime le couple <U, w) de U, puis on met a jour I/ en appliquant le nouveau o.

4= {o (o (eitn)y = { () (e

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans / : (u, w>. On ne peut pas appliquer

suppression, car u # w. Comme u et w ne sont pas le résultat de 1’application de la méme
fonction, on ne peut pas appliquer la décomposit ion. Comme u est une variable, w # u, u n’est
pas déja modifié par o, et u n’apparait pas dans o(w) = w, on peut appliquer association.

5 — Association On met a jour o par [o(w)/u] o 0.
o= [o(w)/u] oo = |w/u]o[w/v] =[w/v,w/u]

On supprime le couple

RS

u, w) de U, puis on met a jour U en appliquant le nouveau o.

U= {o(w, e, w))y = { (.G, w)) }

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans U/ : (w, j(x, w)) On ne peut pas appli-

quer suppression, car w # j(z,w). Comme w et j(z,w) ne sont pas le résultat de 1’applica-
tion de la méme fonction, on ne peut pas appliquer la décomposition. Comme w apparait dans
o(j(z,w)) = j(x,w), on ne peut pas appliquer association. Comme w n’est pas modifié par
o, on ne peut pas appliquer fusion. Aucune étape ne peut s’appliquer; les termes ne sont donc
pas unifiables.



3 Deduction naturelle
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4 Resolution en logique des predicats

Pour démontrer ¢, on raisonne par 1’absurde.

1 - Contraposée On s’intéresse donc aux formules suivantes :

o1 = V. p(x) = q(z,c)

¢ =V Jy. ((r(z) V —p(y)) = s(z,y))

¢3 = V. p()

—¢ = Ju. (r(x) A Vy.(—'s(m, y) V —b(y, c))>

En appliquant la regle de résolution en logique des prédicats, on cherche a aboutir a une contradic-
tion. Pour pouvoir appliquer cette regle, il faut mettre les formules sous forme normale.

2 — Mise sous forme normale

a) Mise sous forme prénexe La forme prénexe d’une formule /' est une formule F” équivalente
telle que tous les quantificateurs soient regroupés au début de F’. ¢, ¢2 et ¢3 sont déja sous
forme prénexe. En rouge et en bleu, la subdivision en sous-formules de —¢ pour la mise sous
forme prénexe grice au tableau des équivalences.

- = EIa:.(r(:z;) AVy.(=s(z,y) V =b(y, ())) = dz. Vz. (r(x) A (=, 2) V —b(z, c)))

b) Mise sous forme normale de Skolem La forme normale de Skolem d’une formule F' est une
formule F” telle que tous les quantificateurs soient regroupés au début de F” et sont tous des quan-
tificateurs universels. ¢ et ¢3 sont déja sous forme normale de Skolem.

¢o : on définit une fonction f d’arité 1 qui fournit une valeur y = f(z) telle que

((r(z) vV =p(f(2))) = s(z, f(x)))

est vraie. On a alors :

V. ((r(x) V =p(f(2))) = s(z, f(2)))
que I’on va appeler F5.
—¢ : on définit une constante k telle que Vz. (T(l{i) A (=s(k, z) V =b(z, c))) est vraie. On appelle
cette formule F}.



¢) Mise sous forme normale conjonctive ¢3 est déja sous forme normale conjonctive, il s’agit
d’une conjonction de disjonctions (0 conjonctions, O disjonctions).

¢ = V. plz) = q(z,¢) = Vz. —p(z) V ¢(z, )

Fy =va. (@) vV p(f(@)) = s(z, f(2)))
= va. (~(r(x) vV p(f(2))) V s(z, /()
= va. ((~r(2) Ap(f())) V sz, /(@)

Onpose P = s(z, f(z)) et QAR = —w(x)Ap(f(z)), puis on applique I’équivalence PV(QAR) =
(PVQ)N(PVR).

Fy = V. <s(sc,f(x)) Vv —'7"(96)) A (5(5177 f(x)) Vp(f(:c))>

F, est déja sous forme normale conjonctive. On sépare 5 en Fy, Fg et Fy en Fr, Fg. Voici les
formules que 1’on considere maintenant :

FH:¢1:Vn<ﬂmqu@m»
Fy = ¢y = V. plx)
Eg::Vx.<s@;ftﬂ)\/ﬁr@ﬂ)
Fy =va. (s(z, f(@)) V p(f(2)))
Fr =Yz r(k)
E%szz.<ﬂs@;z)v-wﬂz,@>

On cherche a appliquer la regle de résolution en logique des prédicats pour combiner ces for-
mules et aboutir & une contradiction. Afin de pouvoir combiner les formules, il faut procéder a des
substituions judicieuses.

3 — Substitution et résolution Par application de la regle de résolution a F} et F3,ona:
V. q(z,c) = Fy
Soit » une variable fraiche.
Fylu/x] = Vu. q(u,c)
Fslu/z] = Yu. (ﬁs(kj,u) V =q(u, c)>
Par application de la regle de résolution on a :

Yu. —|5(k‘,u) = F10



Maintenant :
Fille/a] = s(k, (k) v =r(k)
Par application de la regle de résolution avec F7 on a :
s(k. f(k))
Ce qui entre en contradiction avec Fio[f(k)/u] = —s(k, f(k)). Ainsi, ¢1, ¢2, ¢3 = ¢.



