Formalismes de Représentation et Raisonnements

Exercices et exemples de cours

1 Chainages

Soient les bases de regles et de faits suivantes :
Base de regles :

R1 : si Bénédicte et Denis et Etienne viennent alors Farida vient
R2 : si Gérard et Denis viennent alors Amélie vient

R3 : si Coralie et Farida viennent alors Amélie vient

R4 : si Bénédicte vient alors Xavier vient

RS : si Xavier et Amélie viennent alors Herman vient

R6 : si Coralie vient alors Denis vient

R7 : si Xavier et Coralie viennent alors Amélie vient

R8 : si Xavier et Bénédicte viennent alors Denis vient

Base de faits = {Bénédicte , Coralie}

1. Est-ce que les regles de la base de régles sont sous forme de clause de Horn ?

2. Saturer la base de faits avec les reégles en suivant I’algorithme de chainage avant (on déter-
mine quelles sont les personnes a inviter absolument si Bénédicte et Coralie sont invitées).

3. Herman fait-il partie de la base de faits saturée ?



Formalismes de Représentation et Raisonnements
Exercices et exemples de cours (2)

2 Chainage Arriere

On considere 1’algorithme de chainage arriere ci-dessous. Cet algorithme peut boucler dans
certains cas. Donner un exemple de tels cas et modifier 1’algorithme de facon a ce que son arrét
soit assuré (tout en gardant sa correction !).

Algorithme BC(K,Q) // chainage arrieéere
// Donnée K = (BF,BR) et Q une liste d’atomes
// Remarque : on voit un fait A comme une regle —-> A (hypothése vide)
// Résultat : vrai ssi Q peut étre produit par application
// des régles de BR sur BF (mais 1’ algorithme
// peut ne pas s’arréter)

Début
Si Q = vide alors retourner vrai
Pour toute régle R = H1 /\ ... /\ Hn -> C de BR et BF
telle que C = premier (Q)
// premier (Q) = premier atome de la liste Q
Q" <- Concaténer [H1 ... Hn] et reste(Q)
// reste(Q) = Q privé de son ler atome
Si BC(K,Q’') = vrai alors retourner vrai
FinPour
Retourner faux
Fin

3 Ecriture en LPO

Traduire les énoncés ci-dessous en LPO en utilisant les symboles de prédicats suivants :

m(z) .« est méchant
chat(x) : x estun chat
a(z,y) : xaimey

co(xz,y) : x connaity

p(z) . x est une personne

1. Il existe une personne méchante.

2. Il n’existe pas de personne méchante.



Toutes les personnes sont méchantes.
Seules les personnes sont méchantes.

Les personnes qui aiment les chats ne sont pas méchantes.

S kAW

Toute personne aime quelqu’un et personne n’aime tout le monde, ou bien quelqu’un aime
tout le monde et quelqu’un n’aime personne.

7. 1l y a des personnes qui n’aiment pas les chats.

4 Modeles

Soit le langage £ construit sur {a, P, f} ol a est une constante, P un prédicat binaire et f une
fonction unaire. Proposer un ou plusieurs modeles pour chacune des formules suivantes :

1. F =VaVy (P(z,y) V P(y,z))
2. G=Vx Pz, f(x))
3. H=VYaxVy (P(x,f(y)) — P(x,y))
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Devoir Maison facultatif (a rendre pour le 02/03/2020)

1 Chainages

Soient les bases de regles et de faits suivantes :
Base de regles :

R1 : si Pierre vient, alors Juliette vient
R2 : si Laurine et Maria viennent, alors Pierre vient
R3 : si Titouan et Laurine viennent, alors Maria vient
R4 : si Nicolas et Pierre viennent, alors Laurine vient
RS : si Nicolas et Titouan viennent, alors Laurine vient
Base de faits = { Nicolas, Titouan} (On sait que Nicolas et Titouan viennent.)
1. Est-ce que les regles de la base de regles sont sous forme de clause de Horn ?
2. Laurine fait-elle partie de la base de faits saturée en suivant I’algorithme de chainage avant ?

3. Montrer que Juliette vient en suivant 1’algorithme de chainage avant.

2 Ecriture en logique du premier ordre

Soient les propositions suivantes :
a. Tous les invités ont pris au moins un fromage ou un dessert.
b. Tous les invités qui ont pris un dessert ont pris un café.
c. Les invités qui ont pris un café n’ont pas tous pris un dessert.

Traduire ces suppositions en logique des prédicats en utilisant les symboles de prédicats suivants :
f(z) (x a pris du fromage), d(z) (z a pris du dessert), ¢(z) (x a pris du café).

3 Substitutions

Soit F' = Vx (u(h(x, v),9(y), Z)) V <Vy32(v(y, z) = w(z,y, z)))
1. Quelles sont les variables libres de F?

2. Flf(z,y,2)/z]?

3. Flt(z,y)/y]



4 Algorithme d’unification

Soient s = f(a,z,h(g(2))) ett = f(z,h(y), h(y)) deux termes, avec x,y, z, a des variables
du langage prédicatif.

1. Appliquer I’algorithme d’unification a &/ = {s,t}. Dérouler I’algorithme de maniere dé-
taillée; en particulier, rédiger entierement la justification pour les étapes association et
fusion.

2. Si I’exécution de I’algorithme indique que s et ¢ sont unifiables, écrire le résultat de s, et
t, (ou t, est ’application de la substitution o au terme t).

3. Conclure.

Soient s = f(g(x),9(y),z) et t = f(z,z,9(a)) deux termes, avec x,y, z,a des variables du
langage prédicatif.

1. Appliquer I’algorithme d’unification a &/ = {s,t}. Dérouler 1’algorithme de maniere dé-
taillée; en particulier, rédiger entierement la justification pour les étapes association et
fusion.

2. SiI’exécution de ’algorithme indique que s et ¢ sont unifiables, écrire le résultat de s, et
t, (out, est ’application de la substitution o au terme t).

3. Conclure.

Soient s = f(g(v),h(u,v)) ett = f(g(w), h(w,j(x,w))) deux termes, avec u,v,w, x des va-
riables du langage prédicatif.

1. Appliquer I’algorithme d’unification a & = {s,t}. Dérouler I’algorithme de maniere dé-
taillée; en particulier, rédiger entierement la justification pour les étapes association et
fusion.

2. Ecrire le résultat de s, et t,, ol t, est I’application de la substitution o (construite lors de
I’exécution de I’algorithme) au terme t.

3. Conclure : s et t sont-ils unifiables ?
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Regles d’inférence de la déduction naturelle

Axiome :
Ap ——
T Tokp
Introduction de la négation :
TpkL
-I P
T'F-p

Elimination de la négation :
'kFp I'k—-p

-F
=L
Ab absurdo :
F ﬁp }_L
Abs —— 2 —
5 I'kp
Elimination du faux (ex falso) :
'L
1 FE
I'kHp
Introduction de I’implication :
Ipk
N P 4q
I'kp—oyg
Elimination de I’implication (modus ponens) :
I'Fp—gq I'kp
E
- I'kgq
Introduction du et :
'+ '+
Al p q
I'tEpAg
Elimination du ef 2 gauche (attention, on garde la gauche) :
I'tpAg
ANE, ——————
g I'Fp
Elimination du e7 2 droite (attention, on garde la droite) :
I'tpAg
ANEy ———
d I'kFgq
Introduction du ou a gauche (attention, on introduit a droite) :
'k
vi, —Lp
I'HpVyg
Introduction du ou a droite (attention, on introduit a gauche) :
I+
v, — 4
I'pVvyg

Elimination du ou :
'HEpvyg Ipkr g7

E
v I'tHr




Introduction du quantificateur universel :

'-F . :
VI TEve P si x n’est pas libre dans I'
Elimination du quantificateur universel :
I'FVz F(x)
E - N7

YE Rl

Introduction du guantificateur existentiel :
'k F(t)
S ey e

Elimination du quantificateur existentiel :

'3z F T+F
JE a e s si x n’est pas libre dans " et G




Formalismes de Représentation et Raisonnements
Révisions

1 Logique propositionnelle

1. Les formules suivantes sont-elles valides ? Justifier.
(a) (B— A)— (AV B)
) (ANBA-C)V ((AANB) —C)
2. Mettre les formules précédentes sous forme normale conjonctive.

3. Soient les bases de regles et de faits suivantes :
Base de regles :

R1 : si Alice vient, alors Claude vient

R2 : si Benjamin et Claude viennent, alors Emilie vient

R3 : si Alice et Benjamin et Emilie viennent alors Dominique vient
R4 : si Claude et Dominique et Emilie viennent alors Fred vient

Base de faits = { Alice, Benjamin}

(a) Est-ce que les regles de la base de regles sont sous forme de clause de Horn ?
(b) Saturer la base de faits avec les regles en suivant 1’algorithme de chalnage avant.

(c) Fred fait-il partie de la base de faits saturée ?

2 Unification

Soient s = f(a,x,h(g(2))) ett = f(z,h(y),h(y)) deux termes, avec x,y, z, a des variables
du langage prédicatif.

1. Appliquer I’algorithme d’unification 8 U = {s,t}. Dérouler 1’algorithme de maniére dé-
taillée ; en particulier, rédiger entierement la justification pour les étapes association et
fusion.

2. Si I’exécution de I’algorithme indique que s et ¢ sont unifiables, écrire le résultat de s, et
t, (ou t, est ’application de la substitution o au terme t).

3. Conclure.



3 Déduction naturelle

1. A T’aide des regles de la déduction naturelle, montrer les postulats suivants :
@ (pAg AT, sANtEqgAs
(b) =(pVag)F-pA—q
2. Soient les suppositions suivantes :
i. Tous les invités ont pris au moins un fromage ou un dessert.
ii. Tous les invités qui ont pris un dessert ont pris un café.
iii. Les invités qui ont pris un café n’ont pas tous pris un dessert.
(a) Traduire ces suppositions en logique des prédicats en utilisant les symboles de prédicats
suivants : f(z) (z a pris du fromage), d(z) (z a pris du dessert), c(x) (x a pris du café).

(b) Peut-on en conclure que certains invités ont pris du fromage ? un dessert ? Donner une
preuve en déduction naturelle, lorsque c’est possible.

4 Résolution en logique des prédicats

9 b b b b

Soient les prédicat p, g, r, s d’arité 1 et des variables ’x’, ’y’, ’z’. On définit les formules sui-
vantes :
¢1 = Jw p(z) A q(x)
¢2 =Vy ply) = (r(y) As(y))
6 =3z q(2) A s(2)

Montrer que ¢, ¢o = ¢.



Annexes

Algorithme: Chainage_avant (BF (base de faits), BR (base de regles (R)), F (fait que 1’on

cherche a établir))

L

tant que (F ¢BF) ET (3 R € BR applicable) faire
— Choisir une regle applicable R

— BR=BR-R désactivation de R
— BF = BF | conclusion(R) déclenchement de la regle R,

conclusion de R ajoutée a la base de faits

si I’ € BF alors

F est établi
sinon

F n’est pas établi

Entrée : ensemble de couples de termes a unifier U (récursivité !).
Soient (s,t) € U et o "unificateur en construction :
suppression Si s = ¢, on les supprime de U.
décomposition Si s = f(s1,...,8,) ett = f(t1,..., ), on supprime le couple de U, et on y ajoute les
couples (S1,t1), ..., (Sn, tn).
association Si s = x (ett # x),et:
— x n’est pas déja modifié par o,
— x n’apparait pas dans ¢,
alors on met a jour o par o[to/x] (de méme en inversant s et t)
fusion Si s = x (ett # x), et x est modifié par o, on remplace le couple a unifier (x,t) par (o(z),t).
Si aucune étape ne peut s’appliquer, les termes ne sont pas unifiables.

Regle de résolution en logique des prédi-

La formule se transforme en cats :

—n(Vx¢) E|$._\¢ —pVIiV...V Ly, pVMV...VM,

~Gr¢) _ Vr.¢ LoV ..V Ln VM V...V,

oV Vx. ¢ V' (¢ V ¢ [2 ) x])
¢V Ix. ¢ A2’ (¢ V ¢'[2'/x])
(Va. ¢) v ¢ V' (g /z] vV &)
Gz. ¢) v 3’ (9l /z] vV §)
¢ ANVx. ¢ V' (o A @' [x [x])
oA Jx. ¢ Az’ (o A @2’ [x])
AR ACCIONY
Go. O AY 3 (9l/2] A D)
o —Vr. ¢ N (¢ — ¢[2/x])
¢— Jx. ¢ . (¢ — ¢ /x])
(Va. ¢) = ¢' 32’ (9l /2] = ¢')
Go.0) = & Vo (67 [e] = &)



Formalismes de Représentation et Raisonnements

Algorithme d’unification — un exemple

Enoncé : Soient f, g, h,n des symboles de fonctions et =, y, z, v des variables. Ecrire I’exécution
de I’algorithme d’unification sur les termes suivants :

s = f(h(z,y),g9(x)) ett = f(h(n(y), h(z,2)),v)

Résolution : I/ est une file. On commence avec U = { (s, t) } = { (f (h(z,y), g(z)), f(h(n(y), h(z,2)), v)) }
eto =]

o=11  u={(s(0.). 9()), F(b(nly). bz, 2)),v) ) }

On ne peut pas appliquer suppression, car f(h(z,y), g(z)) # f(h(n(y), h(z, 2)),v). Comme
f(h(z,y),9(x)) et f(h(n(y),h(z, 2)),v) sont le résultat de I’application de la méme fonction f
au méme nombre d’arguments (2 arguments), on peut appliquer la décomposition.

1 — Décomposition On supprime (f(h(a:,y),g(:z:)),f(h(n(y), h(z, z)),v)) de Y. On ajoute
dans U les couples (h(x, y), h(n(y), h(z, z))) et (g(x),v).

o=11  u={(hlx,y),h(n(y). h(=2)). (9).v) |

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans I/ : (h(x, y), h(n(y), h(z, z))) On ne

peut pas appliquer suppression, car h(z,y) # h(n(y), h(z,z)). Comme h(z,y) et
h(n(y), h(z,z)) sont le résultat de I’application de la méme fonction ~ au méme nombre d’argu-
ments (2 arguments), on peut appliquer la décomposition.

2 —Décomposition On supprime (h(x, y), h(n(y), h(z, z))> de U. On ajoute dans U/ les couples

<a:, n(y)) et (y, h(z, z)) . Comme U est modélisé par une file, on ajoute les nouveaux couples a la
suite des couples déja présents dans U/ (on ajoute donc « par la droite »).

o=11 u={(st@).). (z.0). (h(=.2)) }

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans I/ : <g(x), v) . On ne peut pas appliquer

suppression,car g(x) # v. On ne peut pas appliquer décomposition car g(z) est le résultat
de I"application de la fonction g alors que v est une variable. Comme v est une variable, g(z) # v,
v n’est pas déja modifié par o (car ¢ = [ ]), et v n’apparait pas dans o(g(z)) = g(x), on peut
appliquer association.



3 - Association On met a jour o par [o(g(z))/v] o 0.
o = [o(g(@)/v] 0 0 = [g(z) /] o [] = [g() /0]

On supprime le couple <g(x), U) de U, puis on met a jour I/ en appliquant le nouveau o.

U ={o(e,nw), oy, hz )} = { (2.0). (v.h(z2)) }

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans I/ : (x, n(y)) On ne peut pas appli-

quer suppression, car x # n(y). On ne peut pas appliquer décomposition car n(y) est
le résultat de 1’application de la fonction n alors que x est une variable. Comme z est une va-
riable, n(y) # x, x n’est pas déja modifié par o, et x n’apparait pas dans o(n(y)) = n(y), on peut
appliquer association.

4 — Association On met a jour o par [o0(n(y))/x] o .
0 :=[o(n(y))/z] oo = [n(y)/x] o [g(x)/v] = [g(n(y))/v,n(y) /7]

On supprime le couple (x, n(y)) de U, puis on met a jour U en appliquant le nouveau o.

1= {otp bz} = {(s:0.2)}

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans I/ : (y, h(z, z)> On ne peut pas appli-

quer suppression,cary # h(z, z). On ne peut pas appliquer décomposition car h(z, z) est
le résultat de I’application de la fonction h alors que y est une variable. Comme y est une variable,
h(z,z) # y, y n’est pas déja modifié par o, et y n’apparait pas dans o(h(z, z)) = h(z, z), on peut
appliquer association.

5 — Association On met a jour o par [o(h(z, 2))/y] o 0.

0 :=[o(h(z,2))/yl o0 = [h(z,2)/z] o [g(n(y)) /v, n(y)/x]
= [z, 2)/y, g(n(h(z, 2))) Jv, n(h(z, 2)) /]

On supprime le couple (y, h(z, z)) deU.U = (, ce qui termine 1’exécution de I’algorithme.

Vérification
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Résolution en logique des prédicats — un exemple

Enoncé : Soit un prédicat « chemin » (c) d’arité 2, une fonction « voisin » (v) d’arité 1, les
variables ’a, X, y, Z’, et une constante « ici » (i). On définit les formules suivantes :

¢1 = V. c(z,v(z))
¢o = Vo VyVz. ((c(z,2) Acz,y)) = c(z, y))
¢ = Ja. c(z’, v(v(a)))

VRS

Montrer que ¢, ¢o F ¢.

Résolution : Pour démontrer ¢, on va raisonner par 1’absurde : on va chercher a démontrer la
contraposée de ¢ (—¢) et aboutir a une contradiction.

1 - Contraposée On s’intéresse donc aux formules suivantes :
¢1 = V. c(m, v(x))
Gy = Va.VyVz. ((c(:lc7 2) A c(z, y)) — c(x, y))
—¢ = Va. ﬂc<z', U(U(a)))

En appliquant la regle de résolution en logique des prédicats, on cherche a aboutir a une contradic-
tion. Pour pouvoir appliquer cette regle, il faut mettre les formules sous forme normale.

2 — Mise sous forme normale

a) Mise sous forme prénexe La forme prénexe d’une formule /' est une formule F” équivalente
telle que tous les quantificateurs soient regroupés au début de F’. ¢, ¢2 et =¢ sont déja sous
forme prénexe.

b) Mise sous forme normale de Skolem La forme normale de Skolem d’une formule F' est
une formule F” telle que tous les quantificateurs soient regroupés au début de F’ et sont tous des
quantificateurs universels (F”’ n’est pas nécessairement équivalente a F' mais 1’une est satisfiable
si et seulement si I’autre I’est). ¢, ¢ et —¢ sont déja sous forme normale de Skolem car tous
les quantificateurs qu’elles contiennent sont regroupés au début des formules et tous ces quantifi-
cateurs sont des quantificateurs universels.



¢) Mise sous forme normale conjonctive ¢, est déja sous forme normale conjonctive, il s’agit
d’une conjonction de disjonctions (0 conjonctions, O disjonctions).

Gy = Va.VyVz. ((c(x, Z) A c(z,y)) — c(x,y)) =Va.Vy.Vz. <—| (c(m, 2) A c(z, y)) Voe(x, y))
= Va.Vy.Vz. <—|c(:c, 2)V =e(z,y) Ve, y))
—¢ est déja sous forme normale conjonctive, il s’agit d’'une conjonction de disjonctions (0
conjonctions, 0 disjonctions). Voici les trois formules que I’on considére maintenant :
Fy = ¢ = V. ¢(z,v(z))
Fy =Vz Ny V2. <—|c(x, 2)V =e(z,y) Ve, y))
Fy = ¢ =Va. —|c<i, v(v(a)))

On cherche a appliquer la regle de résolution en logique des prédicats pour combiner Fi, F5
et F5 et aboutir a une contradiction. Afin de pouvoir combiner les formules, il faut procéder a des
substituions judicieuses.

3 — Substitution et résolution Soit v une variable fraiche.
Fyli/x, U(U(u))/y} = Yu.Vz. (ﬂc(i, z) V =e(z,v(v(u)) V c(i,v(v(u))))

Vx disparait car la variable x est substituée par le terme ¢ qui est une constante. Vu vient remplacer
Yy puisque toutes les expressions dépendant de la variable y dépendent maintenant de la variable

u. £ [u/a} = V. —\C<i, U(U(u)))

On met ainsi en évidence la présence d’une sous-formule dans F5, et de la négation de la méme
sous-formule dans Fj :

Fy = YuVe. <—|c(i, )V —e(z0(v(w) V e(i, v(v(u))))
Fy = u. =e(iyv(v(w)))
Par application de la régle de résolution aux résultats des substitutions :
VuVz. (ﬁc(i, 2V —c(z,v(v(u)))) —F
On procéde de méme pour combiner F} et F}.
Fy [v(i)/z,i/u] = —c(i,v(i)) V =e(v(i), v(v(i)))
Fy[o(i) /x| = e(v(@), v(v(0)))



Par application de la regle de résolution aux résultats des substitutions :
ﬂc(i,v(i)) = F;
On peut maintenant essayer de combiner F} et F5.
F [z/m} = c(4,v(7)) ce qui contredit Fj.

On aboutit donc a une contradiction. Ainsi, ¢, @2 - ¢.
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Corrigé — Examen 2018

1 Logique propositionnelle

1.a)
plaglrip—=qg|lp=9Ar| p|-pAr|gAr|(pAT)V(gAT)
0010 1 0 1 0 0 0
11010 0 0 0 0 0 0
0[1/0 1 0 1 0 0 0
0]0(1 1 1 1 1 0 1
11110 1 0 0 0 0 0
1101 1 0 1 0 0 0
0|11 1 1 1 1 1 1
1111 1 1 0 0 1 1

La quatrieme et la derniere colonne de la table de vérité sont identiques, ce qui prouve 1’équi-
valence.

1.b)

q)—>p)/\(q—>r))—>r5((ﬂp\/q)—>p)/\(ﬁqvﬂ>—>r

E((—\(—'p\/q)\/p (rqVr)) =r=- <p/\—|q)\/p)A(ﬂq\/7‘)>\/r
(

—((pA—q) Vp) V ﬂqu)vTE< pAﬂ@A—mYquvw>Vr
= ((-pVa)A=p)V(~gVr)Vr

On pose P = (=gVr)Vret QAR = ((—pVg) A—p), puis on applique I’équivalence PV (QAR) =
(PVQ)AN(PVR).

= ((ﬂp\/q)/\ﬁp)\/(ﬁq\/r)\/rz <(—|q\/7”)\/7'\/<—|p\/q)>/\<<—|q\/7“)\/’l“\/—|p>

1.c) Une formule est valide si et seulement si pour toutes les interprétations, la formule est vraie.



pVq|qVr|(=qVr)VrV(=pVq) | (=gVr)VrVv-p

— O = OO o3
— = O = O = O O

SN e I e R R I

— = O == O
e e e S e B e R e
?—‘}—‘Ho}—‘?—‘}—‘H

La formule est donc invalide car elle est fausse sip = 1,¢ = 1,r = 0.

2.a) Base de regles:

RL:(CAD) = F
R2:(FAB) = E
R3:(GAF)— B
Ri: (ANF)— G

Base de faits : {A,C, D}.

Une clause de Horn est une clause comportant au plus un littéral positif; une fois les équiva-
lences faites, toutes les regles de la base de regles sont de la forme ~C'V =DV F', donc comportent
un seul littéral positif.

2.b)

tRI1+C+D=F
tRA+A+F =G
tR3+G+F=1B
tR2+F+B=F

= W N =

On arrive a déduire £ en suivant I’algorithme de chainage avant, donc Emilie vient.

2.¢) AlafindeI’execution de I’étape 4, plus aucune regle ne peut etre appliquée. La base de faits
{A,C, D, F,G, B, E} est donc saturée et G = Gaélle en fait partie.

2 Logique du premier ordre

1 Représentation de F':
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a t h
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ERRATUM : dans la formule G, Jy est en fait un Ju. Cette erreur n’a pas beaucoup d’impact
sur le reste de I’exercice. La correction continue avec

G =r(x) v (Bu. Yy p(f(y), u) Ar(a)) AVz. q(v,9(z,w, 2)))

Représentation de G :

/\/\

T A
‘ /\
T du Vz
| |
Vy q
| P
N v g
N /’\
p r zZ w z
P \
f u a
|
Yy

2 Les variables colorées sont liées aux quantificateurs de la méme couleur. Les variables libres
sont en noir et gras.

F=dzx. p(mvf(y)) V vz, Q( ag(CL?ta h(t)))
G=r(x)V ((Fu Yy.p(f(y),u) Ar(a)) ANVz. q(v,g(z,w, 2)))

3 Pour F': p est un prédicat d’arité 2, f est une fonction d’arité 1, ¢ est un prédicat d’arité 2, g
est une fonction d’arité 3, h est une fonction d’arité 1.



Pour GG : r est un prédicat d’arité 1, p est un prédicat d’arité 2, f est une fonction d’arité 1, ¢
est un prédicat d’arité 2, g est une fonction d’arité 3.

4 Résolution : On commence avec U = {(s,t)} = {(f(g(v), h(u,v)), f(g(w), h(w,j(x,w))))}
eto =[]

On ne peut pas appliquer suppression, car f(g(v), h(u,v)) # f(g9(w),h(w,j(z,w))).
Comme f(g(v), h(u,v)) et f(g(w), h(w,j(z,w))) sont le résultat de I’application de la méme
fonction f au méme nombre d’arguments (2 arguments), on peut appliquer la décomposition.

1 — Décomposition On supprime (f(g(v), h(u,v)), f(g(w), h(w, j(z, w)))> de U. On ajoute
dans U les couples <g(v), g(w)) et (h(u, v), h(w, j(x, w)))

o=11 u={(s0).9w)). (hlw,v).h(w.j(.w)) }

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans I/ : (g(v), g(w)). On ne peut pas ap-

pliquer suppression, car g(v) # g(w). Comme g(v) et g(w) sont le résultat de 1’applica-
tion de la méme fonction g au méme nombre d’arguments (1 argument), on peut appliquer la
décomposition.

2 —Décomposition On supprime <g(v), g(w)) de U. On ajoute dans U le couple <U, w) .Comme

U est modélisé par une file, on ajoute le nouveau couple a la suite des couples déja présents dans
U (on ajoute donc « par la droite »).

o=1] U::{(h@hv%h@mj@;w»),guw)}

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans I/ : (h(u, v), h(w, j(z, w))> . On ne peut

pas appliquer suppression, car h(u,v) # h(w, j(z,w)). Comme h(u,v) et h(w, j(x,w)) sont
le résultat de 1’application de la méme fonction 4 au méme nombre d’arguments (2 arguments), on
peut appliquer la décomposition.

3 — Décomposition On supprime <h(u, v), h(w, j(z, w))) de U. On ajoute dans U les couples

@ﬂoa@g@w»
r ) e (o). o) (o)}

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans U : (v, w). On ne peut pas appliquer

suppression, car v # w. Comme v et w ne sont pas le résultat de 1’application de la méme
fonction, on ne peut pas appliquer la décomposition. Comme v est une variable, w # v, v
n’est pas déja modifié par o (car 0 = [ ]), et v n’apparait pas dans o(w) = w, on peut appliquer
association.



4 — Association On met a jour o par [o(w)/v] o 0.
o= [o(w)/v]eo = lw/v]o[]=[w/v]

On supprime le couple <U, w) de U, puis on met a jour I/ en appliquant le nouveau o.

4= {o (o (eitn)y = { () (e

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans / : (u, w>. On ne peut pas appliquer

suppression, car u # w. Comme u et w ne sont pas le résultat de 1’application de la méme
fonction, on ne peut pas appliquer la décomposit ion. Comme u est une variable, w # u, u n’est
pas déja modifié par o, et u n’apparait pas dans o(w) = w, on peut appliquer association.

5 — Association On met a jour o par [o(w)/u] o 0.
o= [o(w)/u] oo = |w/u]o[w/v] = [w/v,w/u]

On supprime le couple

RS

u, w) de U, puis on met a jour U en appliquant le nouveau o.

U ={o(w, (e, w))} = { (w4, 0)) }

On s’intéresse maintenant au premier couple présent dans U/ : (w, j(x, w)) On ne peut pas appli-

quer suppression, car w # j(z,w). Comme w et j(z,w) ne sont pas le résultat de 1’applica-
tion de la méme fonction, on ne peut pas appliquer la décomposition. Comme w apparait dans
o(j(z,w)) = j(x,w), on ne peut pas appliquer association. Comme w n’est pas modifié par
o, on ne peut pas appliquer fusion. Aucune étape ne peut s’appliquer; les termes ne sont donc
pas unifiables.
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4 Resolution en logique des predicats

Pour démontrer ¢, on raisonne par 1’absurde.

1 - Contraposée On s’intéresse donc aux formules suivantes :

o1 = V. p(x) = q(z,c)

¢ =V Jy. ((r(z) V —p(y)) = s(z,y))

¢3 = V. p()

—¢p = Ju. (r(x) A Vy.(—'s(m, y) V —b(y, c))>

En appliquant la regle de résolution en logique des prédicats, on cherche a aboutir a une contradic-
tion. Pour pouvoir appliquer cette regle, il faut mettre les formules sous forme normale.

2 — Mise sous forme normale

a) Mise sous forme prénexe La forme prénexe d’une formule /' est une formule F” équivalente
telle que tous les quantificateurs soient regroupés au début de F’. ¢, ¢2 et ¢3 sont déja sous
forme prénexe. En rouge et en bleu, la subdivision en sous-formules de —¢ pour la mise sous
forme prénexe grice au tableau des équivalences.

- = EIa:.(r(:z;) AVy.(=s(z,y) V =b(y, ())) = dz. Vz. (r(x) A (=s(z, 2) V —b(z, c)))

b) Mise sous forme normale de Skolem La forme normale de Skolem d’une formule F' est une
formule F” telle que tous les quantificateurs soient regroupés au début de F” et sont tous des quan-
tificateurs universels. ¢ et ¢3 sont déja sous forme normale de Skolem.

¢o : on définit une fonction f d’arité 1 qui fournit une valeur y = f(z) telle que

((r(z) vV =p(f(2))) = s(z, f(2)))

est vraie. On a alors :

V. ((r(x) V =p(f(2))) = sz, f(2)))
que I’on va appeler F5.
—¢ : on définit une constante k telle que Vz. (T(l{i) A (=s(k, z) V =b(z, c))) est vraie. On appelle
cette formule F}.



¢) Mise sous forme normale conjonctive ¢35 est déja sous forme normale conjonctive, il s’agit
d’une conjonction de disjonctions (0 conjonctions, O disjonctions).

¢ = V. p(z) = q(z,¢) = Vz. —p(z) V ¢(z, )

Fy =va. (@) V p(f(@)) = (. f(2)))
= va. (~(r(x) vV p(f(2))) V s(z, [ ()
= va. (=) Ap(f())) V sz, /(@)

Onpose P = s(z, f(z)) et QAR = —w(x)Ap(f(z)), puis on applique I’équivalence PV(QAR) =
(PVQ)N(PVR).

Fy = V. <s(sc,f(x)) V —'7"(96)) A (5(5177 f(x)) Vp(f(:c))>

F, est déja sous forme normale conjonctive. On sépare 5 en Fy, Fg et Fy en Fr, Fg. Voici les
formules que 1’on considere maintenant :

FH:¢1:Vn<ﬂmqu@m»
Fy = ¢y = V. plx)
Eg::Vx.<s@;ftﬂ)\/ﬁr@ﬂ)
Fy =va. (s(z, f(@)) V p(f(2)))
Fr =Yz (k)
E%szz.<ﬂs@;z)v-wﬂz,@>

On cherche a appliquer la regle de résolution en logique des prédicats pour combiner ces for-
mules et aboutir & une contradiction. Afin de pouvoir combiner les formules, il faut procéder a des
substituions judicieuses.

3 — Substitution et résolution Par application de la regle de résolution a F et F3,ona:
V. q(z,c) = Fy
Soit « une variable fraiche.
Fylu/x] = Vu. q(u,c)
Fslu/z] = Yu. (ﬁs(kj,u) V q(u, c)>
Par application de la regle de résolution on a :

Yu. —|5(k‘,u) = F10



Maintenant :
Fille/a] = s(k, (k) v =r(k)
Par application de la regle de résolution avec F7 on a :
s(k. f(k))
Ce qui entre en contradiction avec Fio[f(k)/u] = —s(k, f(k)). Ainsi, ¢1, ¢2, ¢3 = ¢.



Formalismes de Représentation et Raisonnements

Substitutions — Exercices & corrigés

Exercice 1 Soit la formule de la logique des prédicats suivante :
H = (Va.Vy. A(z,y)) = B(z,y)

1. Pour chaque occurrence de variable, dire si elle est libre ou liée et dans le cas ou elle est
liée, indiquer le quantificateur correspondant.

2. Donner tous les prédicats et toutes les fonctions, avec leurs arités, qui apparaissent dans la
formule.

3. Effectuer, étape par étape, la substitution H|[f(x,y)/z].
4. Effectuer, étape par étape, la substitution H[f(z,y)/y].

Exercice 2 Soit la formule de la logique des prédicats suivante :

F = (Y23y R(f(z), f(9)) A ((Vz R(z, 2)) — S(x))

1. Pour chaque occurrence de variable, dire si elle est libre ou liée et dans le cas ou elle est
lie, indiquer le quantificateur correspondant.

2. Donner tous les prédicats et toutes les fonctions, avec leurs arités, qui apparaissent dans la
formule.

3. Effectuer, étape par étape, la substitution F'[f(z)/x].
4. Effectuer, étape par étape, la substitution F'|R(z,y)/z].

Exercice 3 Soit la formule de la logique des prédicats suivante :

G = V. <u(h(x,y),g(y),z) V (Vy. Jz. (v(y,2) — w(;v,y,z))))

1. Pour chaque occurrence de variable, dire si elle est libre ou liée et dans le cas ou elle est
lie, indiquer le quantificateur correspondant.

2. Donner tous les prédicats et toutes les fonctions, avec leurs arités, qui apparaissent dans la
formule.

3. Effectuer, étape par étape, la substitution G[t(z,y)/y].
4. Effectuer, étape par étape, la substitution G[f(z,y, z)/z].



Correction — Exercice 1

3. On écrit H;(z) ou n’apparait aucune occurence liée de x (la variable a substituer). On écrit
Hy(x) dont aucune variable liée n’apparait dans f(z,y) (le terme substitutant).

Hi(x) = (Va.Vy. A(a,y)) — B(z,y)
Hs(z) = (Va.¥b. A(a,b)) — B(z,y)
H(f(z,y)/x] = (Va.Vb. A(a,b)) — B(f(x,y),v)

H[f(x,y)/y] = (Va.¥b. A(a,b)) = B(z, f(z,y))

Correction — Exercice 2

3.
Fi(z) = (VaEIy. R(f(a),f(y))) A ((Vz R(z,z2)) — S(x))
Fy(x) = (va3y. R(f(@), f(5))) A (% Bz, b)) = S())
F[f(2)/x] = (Ya.3y. R(f(a), f(y))) A ((v0 R(f(2),)) = S(f(2)))
4,

Fi(z) = (Vz.3y. R(f(z), f(y))) A ((Va. R(z,a)) — S(z))

Il n’y a plus d’occurence libre de z. Donc F[R(z,y)/z] = Fi(2).

Correction — Exercice 3

3.
G1(y) = V. <u(h(x,y),g(y),z) Vv (Va. 3z2. (v(a, z) = w(z,a, z))))
Go(y) = Vb. (u(h(b, v),9(y),2) V (Va. 3z. (v(a, z) = w(b, a, z))))
Glt(z,y)/y] = Vb. <u(h(b,t(:r;,y)),g(t(m,y)), z) V (Va. 3z. (v(a, 2) = w(b, a, z))))
4.

Gi(x) = Va. (u(h(a,y),g(y), z) V (Vy. 3z. (v(y, z) = w(a,y, z))))

Il n’y a plus d’occurence libre de x. Donc G|[f(z,y, z)/z] = G1(z).



Formalismes de Représentation et Raisonnements

Déduction naturelle — Exercices & corrigés

Exercice 1 Montrer, a I’aide des regles de la déduction naturelle :

Ve, (F(z) ANG(z)) F (Vo F(x)) A (V. G(2))

Exercice 2 Montrer, a I’aide des regles de la déduction naturelle :

Va. (F(z) = G(x)) F Va. (F(z) — (G(z) v H(z)))
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