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Des phénomènes mis en évidence par la physique quantique dans le
comportement des particules élémentaires sont désormais considérés sous
l’angle de leur exploitation pour représenter, traiter et communiquer l’in-
formation. Feynman a inventé le concept d’ordinateur quantique [36] avec
une application en tête : la simulation de système quantique, un domaine où
l’ordinateur classique se révèle particulièrement peu efficace. Depuis, des
résultats algorithmiques [40, 65], théoriques [19] puis expérimentaux sou-
lignent l’intérêt d’un fondement quantique des sciences de l’information.
Ces résultats montrent bien que des problèmes hors de portée de l’infor-
matique classique peuvent être traités en exploitant ce paradigme de calcul
non classique. Cela ouvre des perspectives scientifiques et technologiques
immenses.

Après une introduction au calcul quantique, nous nous concentrerons
sur le thème de la simulation quantique [37]. Ce thème fait appel à des
modèles de calcul quantique massivement parallèle type automates cellu-
laires. Nous étudierons un premier algorithme de simulation quantique par
une marche quantique.

1.1 Les postulats de la mécanique quantique

La formalisation de la mécanique quantique date du début du siècle passé.
Même si de nombreuses questions fondamentales continuent à animer la commu-
nauté scientifique travaillant sur les fondements de la physique quantique (uni-
fication de la mécanique quantique et relativité générale, ou interprétation de la
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mesure quantique par exemple), le formalisme de la mécanique quantique est par-
ticulièrement solide et éprouvé : elle est la théorie physique la plus fidèle à la
réalité dans le sens où cette théorie permet de prédire les résultats expérimentaux
avec très grande précision.

Dans cette section nous allons adopter une présentation de la mécanique
quantique adaptée aux informaticiens : nous considèrerons uniquement des sys-
tèmes discrets et finis (le cas non-fini sera abordé en section 1.5), où la brique de
base de l’information est le bit quantique, ou qubit. Après avoir décrit les états pos-
sibles d’une mémoire quantique, nous verrons comment la mesure agit sur l’état
d’un registre, et enfin nous verrons comment évolue l’état d’un système quantique
isolé.

1.1.1 Etats Quantiques

Le bit quantique

La brique de base en théorie de l’information est le bit. La mécanique quan-
tique nous enseigne qu’un tel système ayant deux états classiques possibles 0 et 1

peut également être dans une superposition de 0 et de 1, c’est-à-dire dans un état
que nous noterons ↵ |0i+ � |1i où ↵,� 2 C avec |↵|2 + |�|2 = 1. De façon plus
abstraite, l’espace des états possibles d’un bit quantique (qubit) est donc la sphère
unité de C{0,1}, le C-espace vectoriel de dimension 2 engendré par |0i et |1i et
muni de la norme euclidienne.

Plus généralement l’état d’un registre de n bits quantiques est une superpo-
sition des 2n états classiques possibles :

Définition 1.1.1. L’état |'i d’un registre quantique de taille n est un vecteur unité
de C{0,1}n :

|'i =
X

x2{0,1}n
↵x |xi tel que k |'i k =

s X

x2{0,1}n
|↵x|2 = 1

Exemple 1.1.2.

1p
2

(|00i � |01i)

1p
3

(|00i+ i |01i+ |11i)

1p
2

(|000i+ |111i)

Remarque 1.1.3 (Notation de Dirac). Le symbole |xi se prononce ‘ket’ x. On
utilise également le symbole hx| qui se prononce ‘bra’ x pour parler de l’adjoint
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|xi† de |xi. Les termes ‘bra’ et ‘ket’ proviennent de la décomposition du mot
‘bracket’ utilisé pour parler du produit scalaire canonique hu|vi = u†v, ainsi
le produit de hx| (‘bra’) et |yi (‘ket’) est le produit scalaire (‘bracket’) des deux
vecteurs, i.e. hx|yi = hx| |yi.

Système composé

L’état d’un registre classique dont on connait l’état des sous-registres est
obtenu par simple concaténation de ces états : par exemple un registre de 3 bits
dont les deux premiers sont dans l’état 01 et le troisième est dans l’état 1, est
dans l’état 011. La composition des états quantiques s’obtient à l’aide du produit
tensoriel :

Définition 1.1.4. Soit |'1i l’état d’un registre de n qubits et |'2i celui d’un re-
gistre de m qubits, l’état du registre composé de (n+m) qubits est

|'i = |'1i ⌦ |'2i
avec ·⌦ · bilinéaire et 8x 2 {0, 1}n, 8y 2 {0, 1}m, |xi ⌦ |yi = |xyi

L’état d’un registre composé d’un premier sous registre dans l’étatP
x2{0,1}n ↵x |xi et d’un second dans l’état

P
y2{0,1}m �y |yi est doncP

x2{0,1}n,y2{0,1}m ↵x�y |xyi.
Exemple 1.1.5. Dans les exemples qui suivent nous utilisons deux couleurs dans
un but pédagogique pour mettre en évidence le premier registre (en bleu) et le
second (en rouge).

|0i ⌦ |0i�|1ip
2

=

|0i⌦|0i�|0i⌦|1ip
2

=

|00i�|01ip
2

|0i+i|1ip
2

⌦ |00i�i|10ip
2

=

|000i�i|010i+i|100i+|110i
2

L’état d’un registre sur plusieurs qubits n’est pas toujours décomposable en
l’état de chacun de ses qubits. Par exemple pour tous |'1i, |'2i états quantiques
sur un qubit, |'1i ⌦ |'2i 6= 1p

2
(|00i+ |11i). En effet, soient |'1i = a |0i+ b |1i

et |'2i = c |0i+ d |1i, on a |'1i ⌦ |'2i = ac |00i+ ad |01i+ bc |10i+ cd |11i.
Comme le système {ac = 1/

p
2; ad = 0; bc = 0; cd = 1/

p
2} n’a pas de so-

lution, l’état 1p
2
(|00i + |11i) est indécomposable, on dit qu’il est intriqué. La

découverte mathématique de tels états par Einstein, Podolsky et Rosen [34] en
1935 les a conduit à remettre en cause le formalisme de la mécanique quantique.
Dans les années 60, John Bell [17] a proposé une expérience permettant de déci-
der si de tels états existent ou non dans la nature. Malheureusement cette expé-
rience était irréalisable avec les technologies de l’époque. En 1982, Alain Aspect
et son équipe [16] réalisent l’expérience de Bell et démontrent expérimentalement
l’existence de tels états quantiques intriqués.
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L’intrication est un phénomène essentiel en informatique quantique : elle est
utilisée dans le protocole de téléportation par exemple. Elle est également indis-
pensable au calcul quantique : un ordinateur quantique dont la mémoire serait à
tout moment séparable (c’est-à-dire sans intrication) peut être simulé efficacement
par un ordinateur classique.

Etats graphes

Représenter et manipuler un état quantique n’est pas toujours aisé : un état
quantique sur n qubits est représenté par 2n nombres complexes. Concrètement,
la description d’un état sur 20 qubits peut nécessiter jusqu’à plus d’un million de
nombres complexes. Certains états quantiques admettent cependant une représen-
tation plus compacte, c’est le cas des états graphes [42]. Les états graphes sont
des états quantiques représentés par des graphes simples non orientés où chaque
sommet correspond à un qubit et chaque arête représente intuitivement l’intrica-
tion entre les qubits. Formellement, étant donné un graphe G = (V,E) d’ordre
n = |V |, l’état quantique |Gi représenté par ce graphe est

|Gi = 1p
2

n

X

x2{0,1}V
(�1)

|G[x]| |xi

où |G[x]| est la taille du sous graphe induit par le support de x, autrement dit
|G[x|| est le nombre d’arêtes (u, v) de G telles que xu = xv = 1.

1.1.2 Mesure quantique

La mécanique quantique nous dit que si un système peut être dans deux états
– par exemple un bit dans l’état 0 ou 1 ; ou un chat vivant ou mort – alors ce
système peut être dans une superposition de ces deux états. Or, dans la vie de tous
les jours nous observons rarement des superpositions de 0 et de 1 et encore moins
des chats à la fois vivants et morts ! Une explication à cela : l’observation, aussi
appelée mesure quantique, obéit à un postulat qui ne rend que les états classiques
directement obervables. Si un qubit dans l’état ↵ |0i+ � |1i est mesuré alors avec
probabilité |↵|2 la valeur 0 est observée et avec probabilité |�|2 la valeur 1 est
observée. De plus, la mesure projette l’état du qubit dans l’état observé, à savoir
|0i dans le premier cas et |1i dans le second.

|0i on mesure 0

↵ |0i+ � |1i
|↵|2 -

|�|2 - |1i on mesure 1
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Dans le cas des états intriqués, la mesure d’un qubit modifie globalement
l’état du système : par exemple si le premier qubit de l’état |00i+|11ip

2
est mesuré,

avec probabilité 1/2 le premier qubit sera projeté dans l’état |0i (resp. |1i) et donc
l’état global du système sera |00i (resp. |11i). Ainsi l’état du second qubit dépend
du résultat de la mesure du premier qubit. Il y a ici un effet de bord instantané de la
mesure du premier qubit sur le second et ce quelque soit la distance physique entre
ces deux qubits. Bien qu’ayant contribué au scepticisme face à l’existence des
états intriqués, cette non localité de la mesure quantique ne viole pas le principe
de causalité car elle ne permet pas de transmettre d’information plus vite que la
vitesse de la lumière. La raison est essentiellement que le résultat de la mesure est
probabiliste, on ne peut donc pas ‘choisir’ de projeter l’état du second qubit dans
un état ou dans un autre.

La définition suivante décrit l’action de la mesure d’un des qubits d’un re-
gistre quantique :

Définition 1.1.6. La mesure du iième qubit de
P

x2{0,1}n ↵x |xi produit le résultat
r 2 {0, 1} avec probabilité pr =

P
x2{0,1}n | x

i

=r |↵x|2, l’état du registre après
la mesure 1 est alors 1p

p
r

P
x2{0,1}n | x

i

=r ↵x |xi.

On peut donc voir la mesure du iième qubit comme la transition probabiliste
suivante :

X

x2{0,1}n
↵x |xi �!

p
r

1p
pr

X

x2{0,1}n | x
i

=r

↵x |xi

La mesure décrite ci-dessus est une mesure dans la base dite stan-
dard {|0i , |1i}. Plus généralement, on peut faire des mesures dans toute base
{| 0i , | 1i} orthonomée (h 0| | 1i = 0, où h 0| := | 0i†). D’un point de vue
physique, mesurer dans une autre base signifie mesurer une autre quantité : me-
surer l’énergie ou la position d’une particule correspond à des mesures dans des
bases différentes.

1.1.3 Evolution unitaire

En l’absence de mesure, c’est à dire quand le système est isolé, l’état d’un
sytème quantique évolue de façon unitaire : son évolution est linéaire et préserve
la condition de normalisation.

1. Lorsque p
r

= 0 l’état du registre après la mesure n’est pas défini (division par 0), mais la
mesure ne produit, par définition, jamais ce cas là.
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Définition 1.1.7. L’état d’un registre isolé évolue de façon unitaire. U :

C{0,1}n ! C{0,1}n est unitaire si
— U est linéaire : U(↵ |�i+ � | i) = ↵U |�i+ �U | i ;
— U préserve la norme euclidienne : kU |�i k = k|�ik.

Exemple 1.1.8. Les opérations unitaires sur 1 qubit les plus simples sont les
opérations de Pauli X,Y, Z :

X : |0i 7! |1i
|1i 7! |0i

Z : |0i 7! |0i
|1i 7! � |1i

Y = iXZ : |0i 7! i |1i
|1i 7! �i |0i

D’autres exemples sont la transformation d’Hadamard (H) et une extension de
Pauli Z appelé rotation autour de Z :

H : |0i 7! |0i+|1ip
2

|1i 7! |0i�|1ip
2

Rz(✓) : |0i 7! |0i
|1i 7! ei✓ |1i

Le Control-Not (⇤X) est une transformation unitaire agissant sur 2 qubits. Intui-
tivement une négation (Pauli X) est appliquée sur le second qubit si le premier
est dans l’état |1i :

⇤X : |00i 7! |00i
|01i 7! |01i
|10i 7! |11i
|11i 7! |10i

La transformation d’Hadamard est particulièrement utile en informatique
quantique car elle permet de produire des états superposés à partir d’états de bases
(états classiques). Si l’on applique Hadamard une seconde fois,

HH |0i = H

✓ |0i+ |1ip
2

◆
=

H |0i+H |1ip
2

=

|0i+ |1i+ |0i � |1i
2

= |0i

on voit apparaitre un autre phénomène spécifiquement quantique, l’interférence
entre + |1i et � |1i, pour obtenir l’état classique |0i.
Propriété 1.1.9. U : C{0,1}n ! C{0,1}n est unitaire si et seulement si U †

= U�1

où U † est l’adjoint – c’est à dire la transposée conjuguée – de U .

L’évolution d’un système isolé est donc inversible.
La composition spaciale de transformations unitaires est obtenue grâce au

produit tensoriel :

Définition 1.1.10. Soient U l’évolution unitaire d’un registre de n qubits et V
celle d’un registre de m qubits, l’évolution globale du registre composé de (n+m)

qubits est U ⌦ V avec 8x 2 {0, 1}n, 8y 2 {0, 1}m, (U ⌦ V ) |x, yi = (U |xi) ⌦
(V |yi).



1.2. Circuits quantiques 9

1.2 Circuits quantiques

Les portes d’un circuit quantique sont des transformations unitaires. Tout
circuit quantique est réversible, il possède autant d’entrées que de sorties. Etant
donné une famille F de transformations unitaires, un circuit quantique peut être
défini inductivement de la façon suivante :

— Porte U 2 F d’arité k :
k

... U
...k

— L’identité :

— Composition séquentielle de deux circuits C1 et C2, agissant tous deux
sur n qubits :

... C1 ...
... C2 =

✓
... C2 ...

◆
�
✓

... C1 ...

◆

— Composition parallèle de deux circuits C1 et C2 :

... C1 ...

... C2 ...

=

✓
... C1 ...

◆
⌦
✓

... C2 ...

◆

Le nombre de portes d’un circuit est appelé sa taille. Un circuit quantique
peut comporter des qubits auxilliaires qui sont initialisés à |0i. Un circuit quan-
tique ayant n qubits d’entrées et m qubits auxiliaires réalise la transformation
unitaire U : C2n ! C2n si pour tout x 2 {0, 1}n, le circuit transforme l’état
|xi ⌦ |0mi en (U |xi) ⌦ |0mi, c’est à dire que les qubits auxiliaires doivent être
dans l’état |0i en fin de calcul.

Théorème 1.2.1. La famille de portes unitaires {H,⇤X,Rz(↵) : ↵ 2 [0, 2⇡[}
est universelle : pour tout n, et pour toute transformation unitaire U sur n qubits,
il existe un circuit quantique réalisant U dont chaque porte est H , ⇤X ou Rz(↵).

La famille {H,⇤X,Rz(↵) : ↵ 2 [0, 2⇡[} est universelle mais infinie non
dénombrable. Il n’est pas très raisonnable de définir un modèle de calcul en au-
torisant des angles qui ne sont pas calculables, de plus en pratique aucune tech-
nologie ne permet d’implémenter une rotation selon un angle fixé ↵0 avec une
infinie précision. Si l’on se contente d’un nombre fini d’opérations, par exemple
{H,⇤X,Rz(⇡/4)} alors le modèle ne peut être universel : le nombre de circuits



10 Chapitre 1. Modèles de Calcul Quantique

possibles est dans ce cas dénombrable alors que l’ensemble des opérations uni-
taires sur n qubits, pour n > 0 fixé, ne l’est pas. Cependant une universalité
approchée est possible :

Théorème 1.2.2. La famille de portes unitaires {H,⇤X,Rz(⇡/4)} est approxi-
mativement universelle : pour tout n, pour tout transformation unitaire U sur n
qubits et pour toute ✏ > 0, il existe un circuit quantique réalisant une transforma-
tion unitaire U0 telle que kU � U0k < ✏, où kV k = sup|�i6=0

kV |�ik
k|�ik .

La réversibilité des circuits quantiques est-elle une contrainte ? Tous les cir-
cuits classiques sont-ils simulables par des circuits quantiques ? Un circuit clas-
sique ayant n entrées et m sorties calcule une fonction f : {0, 1}n ! {0, 1}m
et ne peut donc pas être réversible dès que n > m. Une technique standard pour
rendre ce circuit réversible consiste à garder une copie de l’entrée et écrire le ré-
sultat de la fonction sur un registre auxiliaire. Cette méthode permet d’obtenir une
transformation unitaire : 8x 2 {0, 1}n, 8y 2 {0, 1}m, Uf |x, yi 7! |x, f(x)� yi,
où · � · désigne le XOR bit à bit. Cette opération est sa propre inverse :
Uf (Uf |x, yi) = Uf (|x, y � f(x)i) = |x, y � f(x)� f(x)i = |x, yi. Uf simule
f dans le sens où un appel à Uf sur |x, 0i produit |x, f(x)i. De plus implémen-
ter cette version unitaire de f n’est pas significativement plus compliqué que de
calculer f :

Théorème 1.2.3. Si f : {0, 1}n ! {0, 1}m est calculée par un circuit classique
de taille t alors son extension quantique Uf : |x, yi 7! |x, y � f(x)i est réalisée
par un circuit quantique de taille O(t).

Dans le cas des fonctions booléennes, c’est à dire avec un seul bit de sortie et
qui permettent de résoudre des problèmes de décision, il peut être intéressant de
considérer une extension quantique alternative qui n’utilise pas de registre auxi-
liaire :

Lemme 1.2.4. Si f : {0, 1}n ! {0, 1} est calculée par un circuit classique de
taille t alors son extension quantique U 0

f : |xi 7! (�1)

f(x) |xi est réalisée par un
circuit quantique de taille O(t).

Démonstration. La preuve de ce lemme est l’occasion d’une première manipu-
lation de circuit quantique. Etant donné l’extension Uf : C2n+1 ! C2n+1 de f ,
on considère le circuit suivant, où le dernier qubit est un qubit auxiliaire initialisé
dans l’état |0i.

H XHX

... ...

|0i
Uf
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Pour tout x 2 {0, 1}n,

|x, 0i I
n

⌦X7����! |x, 1i
I
n

⌦H7����! 1p
2

(|x, 0i � |x, 1i)
U
f7��! 1p

2

(|x, f(x)i � |x, 1� f(x)i)

=

(�1)

f(x)

p
2

(|x, 0i � |x, 1i)

I
n

⌦H7����! (�1)

f(x)

2

(|x, 0i+ |x, 1i � |x, 0i+ |x, 1i)
= (�1)

f(x) |x, 1i
I
n

⌦X7����! (�1)

f(x) |x, 0i
Ce circuit réalise donc U 0

f :: |xi 7! (�1)

f(x) |xi. De plus d’après le théorème
1.2.3 il existe un circuit de taille O(t) qui implémente Uf , donc il existe un circuit
de taille O(t) qui implémente U 0

f .

1.3 Quelques algorithmes quantiques

1.3.1 Deutsch-Jozsa

On se donne une fonction booléenne f : {0, 1}n ! {0, 1} avec la promesse
que la fonction est soit constante (8x, y 2 {0, 1}n, f(x) = f(y)) soit équilibrée
(|f (�1)

(0)| = |f (�1)
(1)|). L’objectif est de déterminer si f est constante ou équi-

librée.
Un algorithme classique déterministe consiste à appeler f sur 2n�1

+ 1 en-
trées différentes (c’est-à-dire sur la moitié plus une entrées). Si toutes les valeurs
sont identiques la fonction est constante, sinon elle est équilibrée. Cet algorithme
déterministe est optimal en nombre d’appels à la fonction f car on ne peut pas
décider si la fonction est équilibrée ou constante en explorant moins de la moitié
des entrées.

Deutsch et Jozsa [30] ont proposé un algorithme quantique permettant de
décider si f est équilibrée ou constante en un seul appel à l’extension quantique
de f :

H

H

H

H
... ......

|0i

|0i
U 0
f
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La première étape de cet algorithme consiste à appliquer H⌦n, c’est-
à-dire H sur n qubits en parallèle. Pour tout x 2 {0, 1}n, H⌦n |xi =

1p
2n

P
y2{0,1}n(�1)

x•y |yi, avec x • y =

Pn
i=1 xiyi mod 2. Comme pour tout

y 2 {0, 1}n on a 0

n • y = 0, la première étape de cet algorithme produit une su-
perposition uniforme ; par linéarité l’appel à U 0

f permet une certaine forme de pa-
rallélisme quantique en associant à chaque vecteur |xi de la superposition l’ampli-
tude (�1)

f(x) ; enfin, la seconde application de H⌦n engendre des interférences
qui permettent en mesurant l’état final du registre de déterminer si la fonction est
constante ou équilibrée. Plus précisément :

|0ni H⌦n7���! 1p
2

n

X

x2{0,1}n
|xi

U 0
f7��! 1p

2

n

X

x2{0,1}n
(�1)

f(x) |xi

H⌦n7���! 1p
2

n

X

x2{0,1}n
(�1)

f(x)H⌦n |xi

=

1

2

n

X

x,y2{0,1}n
(�1)

f(x)+x•y |yi

=

X

y2{0,1}n
↵y |yi

où ↵y =

1
2n

P
x2{0,1}n(�1)

f(x)+x•y. On remarque que ↵0n =

1
2n

P
x2{0,1}n(�1)

f(x). Si f est équilibrée il y a autant de "�1" que de "1"
dans cette somme donc ↵0n = 0, en revanche si f est constante, alors |↵0n | = 1.
Ainsi la mesure du registre à la fin du calcul produit le résultat classique 0

n si et
seulement si f est constante.

Cet algorithme a été le premier permettant de montrer une séparation entre
les algorithmes classiques déterministes et les algorithmes quantiques. Cependant
il existe des algorithmes probabilistes beaucoup plus efficaces que les algorithmes
déterministes pour résoudre ce problème. Par exemple étant donné un entier k,
l’algorithme de Monte Carlo qui consiste à appeler f sur k entrées choisies aléa-
toirement et à répondre que la fonction est constante si et seulement si les k valeurs
obtenues sont identiques permet de résoudre le problème avec grande probabilité.
Si la fonction est constante la probabilité d’erreur est nulle ; si la fonction est équi-
librée la probabilité d’erreur est de 1/2k�1. Par exemple pour k = 11 la probabi-
lité d’erreur sera inférieure à 1/1000. Dans les sections suivantes sont présentés
des problèmes pour lesquels les algorithmes quantiques sont plus rapides que les
algorithmes classiques, même probabilistes.
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1.3.2 Bernstein-Vazirani

On veut identifier les fausses pièces parmi un ensemble de n pièces. On
sait qu’une vraie pièce a une masse de 8g contre 7, 5g pour une fausse. La seule
balance à notre disposition est défectueuse, son écran n’indique que les décimales
de la masse en gramme : par exemple ".0" pour 8g ; ".5" pour 22.5g. Ainsi on
ne peut connaître que la parité du nombre de fausses pièces posées sur le plateau
de la balance. Combien de pesées doit-on effectuer pour identifier l’ensemble des
fausses pièces ?

Pour modéliser ce problème, on va représenter chaque sous ensemble des
n pièces par un mot binaire de longueur n : le ième bit de ce mot est 1 si et
seulement si la ième pièce est dans l’ensemble. Appelons a 2 {0, 1}n l’ensemble
des mauvaises pièces. On peut modéliser la balance à l’aide de la fonction f :

{0, 1}n ! {0, 1} qui à un ensemble x associe la parité du nombre de mauvaises
pièces dans x. On a f(x) = x • a =

Pn
i=1 xiai mod 2.

Un algorithme classique consiste à mesurer chaque pièce indépendamment
et ainsi déterminer si elle est fausse ou non. Cet algorithme permet d’identifier
les fausses pièces en n pesées. Cet algorithme naïf est optimal car tout algorithme
classique, même probabiliste avec faible probabilité d’erreur, requiert n pesées
pour des raisons de théorie de l’information : chaque pesée donne au plus un bit
d’information alors que la réponse contient n bits d’information.

Cependant, nous vivons dans un monde quantique, nous pouvons donc a
priori utiliser cette balance en régime quantique par exemple en posant une su-
perposition de sous ensembles de pièces sur son plateau. Combien de pesées sont
nécessaires pour déterminer l’ensemble des fausses pièces à l’aide de cette balance
quantique ? Bernstein et Vazirani [20] ont proposé le circuit quantique suivant, qui
est en fait le même que celui utilisé par Deutsch-Jozsa :

H

H

H

H
... ......

|0i

|0i
U 0
f

La première étape de cet algorithme consiste à appliquer H⌦n, c’est-
à-dire H sur n qubits en parallèle. Pour tout x 2 {0, 1}n, H⌦n |xi =

1p
2n

P
y2{0,1}n(�1)

x•y |yi, avec x • y =

Pn
i=1 xiyi mod 2. Comme pour tout

y 2 {0, 1}n 0

n • y = 0, la première étape de cet algorithme produit une superpo-
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sition uniforme :

|0ni H⌦n7���! 1p
2

n

X

x2{0,1}n
|xi

U 0
f7��! 1p

2

n

X

x2{0,1}n
(�1)

x•a |xi

H⌦n7���! 1p
2

n

X

x2{0,1}n
(�1)

x•aH⌦n |xi

=

1

2

n

X

x,y2{0,1}n
(�1)

x•a+x•y |yi

=

1

2

n

X

x,y2{0,1}n
(�1)

x•(a�y) |yi

=

X

y2{0,1}n
↵y |yi

où ↵y =

1
2n

P
x2{0,1}n(�1)

x•(a�y). On remarque que ↵a =

1
2n

P
x2{0,1}n(�1)

x•0n
=

P
x2{0,1}n (�1)0

2n = 1. De plus, commeP
y2{0,1}n |↵y|2 = 1, on en déduit que pour tout y 6= a, ↵y = 0. Ainsi

l’état du registre à la fin du calcul est |ai. On peut mesurer ce résultat et obtenir
l’ensemble a des fausses pièces. Cet algorithme quantique utilise une seule pesée
là où un algorithme classique nécessite un nombre linéaire de pesées.

Bernstein et Vazirani [20] ont également défini une version récursive de ce
problème qui peut être résolu de façon exacte en utilisant un nombre polynomial
de pesées alors que tout algorithme probabiliste nécessite un nombre superpoly-
nomial de pesées.

1.3.3 Grover

Avec ce troisième algorithme quantique nous abordons un problème clas-
sique en informatique, celui de la recherche. Il s’agit d’un problème très général :
étant donné une base de données de 2n éléments non structurée on cherche un élé-
ment particulier. Par exemple on cherche à trouver un mot dans un dictionnaire à
partir de sa définition ; ou le nom d’une personne dans un annuaire à partir de son
numéro de téléphone. Le problème peut être modélisé de la façon suivante : soit
une fonction booléenne f : {0, 1}n ! {0, 1} telle que |f (�1)

(1)| = 1, trouver
x0 2 {0, 1}n tel que f(x0) = 1.

Comme on ne suppose aucune structure sur les éléments, tout algorithme
classique nécessite N�1 appels à f (N/2 en moyenne), où N = 2

n est le nombre
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d’éléments de la base de données. Grover a introduit un algorithme quantique [40]
permettant de déterminer cet élément en O(

p
N) appels à U 0

f . L’algorithme est le
suivant :

1. Préparer un registre de n qubits dans l’état 1p
N

P
x2{0,1}n |xi =

H⌦n |0 . . . 0i

2. Répéter ⇡
p
N

4 fois :
– (a) Appliquer U 0

f : |xi 7! (�1)

f(x) |xi
– (b) Appliquer D : |xi 7! � |xi+ 2

N

P
y2{0,1}n |yi

3. Mesurer le registre. Si le résultat z ne vérifie pas f(z) = 1, recommencer
à l’étape 1.

Une preuve graphique de l’algorithme de Grover a été proposée par Aha-
ronov [] : l’idée est de projeter l’espace complexe de dimension 2

n sur l’es-
pace de dimension 2 engendré par |x0i (x0 est l’élément recherché) et

��x?0
↵
=

1p
N�1

P
x 6=x0

|xi, la superposition uniforme de tous les autres éléments. L’état
initial du registre est la superposition uniforme 1p

2n

P
x2{0,1}n |xi = 1p

N
|x0i +

p
N�1p
N

��x?0
↵
, un vecteur (représenté en vert dans la figure ci-dessous) qui forme

un angle ✓ = arcsin(

1p
N
) ⇡ 1p

N
avec le vecteur

��x?0
↵
.

La clé de cette preuve graphique est d’interpréter graphiquement U 0
f et

D dans cet espace de dimension 2. On remarque que U 0
f

��x?0
↵

=

��x?0
↵

et
U 0
f |x0i = � |x0i, U 0

f est donc une réflexion par rapport à
��x?0

↵
. L’application

de U 0
f transforme donc l’état initial en vert dans la figure ci dessous en l’état

représenté en gris. Dans cette représentation D est une réflexion par rapport
à la superposition uniforme : D 1p

2n

P
x2{0,1}n |xi =

1p
2n

P
x2{0,1}n D |xi =

� 1p
2n

P
x2{0,1}n |xi + N 2

N

P
y2{0,1}n |yi =

1p
2n

P
x2{0,1}n |xi. Ainsi l’appli-

cation de D produit l’état représenté en rouge sur la figure ci dessous, qui forme
un angle 2✓ avec l’état initial en vert. La composition de deux réflexions étant une
rotation, chaque passage dans la boucle (2) de l’algorithme de Grover correspond
à une rotation d’angle 2✓. Pour optimiser la probabilité de mesurer l’état |x0i à
la fin de l’algorithme il faut que l’état du système soit le plus proche possible
de l’état |x0i, il faut donc que le nombre de passages k dans la boucle vérifie
k ⇥ 2✓ ⇡ ⇡/2, donc k ⇡ ⇡

4✓ ⇡ ⇡
p
N

4 .
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1.3.4 Shor

Pour terminer ce rapide panorama des algorithmes quantiques nous évo-
quons l’algorithme de Shor [65] qui est sans aucun doute l’algorithme quantique
le plus emblématique. Cet algorithme permet de factoriser efficacement un en-
tier (non premier) de taille n, en trouvant un facteur non trivial en temps O(n3

).
On ne connait pas d’algorithme classique polynomial permettant de factoriser des
nombres. Ce problème a même été supposé difficile et est au coeur de systèmes de
cryptographie à clés publiques comme RSA [63] largement utilisés aujourd’hui.
L’avènement d’un ordinateur quantique remet donc en cause la sécurité de nom-
breux systèmes communications communément utilisés.

A noter qu’un protocole de cryptographie quantique introduit par Bennett et
Brassard [18] permet d’échanger de l’information de façon sûre. La sécurité de
ce protocole est inconditionnelle, elle repose sur les postulats de la mécanique
quantique.

L’algorithme de Shor est beaucoup plus élaboré que les autres algorithmes
quantiques présentés dans ce chapitre, en conséquence nous référons à [54] pour
une description détaillée de cet algorithme. A noter que cet algorithme se généra-
lise à une classe de problèmes dit des sous groupes cachés [35, 44, 43].

1.3.5 Encore d’autres algorithmes quantiques...

Nous avons passé en revue quelques algorithmes quantiques ‘traditionnels’.
La recherche de nouveaux algorithmes quantiques est encore aujourd’hui un do-
maine en plein développement, nous pouvons par exemple citer l’utilisation de
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techniques de marches quantiques [1] (généralisation de marches aléatoires) pour
obtenir des algorithmes quantiques efficaces, par exemple pour la recherche de
triangles dans les graphes [46, 45].

1.4 Modèles de Calcul Quantique

Dans cette section nous faisons un rapide tour d’horizon non exhaustif des
modèles de calcul quantique. Nous avons déjà évoqué le modèle des circuits
quantiques que nous avons utilisé pour présenter quelques algorithmes quantiques
simples dans la section précédente. Historiquement, le premier modèle de calcul
quantique a en fait été celui des machines de Turing quantiques. Le modèle des
automates cellulaires quantiques est quant à lui un modèle massivement parallèle
et permettant une modélisation assez fidèle des systèmes quantiques : il s’agit es-
sentiellement d’une discrétisation en temps et en espace d’un système quantique.
Il existe également des modèles de calcul quantique qui ne sont pas des ’quan-
tisations’ de modèles classiques, en particulier le modèle de calcul par mesures
qui contrairement aux autres modèles de calcul évoqués jusqu’ici, n’utilise pas les
évolutions unitaires mais les mesures comme moteur du calcul.

1.4.1 Machine de Turing Quantique

La machine de Turing quantique a été le premier modèle de calcul quan-
tique. Introduit par Deutsch en 1985 [29], le modèle a été formalisé par Bernstein
et Vazirani [20] au début des années 1990. Une machine de Turing quantique
généralise la machine de Turing classique : la configuration d’une machine de
Turing quantique est une superposition de configurations classiques : non seule-
ment son ruban, mais aussi sa tête de lecture/écriture et son état interne sont en
superposition. Concrètement l’évolution d’une machine de Turing est décrite par
sa fonction de transition quantique qui décrit une superposition de transitions pos-
sibles. L’une des difficultés techniques à utiliser une machine de Turing quantique
est que la fonction de transition doit vérifier des conditions de bonne formation
pour que la description locale des transitions engendre bien une évolution de la
machine globalement unitaire.

D’autres difficultés s’ajoutent à l’utilisation des machines de Turing quan-
tique. Leur évolution étant unitaire il n’est pas possible pour l’utilisateur de savoir
si l’état terminal de la machine est atteint. De plus, cet état terminal peut éven-
tuellement être atteint par certaines configurations de la superposition mais pas
par d’autres. Il existe des solutions à ces problèmes, en restreignant par exemple
l’ensemble des machines de Turing quantiques à celles qui atteignent un état fi-
nal sur toutes les configurations en superposition de façon synchronisée. L’ajout
qu’un qubit d’arrêt que l’on peut observer pour déterminer si la machine a atteint
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son état final ou non, sans perturber de façon significative le calcul est aussi pos-
sible [55]. Des variantes permettant l’observation de tout ou partie de la machine
ont été introduites [57, 58] permettant d’une part de formaliser l’utilisation ad-hoc
du qubit d’arrêt et également de tenir compte de modèles de calcul quantique plus
récent où la mesure est au coeur du calcul (voir section 1.4.2).

En résumé, le modèle des machines de Turing quantiques est puissant mais
difficile à utiliser et appréhender. Un résultat de Yao [73] montre qu’en terme de
puissance de calcul les machines de Turing sont équivalentes au circuits quan-
tiques. Ces derniers beaucoup plus intuitifs sont en général privilégié dès que
possible.

1.4.2 Calcul par mesures

Dans les modèles traditionnels de calcul quantique comme les machines de
Turing quantiques et les circuits quantiques, les évolutions unitaires jouent un rôle
essentiel, la mesure quantique étant rejetée à la fin du calcul comme opération
ne servant qu’à observer le résultat du calcul mais sans y contribuer réellement.
Nielsen a montré [53] que la mesure quantique peut également être utilisée comme
brique de base du calcul. En effet, comme la mesure quantique a la particularité de
transformer le système mesuré, pourquoi ne pas utiliser cette transformation pour
mener un calcul ? Tout comme les opérations unitaires H , Rz(⇡/4) et ⇤X sont
universelles pour les circuits quantiques (théorème 1.2.2), il existe des familles de
mesures sur 1 et 2 qubits qui sont universelles pour le calcul quantique [56].

Un autre modèle de calcul par mesures a été introduit par Raussendorf et
Briegel [62]. Ce modèle utilise uniquement des mesures locales (sur un qubit)
mais nécessite une ressource initiale intriquée, en l’occurence un état graphe (dé-
finition 1.1.1). Ce modèle est très prometteur en termes d’implémentation phy-
sique [60, 71]. Afin d’étudier les propriétés de ce modèle de calcul original, un
formalisme dédié, le measurement-calculus [27, 28] a été développé. Ce forma-
lisme a permis de mieux comprendre comment des stratégies spécifiques [25, 51]
dépendant de l’intrication initiale permettent d’obtenir une évolution globalement
déterministe alors que la brique de base du calcul, la mesure, ne l’est pas. Une
séparation en terme de profondeur de calcul a également été mise en évidence
[26] entre calcul par mesures et circuit quantique : le calcul par mesures favorise
la parallélisation des opérations quantiques.

1.4.3 Automates cellulaires quantiques

Les Automates Cellulaires ont été introduits par Von Neumann [70]. Il s’agit
d’une grille de cellules, chacune d’entre elles pouvant être dans un certain état,
pris parmi un nombre fini d’états possibles. La grille entière évolue en pas de
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temps discrets, en itérant une fonction globale G. En plus on demande que ce G
soit shift-invariant (agit partout pareil) et causal (l’information ne peut pas être
transmise plus vite que la vitesse de la lumière). Voir Figure 1.1. Comme il s’agit
d’un modèle de de calcul proche de la physique, Feynman [37], puis Margolus
[49], ont suggéré très tôt dans le développement du calcul quantique qu’il serait
judicieux d’avoir une version quantique de ce modèle : les Automates Cellulaires
Quantiques (QCA). Cela pour deux raisons. Premièrement, parcequ’ils consti-
tuent un cadre naturel pour faire de la simulation quantique [21, 23, 48, 50], dont
on sait qu’elle sera l’une des applications phares du calcul quantique. Deuxième-
ment, car ce sont des architectures avantageuses d’implémentation physique d’un
ordinateur quantique [24, 52, 67, 69] : dans un QCA, le calcul se produit sans
contrôle externe, ce qui élimine une source de bruit. Mais il y a bien d’autres rai-
sons d’étudier les QCA : en tant que modèle de calcul distribué quantique (pour
étudier les problèmes sensibles aux dispositions spatiales) ou comme un outil pri-
vilégié pour comprendre les liens entre enchevêtrement et causalité [12, 13][41].
Enfin il y a aussi la perspective de la physique théorique, où les QCAs sont de
bons candidats pour proposer des modèles jouets quantiques de l’espace-temps.

G

FIGURE 1.1 – Automates Cellulaires Quantiques, en dimensions 2 + 1 (deux di-
mensions d’espace, une de temps).

Un Automate Cellulaire Quantique (QCA) est donc une grille de systèmes
quantiques, chacun de dimension finie. La grille entière évolue en pas de temps
discrets, en itérant un opérateur unitaire global G. On demande encore que ce G
soit shift-invariant (agit partout pareil) et causal (l’information ne peut pas être
transmise plus vite que la vitesse de la lumière). Voir Figure 1.1. Si cette défini-
tion peut sembler naturelle, sa formalisation n’a pas été aisée. Les premières tenta-
tives de formalisation [32, 72][2] se sont avérées briser la causalité [14], et furent
remplacées par une approche plus axiomatique d’une part [64][14, 15, 12, 13] et
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des définitions opérationnelles ad hoc d’autre part, [24, 59, 52, 61, 68, 72]. Dans
[12, 13, 11] nous sommes parvenus à unifier ces approches, en établissant un théo-
rème de portée générale, selon lequel « L’unitarité plus la causalité impliquent la
localisabilité » . Il s’agit d’un théorème de représentation s’appliquant à toute uni-
taire causale, pour la mettre sous forme d’un circuit de profondeur composé de
portes unitaires de locales. Dans [5, 6, 9, 8, 10] nous avons étudié la simulation
intrinsèque des QCA. Autrement dit, nous avons construit des QCA capables de
simuler tous les autres QCA.

1.5 Simulation quantique

Enjeux. Les ordinateurs mettent généralement des jours, voire des mois à simuler
le résultat d’une experience de physique quantique qui, si elle est effectuée sur un
table optique, se produit en un instant. Alors qu’il était confronté à cette situation,
le prix Nobel de physique Richard Feynman une idée à la fois simple et géniale :
ces simulations devraient être faisables plus rapidement par un ordinateur qui ex-
ploiterait lui même les bizarreries de la physique quantique, pour augmenter sa
puissance de calcul. Autrement dit quoi de plus efficace, pour simuler un système
quantique, que d’en utiliser un autre ? Les systèmes quantiques sont, en effet, de
par leur nature, coûteux à représenter classiquement, étant donné que la descrip-
tion de n qubits requière que l’on spécifie 2n nombres complexes. Les calculs, sur
ces données de taille exponientielle, nécessitent donc eux-même en temps expo-
nentiel. Classiquement, on ne peut pas espérer simuler plus de quelques particules.
Pourtant le fait de pouvoir simuler des systèmes quantiques est un enjeu majeur.
En (bio)chimie, physique des particules ou des matériaux, un simulateur quan-
tique permettrait de comprendre des systèmes quantiques qui ne nous sont pas
faciles d’accès, parce qu’on ne les a pas encore fabriqués (synthèse de nouvelles
molécules), ou parce qu’ils sont hors d’atteinte (particules sur l’horizon d’un trou
noir).
La décohérence. Actuellement les physiciens construisent de petits simulateurs
quantiques constitués d’une dizaine de qubits, et parviennent à reproduire des
phénomènes connus. Le principal obstacle, pour passer à l’échelle et envisager les
applications mentionnées, c’est la décohérence. Comme nous l’avons vu, en phy-
sique quantique, l’observation modifie irréversiblement le système, elle le « clas-
sicise » . Donc, tant que le système est petit ses chances de « rester totalement
incognito » , c’est-à-dire de ne pas interagir, même avec un photon de passage,
sont fortes. Il reste alors dans le régime quantique. Un grand système par contre
a nettement moins de chance de rester incognito : il est « observé » par l’environ-
nement avec lequel il interagit. C’est ce qui explique que la physique quantique
reste cantonnée aux petites échelles (particules, atomes). Néanmoins, même en



1.5. Simulation quantique 21

présence de décohérence, la simulation quantique peut rester utile. En effet, les
systèmes que l’on souhaite simuler pour des applications comme la chimie quan-
tique, biochimie, la synthèse de nouvelles molécules, les nanotechnologies etc.
sont tous de relativement grande taille, en ce sens qu’ils sont eux-même soumis
à la décohérence. Un exemple célèbre est celui du transport de l’énergie lors de
la photosynthèse des plantes, qui est de nature mi-quantique, mi-classique. Bref,
si l’on veut simuler un système quantique imparfait, nul besoin d’attendre l’ordi-
nateur quantique parfait. L’implémentation expérimentale de la simulation quan-
tique a d’ailleurs déjà commencé.
Expériences. Décrivons trois manipulations expérimentales, parmi de nombreuses
autres, mais dont les performances laissent entrevoir le futur de la simulation.

— Les trappes d’ions sont apparues il y a une dizaine d’années. Dans ces
manipulations, une dizaine d’ions sont piégés dans un champ électroma-
gnétique et manipulés par des lasers. Les trappes d’ions permettent de
simuler l’équation de Dirac qui gouverne les électrons et d’y constater,
par exemple, la manière dont ils oscillent (phńomène dit du Zitterbewe-
gung [39]). Récemment des propositions d’expériences sur trappes d’ion
ont été formulées qui visent à simuler des versions discrétisées du modèle
standard de la physique des particules.

— Les circuits optiques intégrés sont des gravures 3D de guides optiques qui
conduisent des photons, comme de la fibre optique. Quand deux guides
sont proches les photons peuvent sauter d’un guide à l’autre par effet
tunnel. On pense à ces sauts comme au mouvement de la particule que
l’on modélise. Ce système permet apparemment de faire de l’« échan-
tillonnage de boson », c’est-à-dire de générer une certaine distribution de
probabilité dont on peut prouver qu’elle ne suarait être générée efficace-
ment de manière classique. La difficulté, c’est que l’on a pas vraiment
de moyen de contrôler qu’il s’agit bien là d’une distribution issue de
l’échantillonnage de boson — puis que c’est trop long à vérifier classi-
quement.

— Les réseaux optiques permettent de manipuler très précisément les
atomes. Un atome placé sur un tel réseau est prisonnier dans des puits
de potentiel (on dit qu’il est « froid » ), et manipulé à l’aide de lasers. On
peut ensuite déplacer l’atome dans une superposition de directions : à la
fois vers la gauche et vers la droite. Cette technique a permis de simuler
une particule chargée dans un champs électrique [38]. Dans le futur elle
devrait permettre de simuler des particules quantiques en interactions.

Aspects théoriques. Au-delà de ces défis expérimentaux il y a de nombreux défis
théoriques. En effet, toute simulation, même classique, d’un système physique,
sur un ordinateur, nécessite une modélisation, c’est-à-dire qu’il faut parvenir à
représenter les états du système par une suite de bits, et représenter l’évolution
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de ce système par un algorithme. Très fréquemment on modélise le système à
l’aide d’un automate cellulaire : un modèle où le temps et l’espace sont discrets
(l’espace est découpé en cellules, et l’on saute du temps t au temps t+1). L’état
de chaque cellule au temps suivant est alors calculé via une règle locale qui prend
comme argument l’état actuel de la cellule et celui de ces voisines. Maintenant
que l’on cherche à modéliser les systèmes quantiques, les mêmes problématiques
émergent : quels sont les systèmes quantiques qui se prêtent à une modélisation
discrète ? Est-ce que tous peuvent être simulés par des modèles de type automates
cellulaires quantiques ? Actuellement nous avons par exemple mis au point les
premiers algorithme de simulation d’un fermion sans masse à l’approche d’un
trou noir [31, 4]. Prenons maintenant un exemple concret de modélisation d’un
système physique par un algorithme quantique apparenté à un automate cellulaire :
une marche quantique.

Exemple de simulation par une marche quantique

Nous allons expliquer comment simuler, avec une marche quantique, le com-
portement d’un électron, en 1 + 1 dimensions (une dimension d’espace, une di-
mension de temps). Les électrons se déplacent selon l’équation de Dirac :

@t = �imX � Z@x , (1.1)

avec @y la dérivée partielle selon y, m la masse et  =  (t, x) sa fonction
d’onde en espace-temps, de R1+1 vers C2. Voici comment interpréter une fonc-
tion d’onde :  (x, t) est un vecteur de nombres complexes (↵(x, t) �(x, t))T .
Le nombre complex ↵(x, t) est l’amplitude quantique pour que la particule se
trouve au lieu x au temps t et qu’elle soit sur le point de partir vers la droite. Idem
pour la gauche, avec �. Ce formalisme, des fonctions d’onde, est le plus courant
chez les physiciens, puisqu’ils étudient le plus souvent des espace-temps continus.
Il est donc un peu différent du formalisme des kets, bras et qubits que nous avons
vu jusqu’alors. Mais, pour faire le lien, il suffit d’imaginer une fonction d’onde
discrétisée par pas de " à un temps donné, donc une fonction  de "Z vers C2.
 (x) est donc un vecteur de nombres complexes (↵(x) �(x))T . Maintenant, en
termes de kets et de bras, et comme nous ne considérons ici qu’une particule, mais
qui peut-être dans deux états internes possibles (disons |ui quand elle est sur le
point d’aller à droite, et |di quand elle est sur le point d’aller à gauche), les états
de base possibles sont de la forme |. . . 00u00 . . .i, |. . . 00d00 . . .i, |. . . 000u0 . . .i,
etc. Un état général du système, | i, est donc donné par une superposition de ces
états de base, et dont les amplitudes sont donnnées par la fonction d’onde  . Par
exemple, si l’on superposait les trois états de base ci-dessus avec différentes am-
plitudes ↵(3), �(3), ↵(4), on obtiendrait

| i = ↵(3) |. . . 00u00 . . .i+ �(3) |. . . 00u00 . . .i+ ↵(4) |. . . 000u0 . . .i .
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C
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 �(r, l + ")
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✓
 +(r, l)
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◆
=

(a) Chaque point blanc (gauche) représente le circuit correspondant (droite).

 (r, l)

 (r, l + ")  (r + ", l)

(b) Une fonction d’onde  en espace-temps en
coordonnées lumière. Le temps s’écoule vers le
haut.

C C
 (r, l)

 +(r + ", l) �(r, l + ")

 (r, l)

C
 (r, l + ")

C
 (r + ", l)

(c) Une représentation explicite, sous forme de
circuit, de la relation entre les vecteurs à chaque
points. La matrice C est appliquée à chaque
vecteur d’entrée, tandis que les lignes propagent
chaque composante du vecteur de sortie à la vi-
tesse de la lumière.

FIGURE 1.2 – Marche quantique pour l’équation de Dirac.

C’est donc ainsi qu’il faut comprendre les fonctions d’ondes  : elles fournissent
les amplitudes de superposition des cas de base qui composent | i.

Effectuons le changement de coordonnées r = (t + x)/2 et l = (t � x)/2.
C’est ce qu’on appelle les coordonnées « lumière » , car les lignes à r constant ne
sont autres que les trajectoires des photons lancés vers la gauche, et réciproque-
ment. Redéfinissons la fonction d’onde :  (r + l, r � l) !  (r, l). Alors l’Eq.
(1.1) devient

✓
@r 0

0 @l

◆
 = �imX . (1.2)

On note e"@µ la translation par " selon l’axe µ (avec µ = 0, 1), i.e.
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(e"@µ )(xµ) =  (xµ + "). Cette notation est justifiée par la définition de l’ex-
ponentielle en tant que série de Taylor. Il est clair que (e"@µ ) =  + "@µ .

En utilisant le développement au premier ordre de l’exponentielle, on obtient
que la fonction d’onde est une  est solution de l’équation de Dirac equation si et
seulement si, quand "! 0,

✓
e"@r 0

0 e"@l

◆
 =

✓
Id+

✓
"@r 0

0 "@l

◆◆
 +O("2)

= (Id�im"X) +O("2). (1.3)

De façon équivalente si on denote  = ( +, �)
T, alors  est solution de

l’équation de Dirac equation si et seulement si, au premier ordre en " et quand
"! 0,

 +(r + ", l) =  +(r, l)� im" �(r, l)

and  �(r, l + ") =  �(r, l)� im" +(r, l). (1.4)

Si maintenant " est considéré comme fixe, et  est une fonction d’onde de ("Z)2
vers C2, alors Eq. (1.4) est un simple schéma aux différences finies pour l’équation
de Dirac. On peut le voir comme un système dynamique illustré en Fig. 1.2 avec :

C =

✓
1 �i"m

�i"m 1

◆
. (1.5)

Mais nous aurions pu faire un petit bout de chemin supplémentaire à partir
de Eq. (1.3). En effet, en reconnaissant dans le membre droit une expansion au
premier ordre d’une exponentielle, on obtient :

✓
e"@r 0

0 e"@l

◆
 = e�im"X +O("2). (1.6)

De fait,  est solution de l’équation de Dirac equation si et seulement si,
quand " ! 0, l’Eq. (1.6) est satisfaite. Si une fois de plus on considère " comme
fixé, alors l’Eq. (1.6) definit une Marque Quantique pour l’équation de Dirac (Di-
rac QW) [66, 21, 50, 22, 7]. C’est en effet un système dynamique, illustré encore
en Fig. 1.2 mais cette fois avec :

C = e�im"X
=

✓
cos("m) �i sin("m)

�i sin("m) cos("m)

◆
, (1.7)

qui est exactement unitaire, à tous les ordres de ".
De retour en coordonnées (t, x), la marche de quantique de Dirac est donnée

par  (t + ", x) = TC (t, x), avec T = e�"@
x

�3 l’ opération de shift partiel. Ce
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W = TC est appelé « opérateur de la marche » : il est shift-invariant et unitaire.
C est appelé « opérateur de pièce » : il agit sur le degré de liberté interne H ⇠

=

C2.
Au global les composantes du vecteur sont donc « mélangées » par l’opérateur de
pièce, puis la composante du haut bouge à droite à la vitesse de la lumière, et la
composante de bas bouge à gauche à la vitesse de la lumière.

Pourquoi préférer la marche quantique, obtenue dans un second temps, au
schéma aux différences finies obtenu en premier lieu ? Parceque le schéma aux dif-
férences finies n’est pas « physique » : il n’est pas unitaire, les nombres que l’on
y fait évoluer représentent certes des approximations d’amplitudes quantiques,
mais ne peuvent pas être implémentées comme tels. A l’inverse, la marche quan-
tique est unitaire, il s’agit donc d’une évolution physique réaliste. On peut donc
implémenter cette évolution sur un système quantique dont les amplitudes de su-
perpositions sont les nombres que l’on fait évoluer. Autrement dit la marche quan-
tique est un algorithme de simulation quantique valable pour simuler l’électron sur
un simulateur quantique. Par ailleurs, la marche quantique peut donc prétendre à
être un modèle « jouet » valable du comportement de l’électron : une explication
espace-temps discrets valable pour son comportement.

Conclusion. Le domaine de la simulation quantique est entré dans une phase fasci-
nante, phase où les théoriciens parviennent à modéliser toujours plus de physique
quantique, et les expérimentateurs parviennent à implémenter ces modèles avec
toujours plus de succès. Reste encore à passer à l’échelle, à parvenir à des simula-
teurs avec 100 ou 1000 qubits, et faire en sorte que la décohérence, inévitable dans
l’état actuel de nos capacités techniques, soit utilisée pour émuler la décohérence
qui a lieu dans le système à simuler. A plus long terme, un simulateur quantique
universel permettrait, avec une seule machine physique, de simuler tout système
quantique, et donc de remplacer bon nombre d’expériences coûteuses par un seul
dispositif.
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