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Resumen

El area de los lenguajes de programacién cuanticos se ha venido desarrollando a una gran
velocidad[15, 23]. En particular, se han definido varias extensiones al Lambda Célculo que
proveen la sintaxis y seméantica necesarias para modelar algoritmos cuanticos.

Uno de los trabajos més influyentes en este sentido es el A\, de André van Tonder[28].
Este es un Lambda Calculo, definido mediante su seméantica operacional, para computos
puramente cuanticos: la medicion no es parte del célculo.

La intencién del presente trabajo es agregar mediciéon al \,, para lo cual se recurre a
algunas herramientas del Lambda Caélculo probabilistico definido por Di Pierro, Hanking y
Wiklicky en [12]. Ademas, siguiendo la linea de trabajo de van Tonder, se conserva la sintaxis
para la l6gica lineal de Philip Wadler[30].

En el Capitulo 1 se introduce un breve estado del arte, planteando los objetivos del
presente trabajo.

En el Capitulo 2 se presentan los conceptos basicos de la Computacién Cuédntica y ejem-
plos necesarios para la comprensiéon de este trabajo.

En el Capitulo 3 se desarrolla el modelo de Calculo )\, de van Tonder y se presenta una
breve discusion sobre las implicancias del hecho de que la medicién cuantica no sea parte del
célculo. Para ello, se recurre al ejemplo del algoritmo de Teleportacién[9], en el cual se debe
diferir la medicion.

En el Capitulo 4 se desarrollan las modificaciones necesarias al A\, para que éste incluya
la medicion, y se vuelve a introducir el ejemplo de Teleportacion a fin de resaltar la utilidad
de los cambios propuestos.

Por 1ltimo, en el Capitulo 5 se introduce una breve discusiéon sobre los resultados obte-
nidos y se plantean algunos interrogantes abiertos para trabajos futuros.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes y estado del arte

Se podria considerar que el area de los lenguajes de programacién cuanticos empezd en
1996, con los aportes de Gregory Baker[7], quien desarrollé un lenguaje imperativo de simu-
lacién cudntica, y Emanuel Knill[18], quien brindé los lineamientos para un pseudocédigo
cuantico. En el mismo afio, pero desde un punto de vista funcional, Philip Maymin[20]
realizo la primera extensién al A-célculo para incluir fenémenos cudnticos. Si bien los len-
guajes mencionados no son completos, contienen las ideas esenciales utilizadas en desarrollos
posteriores, como el uso de la logica lineal.

A partir de 2001 comienzan a producirse en esta area gran cantidad de trabajos, sobre
todo, desde el paradigma funcional[28, 24, 5, 27, 2, 6, 3, 25, 16, 4, 29].

Uno de los trabajos mas influyentes desde el punto de vista del A-calculo es el de André van
Tonder[28, 29], el cual, al ser no tipado, permanece simple. Si bien su desarrollo es muy
completo, no incluye la operacién medicién en el calculo (ver discusién en Seccién 3.8).

Benoit Valiron[27], en un principio, y luego junto a Peter Selinger[25], agregaron medicién
a este calculo definiendo un lenguaje de programacion funcional cuantico, basandose en una
idea previa de Selinger[24] de tener un control clédsico y datos cudnticos.

Por otro lado, Pablo Arrighi y Gilles Dowek[5, 6] también definieron un A-célculo, pero
basado en algebra lineal, y realizaron una discusion sobre la relacion existente entre el algebra
lineal y la logica lineal.

Thorsten Altenkirch y Jonathan Grattage, siguiendo la linea de Selinger[24], definieron
el QMLI2, 3, 16], un lenguaje funcional pero con control y datos cuanticos. Ademads, junto
a Juliana Vizzotto y Amr Sabry[4] desarrollaron una teoria ecuacional que, tal como lo hizo
previamente van Tonder[28], no incluye la operacién medicién.

Para una revision mas exhaustiva acerca de los distintos desarrollos de lenguajes de
programacion, tanto funcionales como imperativos, se recomienda la lectura de [15] y [23].

1



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.2. Descripcion de los objetivos

El objetivo principal de este trabajo es dotar al A-calculo de André van Tonder de la
operacion medicién. A diferencia de los trabajos de Selinger y Valiron, la idea es hacerlo
mediante un A-célculo lineal puramente cuantico, con reglas de transicién probabilisticas y
no tipado, manteniendo asi la simplicidad del calculo.



Capitulo 2

Computacion Cuantica

2.1. Introducciéon

La Computacion Cuantica, desde un punto de vista algoritmico, plantea un nuevo modelo
de Computacion. Este modelo incorpora nuevas formas de pensar los algoritmos. Conceptos
claves para ello son el enredo cuantico, el paralelismo, la medicion y el teorema de no-cloning,
los cuales no tienen analogia con ningin concepto césico.

Esta rama de las Ciencias de la Computacién tiene su origen en la fisica, y mas pre-
cisamente en el fisico estadounidense Richard Feynman, quien plante6 la crucial pregunta
sPodriamos construir una nueva clase de computadora que imite cualquier sistema cudntico
del mundo real?[10]. Este interrogante, lejos de ser una solucién, abre las puertas de con-
ceptos nunca antes concebidos. ;Qué ganancia se lograria si las computadoras fuesen regidas
por las leyes de la mecéanica cuantica?.

Simplificando un poco los conceptos, podemos pensar a una computadora cudntica como
una maquina para automatizar experimentos de la mecanica cuantica. De esta manera no
estarfamos simulando la realidad, sino que tendriamos una méaquina de propoésito general
que lleve a cabo los experimentos.

Volviendo a las Ciencias de la Computacién, fueron el algoritmo de Lov Grover[17] y el
algoritmo de Peter Shor[26] los cuales despertaron el gran interés desde esta ciencia por la
computacién cuantica. El primero es un algoritmo de biisqueda sobre registros desordenados,
el cual provee una ganancia cuadratica de complejidad temporal frente a cualquier algoritmo
conocido. El segundo es un algoritmo para factorizar niimeros, con una ganancia exponencial.
Este ultimo generd el interés de los departamentos de defensa de las grandes potencias
mundiales, ya que contar con una computadora cuantica que pueda llevar a cabo dicha
hazana en un corto tiempo implicaria la ruptura de los sistemas criptograficos mas seguros
que existen en la actualidad. Esto causé una gran inversiéon monetaria, piblica y privada,
hacia la investigacion en el area.

En las siguientes secciones brindamos las definiciones matematicas de este modelo compu-



CAPITULO 2. COMPUTACION CUANTICA

tacional, y algunos ejemplos de algoritmos que ayudan a entender los principales conceptos.

2.2. Conceptos previos

En esta seccién damos los conceptos matematicos y la notacién necesarios para el resto
del capitulo.

2.2.1. Espacio de Hilbert

Definicién 2.1 Sea E un espacio lineal sobre K. Un producto interno definido sobre E es
una aplicacion (,) : E x E — K que verifica ser:

= Definida positiva:
(r,z) >0,Vr e E A (z,2) =04z =0g.

s Lineal por derecha:
(2, Ar + py) = Mz, 2) + pu(z,9),Vo,y, 2 € E,VA, p € K.

n Hermitica:
(z,y) = (y,2),Vz,y € E.

Nota 2.2 Una consecuencia directa de la Linealidad por derecha y Hermeticidad es la An-
tilinealidad por izquierda:
(Ar 4 py, 2) = Mz, 2) + Ty, 2),Vr,y, 2 € E,VA, p e K.

Definicién 2.3 Un espacio lineal sobre K con producto interno es un espacio pre-Hilbert

Nota 2.4 Todo espacio pre-Hilbert es un espacio lineal normado, con la norma ||z| =

VA{(z, x).

Definicién 2.5 Sea X,, una sucesion de vectores de un espacio V.

Si || Xy — Xm|| — 0 cuando k,m — oo, entonces la sucesion X,, es una sucesién de
Cauchy.

O lo que es lo mismo: si Ye > 0,AN € N/ si k,m > N, || Xx — Xl < € entonces la
sucesion X, es una sucesion de Cauchy.

Nota 2.6 Observaciones:

= Fsto quiere decir que se puede hacer distar entre si los términos tan poco como se
quiera.

» Toda sucesion convergente es de Cauchy (pero no a la inversa).



2.2. CONCEPTOS PREVIOS

Ejemplo 2.7 Una sucesion de Cauchy no convergente:
Sea F' el espacio vectorial de funciones reales continuas en [0,1] con producto interno
definido como:

(f.g) = / f(2)g(x)de,

y sea la sucesion {f,} con

1 SiOSxS%
fald) =4 1—(@—3n sit<z<i+l
0 sil+l<e<l

{fn} es una sucesion de Cauchy, ya que

||fn - fm”2 = <fn - fmafn - fm> =

1 brmar(d )
= [ 100 s P = | |G = Jo)0) P <=,

2

pero { f,} no converge, ya que cuando n — oo, esta sucesion tiende a una funcion discontinua
(y el espacio F' es el espacio de funciones reales continuas en [0,1]).

Definicién 2.8 V' es completo para la norma || - ||, si y solo si toda sucesion de Cauchy
converge.

Definicién 2.9 Un espacio pre-Hilbert completo en su norma se denomina espacio de Hil-
bert.

2.2.2. Productos tensoriales

Definicién 2.10 FEl producto tensorial de dos matrices, P de orden n X m y ) de orden
k x 1, se define como la matriz

@ .. pim@
PeQ= : :
ple s pan

Nota 2.11 En particular, tomando las matrices P de orden n x 1 y ) de orden k x 1, se
obtiene el producto tensorial entre vectores.
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Ejemplo 2.12

q11
P11 :
qik
PRQ= :
qi1
Dim :
qik

Definicién 2.13 El producto tensorial de espacios vectoriales, E' y F', se define como sigue.

Sea By = {€;}i=1,.. aimp) una base de E, y By = {f;} =1, dim(r) una base de F'. Entonces,
el congunto {e; ® fj}i:l’m,dim(E)’j:L._.’dim(F) es una nueva base, y el espacio generado por ella
es el espacio B ® F.

En simbolos: £(B1 ® By) = E® F.

Ejemplo 2.14 Sea By = {vy,v2} y By = {uy,u1}, entonces
By ® By = {v1 @ u1,v1 ® ug, v ® Uy, V3 @ Us}.

Proposiciéon 2.15 FExisten vectores de E® F que no son producto tensorial de un vector de
E y uno de F.
Demostracion: Sea

con a, 3 # 0.

Do o0

Supongamos que existen dos vectores, tales que el producto tensorial es igual a v, entonces:

ac o) ac =«
a ® c\ | ad | | O N ad =0
b d) | bec ] | O bc=0
bd I} bd = (3
y este sistema no tiene solucion. 0

2.2.3. Notacion de Dirac

Esta notacién, introducida por Paul Dirac[14], nos permite identificar los vectores de una
manera concisa.

Llamamos ket a un vector columna 1 y lo notamos con [¢), y llamamos bra a su trans-
puesto conjugado y lo notamos por (1].



2.2. CONCEPTOS PREVIOS

Ejemplo 2.16 Sean

Entonces, se puede considerar las combinaciones lineales de |0) y |1) de la siguiente

manera; esoa( ) (D) (3)

En general, se pueden definir cosas como

) y |—>=¢%(\0>—|1>)=(_7%> ,

y dado que estos son dos vectores ortogonales (por ende, forman base), también se puede
escribir cualquier vector como combinacién lineal de |[+) y |—).

£
Il
sk
=
+
=
Il
VN
S-S

Ejemplo 2.17
o} 1 1
(5)=alo+51) =+ 84+ S5 H1-).

Nota 2.18 Se considerard de aqui en mas, excepto que se indique lo contrario, el espacio
complejo de dimension N, CV.

Nota 2.19 La notacion admite diferentes maneras de representar un mismo ket. Por ejem-
plo [Ny 4+ Aatbe) se puede escribir también como Ay [11) + g |)9).

Definicién 2.20 Sean
a 51
)y =1 yloy=1| :

aN By
Llamamos braket a la siguiente operacion
B

Wlo) = (af,...,ax)| + | =acC.
Bn
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Proposicién 2.21 La operacion braket define un producto interno en el espacio de Hilbert
CN.
Demostracion: Definida positiva:

(Wly) = Z|ozz > 0.

Lineal por derecha:

(VM1 + Aatp2) = A (W|d1) + Ao (V| h2).

Antilineal por izquierda:

(AMth1 + Aatha|@) = AT (¥01]8) + A5(1ald).

Hermitica:
(Ylo) = {olv)".
O

Definicién 2.22 Dado un conjunto B = {|u;)}n, se dice que B es una base ortonormal de
CV sii

(ugluj) = 0y

Vo e CV; (z|u;) =0, i=1,2,...,N =2 =0.

De esta definicién se concluye que todo Ket [¢)) se puede expresar como

N
= Z a; ’ul>>
=1

donde a; = (u;|¢)) € C, ya que
N
(w;|) = (u; a;lu a; (u;|lu;) = a;.
| |Zj|j ;xém
ij

Definicién 2.23 Toda base ortonormal B = {|w;)} N cumple con la siguiente condicién de

clausura:
N
> ) (| =1,
i=1
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ya que

(é‘“” <ui|> [¥) = <2i: i) ( ) (Z% i) >

N
= Z aj|u;) uz|u] = Zai ui) = [¥) .

2,7=1 =1

Ademas, a todo Bra (¢| lo podemos escribir como

N
= Z b: <ul‘>
=1

donde b = (¢|u;) € C, ya que

— (4] [Z s <uz~|] = 3 (Gl (] = b = {dlus).
=1 i=1

I

De aqui en més, nos referiremos sélo a los vectores normalizados (con norma 1) de CV.

Esto es
1= [lp)* = (lp) = <Za u]\) (Za |ui>> —

=1

Zaaz u]|uZ Z|azlz—1

3,7=1

2.2.4. Representacion de Operadores

Un operador A es una matriz de la forma

D i) Gl | A D fug) (gl | =
i=1 =

—_—

I I
N 2 N
—~
Dl il Alfuy) (i = g |us) (g,
=1 irj=1
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entonces, los elementos de la matriz de A son (a;;)n.

Veamos esto aplicando el operador A a un Ket |¢)) cualquiera:

Aly) = (Z% ;) uj|> (Zakyuk>:

7,7=1

Z agiar |[u;) uj|uk Z Qi [u;),

3,5,k=1 3,7=1

entonces, las componentes del vector A W}, son

N
bi: E ozijaj.
Jj=1

Viendo esto en notaciéon matricial, se tiene:

ay
an
N
a1 Ce o N Zj:l aljaj
N
ani - any > anja;

Definicién 2.24 El adjunto de un operador A, que se nota por A', se define de la siguiente
manera:

(@l A" = (Y] ATg) .
Nota 2.25 Recordando que oy; = (u;| Alu;), se deduce que las componentes de AT son
o = (uj| Alug)™ = (u;] AT |uy) .
s A= (AT
Propiedades 1 Sean A y B operadores de CN, A € C y |¢) € CV. Entonces
- (4N =4,
= (A+B)' = Al + BT,
n (MA)T = 246

10



2.2. CONCEPTOS PREVIOS

= (AB)' = BfAl y
= (Ag] = (g A".

Definicién 2.26 Al operador P = |¢) (¢| se le llama proyector simple, ya que proyecta
ortogonalmente un Ket |¢) cualquiera sobre el Ket |¢).
O sea,

PI) =16) ($l1) = ;16).

CjE(C
Definicién 2.27 El operador A de dice hermitico si y sélo si A = AT,

Nota 2.28 Si un operador es hermitico, su diagonal debe ser real, ya que ci;; = aj; = au =

*
aZZ .

Definicién 2.29 FEl operador U se dice unitario si y sélo si UTU = I, o lo que es lo mismo,
si At = A1

Propiedades 2 Para cualquier operador unitario U wale lo siguiente:

» U preserva el producto interno. Esto es

(UlUw) = (6| UTU 1) = (9lv).

1

» U™ es unitario.

w Si{|1;) v es base ortonormal, entonces {U |¢;)} N también lo es.

Definicién 2.30 Un conjunto de matrices {M;}y se dice que es un operador de medicién
si satisface que

k
Z M;M,"=1.
=1

Definicién 2.31 Se dice que un sistema representado por un Ket |¢) evoluciona de dos
maneras posibles:

» Por la aplicacion de un operador unitario y hermitico U: |¢) N 1Y) (O lo que es

equivalente 1) = U |9)).

11



CAPITULO 2. COMPUTACION CUANTICA

= Por la aplicacion de un operador de medicion de la siguiente manera:

¢y gy,

donde
M; |p)

ol M6y

No se puede saber qué M; se va a aplicar, solo se conoce su probabilidad, que viene
dada por la siguiente ley:

) =

para algun 1 <1 < k.

p(i) = (¢8| Mi*M; |¢) ,
donde p(i) denota la probabilidad que se aplique la matriz M;.

Ejemplo 2.32 Sea el siguiente operador medicion:

m=0i= (g o) v m=wa=(g 7).

Notar que MoM," + M M," = My+ M, =I. . {My, M} es un operador de medicion.
Cabe destacar que en este caso My y My son proyectores simples.

Sea |1p) = a|0) + 3 |1). Entonces, la probabilidad de que al realizar la medicion se aplique
My es

p(0) = (Y] My' My 1)) = (" (0] + 3* [1)) Mo (et |0) + 3 ]1))

10) (| l0) 0
= |a|? (0| M, |0 *B{0| My |1 (1| My |0 20| My 1) = |af?
= |a|” (0] Mo |0) +a” 3 (0| My [1) +a 3" (1] My |0) +|5]* (1] Mo 1) = |a]”.

Andlogamente

p(1) = (| MM [v) = |BP.

Notar que, dado que el vector esta normalizado, se cumple lo siguiente

p(0) +p(1) = |of + B = 1.

St se aplico My, el sistema evoluciona al siguiente estado:

Mol)  _Mol¥) _ o,
Sy VPO Tl

12
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el cual estd normalizado, ya que

Andlogamente si se aplico My, el sistema evoluciona a

Mily) B
p(1) A -

2.3. Qubits

Definicién 2.33 Un qubit o bit cudntico es un vector con norma 1 del espacio de Hilbert
C2.

Considerando la base {|0),|1)} de C?, cualquier qubit puede escribirse como
) = al0) + 1),
donde |a]? + B> = 1.
Definicién 2.34 Un sistema de N-qubits es un vector con norma 1 del espacio ®f\i1 C2.

Nota 2.35 La base candnica del espacio ®f\il C? es

{10...00Y,10...01) ..., |1... 11} = {|i) bico..av

Definicién 2.36 Un algoritmo cuantico consiste en la evolucion de un sistema representado
por N-qubits.

Definicién 2.37 A los operadores unitarios hermiticos se los llama compuertas cuanticas.

Las compuertas cuanticas mas importantes, por su utilidad en el diseno de algoritmos,
son las siguientes:

= Compuerta Hadamard o H:

(10) +11))

H|0) = ' . (11
oy e B (1)

HI1) =

Sl

13



CAPITULO 2. COMPUTACION CUANTICA

La identidad o I:

110) = 10) (10
) = 1) donde: I_(O 1).

La negacion o X:

X |0) = |1) ‘ (01
X11) = [0) donde: X( 0>.

El cambio de fase o Z:

Z|0) = |0) . (1 0
Z1) = —|1) donde: Z = 0 —1 .
La Controlled-Not o CNOT:

CNOT |0z) = |0x)
CNOT |1z) = |1) ® X |z)

I 0
donde: CNOT:(O X)'

En particular, a las matrices I, X, iXZ y Z se las llaman matrices de Pauli.

2.4. Teorema de No-Cloning

Un teorema de suma importancia en la Computacién Cuéantica es el Teorema de No-
Cloning[31]. Se d4 una explicaciéon matematica del teorema y en la siguiente subseccién se
discuten sus implicaciones.

Teorema 2.38 No existe U, operador unitario y hermitico, tal que para algin |p) € CN y
V|¢) € CN se cumpla que
Ulbe) = [49) .
O

Antes de proceder a demostrar este teorema, se enuncia una propiedad del producto
interno braket:

Propiedades 3
(abled) = (a|c)(b|d) Va,b,c,d € CV.

Demostracion:

(abled) = Za cZZb*d = (ale)(b|d) Ya,b,c,d € CV.

=1

14



2.4. TEOREMA DE NO-CLONING

Utilizando esta propiedad, se puede llevar a cabo la demostracion del teorema:
Demostracion del Teorema de No-Cloning

Supongase que existe tal operacion U, de la cual se habla en el teorema. Entonces, dados
cualesquiera |¢) , |¢) € CV, se cumple

Ule) = i)
y Ulge) = [¢9).
Esto significa que se debe cumplir la siguiente igualdad

({UyplUgp) = (Yi]o0) .
M @)

Pero

(1) = (Uyp|Udp) = (| UTU |pp) = (p|dp) = <¢|¢><£L@ = (|8),

1

y
(2) = (Wvlog) = (ulog) = (VIe)(Wlo) = (¥]¢)*.
L (18) = (W16) = { =
Este producto no puede ser 0, ya que |¢)) y |¢) son dos Kets cualesquiera y tampoco 1,
ya que eso significaria que son iguales. 0

2.4.1. Implicaciones

El teorema de No-Cloning tiene una implicacién muy fuerte: Asegura que no existe una
maquina genérica que nos permita copiar cualquier qubit dado.

Esto, sumado a la medicién cuantica, implica que si se tiene un qubit cualquiera, luego
de medirlo se perderd definitivamente parte de la informacion que éste contenia, ya que la
medicion cambia el estado del qubit y no existe manera de clonarlo previamente.

15



CAPITULO 2. COMPUTACION CUANTICA

2.5. Circuitos cuanticos

Los circuitos cudnticos son representaciones graficas de los algoritmos cuanticos. Por
ejemplo, un algoritmo que recibe como entrada dos qubits, aplica una compuerta Hadamard
al primero y luego un CNOT entre el primero y el segundo, se representa por

|0) b—_

0) ——a—

Los circuitos se leen de izquierda a derecha. Cada linea representa una conexion en el
circuito. La compuerta Hadamard se ha representado con un cuadrado con una H dentro y
el CNOT, tiene un punto en el qubit de control y una cruz en el target.

2.6. Enredo cuantico

Definicién 2.39 Un qubit enredado o entangled es un qubit con dim > 2, el cual no es
producto tensorial de qubits de menor dimension.

A los estados enredados también se les llama estados EPR debido a la paradoja planteada
por Einstein, Podolsky y Rosen[13]. Dicha paradoja dice que si se tiene un par enredado,
por mas lejano que estén fisicamente un qubit del otro, al efectuar una medicién sobre uno
de ellos, el otro qubit también se vera afectado.

Esto se puede apreciar mejor con un pequeno ejemplo.
Ejemplo 2.40 Sea el operador medicion M = {My, M}, donde

My = |0) (0]
y My = |1) (1]

Aplicando este operador al primer qubit del estado oy = \%(\O@ + [11)) ocurre lo si-
guiente:

Si se aplica My (el cual lo expresamos como My ® I para que se aplique My al primer
qubit y la identidad al sequndo), el estado resultante serd

(Mo ® I)Boo
p(0)

16



2.6. ENREDO CUANTICO

_ (100) (00] + [01) {01]) 5 (00) + [11))
\/%g(<00|+<11|)(|00><00|+|01><01|) (100) +[11))

~ 25(000) (00joo))
\/ 1(00]00) (00]00)

Andlogamente, si se aplica My al primer qubit se obtendrd |11).

Como se puede apreciar, si el primer qubit del par evoluciona mediante una medicion, el
sequndo también lo hace, aun cuando no se realiza medicion sobre dicho qubit.

2.6.1. Estados de Bell

Sea el siguiente circuito cuantico
2) {H——

ly) ———b—

ﬁxy

Si en la entrada del circuito se ingresan qubits definidos (i.e. qubits pertenecientes a la
base), ocurre lo siguiente:

= [00) 1
H(1) _ L
o0y 7<ro> 1)[0) =~ (100) + 10))
oL 7 (100} + [11)) = Boo-
1) 24 7<|o> 1)) [1) = 7<|01>+|11>>
ONT() 7 (J01) + [10)) = Bor-
110) ™0 L 0y — 1)) 10) = —= (J00) — [10))
NG V2
oNoTRL 7 (J00) — [11)) = Bro.

17



CAPITULO 2. COMPUTACION CUANTICA

H(1) 1 _i _
11) —>ﬁ(|0>—|1>)|1>— 5 (101) = [11))

cNoT(12) 1
— " —(|01) — |10)) = P11.
5 (01) ~[10)) = 61,

A estos cuatro estados se los llama FEstados de Bell, los cuales son estados enredados de

c*.

Nota 2.41 ﬁoo = (X X I)/601 = (Z X I)ﬁlo = (XZ (29 [)ﬁll-

2.7. Teleportaciéon Cuantica

El objetivo de este algoritmo, desarrollado por Bennett et. al.[9], es transmitir un qubit
entre un emisor y un receptor mediante el envio de dos bits clésicos. Historicamente se llama
Alice al emisor y Bob al receptor.

Los pasos a seguir por Alice y Bob son los siguientes.
Paso 1. Alice y Bob preparan un estado [y.
Paso 2. Alice se queda con el primer qubit del par y Bob se lleva el segundo.
Paso 3. Alice aplica CNOT entre el qubit a transmitir y el primero del par (yg.

Paso 4. Alice aplica Hadamard al primero de sus dos qubits, luego realiza una medicién
sobre ambos y envia el resultado de la medicién (los cuales pueden encodearse mediante
2 bits clésicos) a Bob.

Paso 5. Bob aplica una transformacion sobre su qubit, de acuerdo a los bits recibidos,
basandose en la siguiente tabla

Bits recibidos | 00 | 01 | 10 | 11
Compuerta a aplicar | I | X | Z | ZX

El circuito completo queda de la siguiente manera

18



2.8. PARALELISMO CUANTICO

donde [1)) es el qubit a teleportar.

Veamos, sea |¢) = «|0) + F]1), entonces

1
16) ® oo = (]0) + A1) (ﬁuom n \n>>)
- % (a[0) (100) + [11)) + /[1) (J00) + [11))
ONILL % (@ [0) (|00) + [11)) + B[1) (]10) + |01)))
2y 1 (ai<|o> ©1))(00) + [11)) + B (10) — [1))(]10) + |01>>)
Z\"V2 NG

[100) (a[0) + 3[1))
+101) (e [1) + 510))
+[10) («]0) = £[1))
+[11) (a[1) = 510))]

N —

_1 - ba r7b1
=5 Zo|b1b2> (X2 ).

brba= 3¢ qubit

Por lo tanto, aplicando Z% X2 Bob obtendr4 el estado original |¢).

Nota 2.42 Para escribir la compuerta como dos compuertas, se debe hacer
como . ya que primero se aplicard la matriz X y luego Z°'.

2.8. Paralelismo Cuantico

2.8.1. Introduccion

Consideremos una funcién f : {0,1} — {0,1}. Si en una computadora clésica se quiere
evaluar esta funcion. se debe hacer el calculo para todas las entradas posibles (f(0) y f(1),
en este caso).
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CAPITULO 2. COMPUTACION CUANTICA

Consideremos ahora una compuerta cuéntica Uy de C*, que actie de la siguiente manera
Urlz,y) = lz,y @ f(2)),
donde @ simboliza la suma mddulo 2.
Por la definicion anterior se tiene que
Url2,0) = |z, f(z)).

Ahora, consideremos el siguiente circuito:

0) HH

Up| ) = L)
0) —L__—

Veamos

H1) 1
—) —

V2

1

|00) NG

(10) + 1)) [0) = —=(|00) + [10))

vy 1
N E(\o,f(o)> + (1, f(1))-

La salida de este circuito es estado en superposicién de todos los resultados posibles de
la aplicacion de la funcién f. En principio esta no seria una idea muy practica, ya que no se
puede saber un valor particular de f.

2.8.2. Algoritmo de Deutsch

El objetivo de este algoritmo es saber si una funcion es constante o no.
Se representa el algoritmo con el siguiente circuito:

o —EH

) :

H(12) 1 1 B 1
01) "— E(IO> + 1) 710y = 1) = |)

donde |z) = 2=(]0) + |1)).

2

Sl

2
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2.8. PARALELISMO CUANTICO

Veamos qué sucede con la aplicacién de la compuerta Uy para cada una de las posibili-
dades:

Uy |z,0) = %(IOJ(O» 1L £,

Uy lo,1) = %uo, L@ F(0)) + 116 F(1),

por lo tanto

usle) (2 ) = —5Us(le.0) = I 1)) = 5 (U .0 = Uy o, 1)

V2

1 1
- (7 0.50) + 1171 = S(0.18 J0)) + L1 1))
(0,5(0) + 11, F(1) ~ 10,18 £(0) ~ 1,16 F(1)). 21)
Entonces, si f(0) # f(1)

l\:>|>—l \-/ l\DI»—‘

(2,1) = &= (|00 + |11) — |01) — |10)) = & (‘0>\;§|1>> <|0>\;§|1>) ;
y si f(0) = f(1)

_ .1 {10+ [10) —]1)
(2,1)_i§(|00)+|10)—|01>—|11>)_i( v )( = >

Luego, se aplica la ultima compuerta Hadamard y se obtiene lo siguiente
. H( _
Si f(0) = (1) 22 = o) [ 242
Si f(0) # £(1) T8 1) [0
Por lo tanto, uniendo las salidas posibles, se obtiene
10) — |1>}
+|f(0)® f(1)) | ——] .
10 sy |2

Entonces, midiendo el primer qubit se puede saber si los valores de f son iguales o
distintos entre si.

Hasta aqui no se obtiene demasiada ganancia con respecto a un algoritmo clasico, ya
que clasicamente bastaba con 3 operaciones (evaluar la funcién en las 2 entradas posibles y
compararlas).

En la siguiente subseccion se presenta una modificacion a este algoritmo que muestra la
verdadera ganancia con respecto a su contrapartida clasica.
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CAPITULO 2. COMPUTACION CUANTICA

2.8.3. Algoritmo de Deutsch-Jotza

Este algoritmo es una generalizacién del anterior. Sea f una funcién que toma n bits y
devuelve 0 6 1. Se quiere saber si es constante o balanceada (i.e. que devuelve 0 para la
mitad de las entradas posibles y 1 para la otra mitad).

Consideremos el siguiente circuito
0)
0)

1)

La entrada de este algoritmo es [0)*™[1) = |0...01). Aplicando las n + 1 compuertas
Hadamard sobre la entrada, se obtiene

(5 () - 3 B )

Te{0,1}n

Aqui la compuerta Uy es una generalizacion del caso anterior y se comporta de la siguiente

manera
Uslz,y) = |7,y @ f(T)).
Entonces

Urlz,0) = |z, f(7)),

yUf|fvl>:|fal@f(f)>'

Por lo tanto

o5, B )-

ze{0,1}"

> o [N

ze{0,1}n
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2.8. PARALELISMO CUANTICO

_ L (@) -[1ef(@)
—xZ \/z—n‘"”( NG )
Notemos que

Hgﬂﬁ}iﬂm:—— 112,

S-S

por lo tanto

dondex-Z=x121 + ...+ T,2,.

Ahora si, se aplican las n compuertas Hadamard restantes, obteniendo lo siguiente:

i L[ e | (@) 16 £(E)
- szﬁ(wﬁ;z <””>( R

—-1)*% |z 7)) — |1 T
oy oy Q|>Cﬂ)>J;”1») (29)

ze{0,1}n ze{0,1}"

Analicemos este resultado.

23



CAPITULO 2. COMPUTACION CUANTICA

= Si f es constante

—-1)%%|z 0) —|1
p-x Y Y CUTE (Do

ze{0,1}" ze{0,1}"

y en los términos en que z = 0, los primeros n qubits son

|O>®n

ze{0,1}n

2TL
=+ |0)* == [0,

por lo tanto los términos en que Z # 0 se deberan anular por la condicién de normalidad,
quedando el siguiente resultado:

lo que nos dice que si se miden los primeros n qubits se obtiene [0)*".

= Si f no es constante (50 % de las veces devuelve 0 y 50 % devuelve 1), entonces para
z=0:

oz Y O (M@l )y

> (0-10) g

ze{0,1}n

por lo tanto al realizar la medicién de los primeros n qubits se obtiene algo distinto de
|0>®n'

Conclusién: Si se obtiene [0)*™ a la salida de la medicién, la funcién es constante, en otro

caso la funcion es balanceada.

24



2.9. ALGORITMO DE BUSQUEDA DE GROVER

2.9. Algoritmo de Biusqueda de Grover

2.9.1. Oraculo

Sea la compuerta Uy, tal que

Uslz,b) =|z,b® f(x)).

Si tomamos b = \%(\O) — 1)), entonces

1 1

Uy la,b) = Uy ||x) \/§(|0>—\1>) Iﬂ[Uf!%O)—UfI%U]

1 1
= glo (@) = |21 f(2))) = |z) E(\w, f(@)) =z, 1@ f(z)))
= (—=1)7@ |z, ).

Notemos que Uy no modifica el estado b, por lo tanto podemos omitirlo y referirnos a
esta transformacion como

Ulz) = (1) ),

a la cual se le llama Ordculo.

2.9.2. Inversion sobre el promedio

Sea el estado |¢) = —£

5 > |z). Definimos la transformacién Inversion sobre el pro-

z€{0,1}"
medio a G = 2|¢) (¢| — I.
Entonces

\/27n
G=2loyo-1=2| | (Gom) -
2n

: Vo y/an
V2" on
w1l o =
2 2 2
on on on
2 2 2
o T g — 1

27L><2’7L
Veamos cémo actia G sobre un estado cualquiera. Consideremos el estado

W= 3 ala),

ze{0,1}m
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CAPITULO 2. COMPUTACION CUANTICA

entonces
Qo
G )
a2n_1
2a,
2 2 I
2—n—1 b z€{0,1}"
2 2
o o 1 s om
on | — Q2n—1
ze{0,1}m

Utilizando notacién Dirac, lo escribimos de la siguiente manera:

2a,,
n

> arle) = >

ze€{0,1}" z€{0,1}"

2

ye{0,1}"

_ax

Z (2A - az) |ZL’>,

ze{0,1}m

donde A es el promedio de los a.

2.9.3. El algoritmo

Partimos de una lista de tamano N. Supondremos, incrementando la lista si es necesario,
que N = 2" para algun n. Trabajaremos con los indices de los elementos de la lista, es decir
conz =0...2"—1y queremos localizar el x, tal que f(z() = 1 para cierta funcién booleana
f.

El input de este algoritmo es [0)*".

Paso 1: Aplicamos H®":

1
Var

0y £ 3 Jz) =)

z€{0,1}"

Aqui tenemos representados todos los registros de la lista. La idea es subir la probabilidad
de que al medir este estado, obtengamos el elemento x.
Paso 2: Aplicamos el oraculo:

1
Vo

1) ——

Yo P = o).

ze{0,1}m
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Paso 3: Hacemos una inversién sobre el promedio:

(—1)/@ G
o) = D ||l 5 > (24-a) )
{ V2 }

ze{0,1}7 ze{0,1}"

ag

SIEDS

ze{0,1}" ye{0,1}»

(—1)7®) B (—1)/@ )

2/ NeT

_ Z ) Z (—1)/W) +2(_1)f(r)_(_1)f(x) 2
wcome [\ welone V2| vV

Y7

(—1)/@) 9 _9n
S I S R I}
z€{0,1}" ye{0,1}" 2 2 2 2

y#T

Analicemos este resultado. El término donde x = zy (f(z) = 1) queda de la siguiente
manera

2 ¥ |2 = |-+ 2
xz = | - Xz
ye{o 1}n 2n Qn 2n Qn 0 2n 2n 2n 2n 0

Y#T0
= _— X s
2n, /2n 0

y los términos donde = # xy quedan

1 2(—-1) 2-—2n
2 + + T
yg%}n Qn, /2n 271, /2n 2n, /2n ‘ 0>
y#xo:y7ﬁx
|:2n+1 —9n _ 4:| | >
= |———F—— | |Tg) -
ony/2n ’

Como se puede apreciar, el proceso ha cambiado las amplitudes del estado, pasando de
tener todas las amplitudes iguales, a tener un estado donde el resultado que nos interesa
tiene mayor amplitud que el resto.
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CAPITULO 2. COMPUTACION CUANTICA

Repitiendo este proceso (pasos 2 y 3) se va levantando la amplitud del estado que quere-
mos obtener tras la medicién. Pasado cierto nimero de repeticiones, esa amplitud vuelve a
decrecer (en la siguiente seccién veremos cémo calcular el nimero éptimo de repeticiones).
Cuando la amplitud de xy es maxima realizamos una medicién, obteniendo con la méxima
probabilidad posible el estado xg.

Ejemplo 2.43 Supongamos que tenemos una lista de 16 elementos, de los que sdélo uno, al
cual denominaremos xq, verifica la propiedad f(zq) = 1.
Construimos el estado |0Y** y aplicamos H®* obteniendo:

1
1 Z ).

ze{0,1}4

Inicialmente todas las amplitudes son iquales a %. Aplicamos el oraculo y obtenemos:

D INSIEIES

ze{0,1}4
Luego, hacemos la inversion de promedio y la nueva amplitud de xy sera:

25494 4 11
s S = —06875
244/21 6 7 ’

mientras que para el resto de los x la amplitud serd

2-2-4_3 = 0,1875
21y/21 16

La siguiente tabla muestra las amplitudes y probabilidades de error para las sucesivas
iteraciones.

Repeticion | Amplitud de xo | Amplitud de x # x¢ | Prob. de error
1 0.6875 0.1875 0.527
2 0.953125 0.078125 0.092
3 0.98046875 -0.05078125 0.039

St seqguimos iterando empieza a subir la probabilidad de error. Por lo tanto el nimero
optimo de iteraciones es 3 y se consigue una probabilidad de error de 0,039.
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2.9.4. Calculo del niimero 6ptimo de iteraciones

Luego de k iteraciones, zy tendrd una amplitud by y el resto tendran todos una amplitud
my. Podemos representar este estado como sigue:

be |xo) + my Z |x) .
ze{0,1}"
TH#T0
En cada iteracion se aplica U, el cual cambia el signo de by, y luego G, por lo tanto se
cumplen las siguientes ecuaciones recursivas:

1
moy = b() = —\/27
Mpy1 = 24, —my

b1 = 2A; + by,

donde
(2” — 1)mk — bk

Ay = -

Se puede demostrar por induccién que las férmulas cerradas para estas recursiones son

my, = cos((2k +1)7),

1
V2 —1
b = sen((2k + 1)),

donde
on — 1
cos(1) = =
1
y sen(y) = on

Para conseguir la minima probabilidad de error, se debe minimizar |my|.

Y sabemos que

™ 7 1
— 0 Qk+l)y=c k= —— -
M (2k+ 1)y =5 3

Dado que k debe ser entero, se toma
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~ 1
Notemos que |k — k| < 1 entonces

T ~ ~ ~
5 = @k + Dl =2k + 1)y = @k + 1)yl = [29(k = k)] <.
Esto sirve para calcular una cota de la probabilidad de error.

La probabilidad de error luego de k iteraciones es

™

(2" — 1) (my)? = cos*((2k 4+ 1)) = sen2(2 (2k +1)7) < sen®(y) = i

2n

- 1
.. La probabilidad obtener un resultado erroneo luego de k iteraciones es menor a on

En el ejemplo anterior

|| s
dasen(y/ 75)
1
y la probabilidad de error es 0,039 < 51 = 0,0625.

2.10. Resumen del Capitulo

En este capitulo se han presentado las nociones basicas de la Computacién Cuéantica: la
manera tradicional de representar los algoritmos mediante circuitos, los conceptos cruciales
como el enredo cudntico, el no-cloning, el paralelismo y la medicién. Ademas se han dado
varios ejemplos que ayudan a comprender dichos conceptos en situaciones practicas.

Para una introduccion mas extensa al mundo de la Computacion Cuédntica se aconseja el
excelente libro de Michael Nielsen e Isaac Chuang|21].

Los capitulos siguientes utilizaran los conceptos aqui presentados para introducir nuevas
formas de representacion de los algoritmos.
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Capitulo 3

El M-Calculo de van Tonder

3.1. Introducciéon

El area de los lenguajes de programacion cuanticos intenta proveer un mecanismo de
alto nivel para razonar con los conceptos clave de la computacion cudntica, como ser el
paralelismo, la medicién y el enredo (ver Capitulo 2).

Por otro lado, las técnicas provenientes de la légica lineal, la teoria de las probabilidades
y la aplicacién de semaéntica otorga una nueva perspectiva para razonar con la mecanica
cuantica.

La investigacién en esta area es reciente pero extensa. El lector interesado en conocer los
desarrollos existentes puede consultar las investigaciones realizados por Peter Selinger[23] y
Simon Gay[15] en los cuales dan una vista general de los trabajos producidos en este sentido.

En particular nos detendremos en el trabajo de André van Tonder[28], que es la razén de
esta tesis. van Tonder define un A-cédlculo lineal con historial haciendo posible de este modo
representar los conceptos mencionados anteriormente. En dicho formalismo no se incluye la
operacion medicién (ver definicién 2.30), por lo cual los algoritmos deben reescribirse para
diferirla hacia el final. Si bien van Tonder afirma que esto es posible hacerlo en todos los
casos, el modelo no esta completo, y lo que es atiin peor: se pierde la comprension de los
algoritmos, que era la primera razén para disenar un A-calculo cuantico.

Volveremos con este analisis en la Seccion 3.8, luego de presentar el modelo y algunos
ejemplos clave.

3.2. Reversibilidad

Como se mostro en el Capitulo anterior, todas las compuertas cudnticas son reversibles.
En el A-célculo cldsico, las S-reducciones consumen las expresiones para entregar un resul-
tado, y en cada paso se descarta informacion, haciendo el proceso irreversible.

Charles Bennett demostrd[8] que cualquier proceso de computo puede transformarse en
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uno reversible. Por lo tanto, se debe encontrar algin método adecuado para lograr la rever-
sibilidad en las (3-reducciones.

Una forma simple de lograr ésto podria ser llevando en un historial qué operacién se ha
realizado y qué subexpresion se ha reducido.

Ejemplo 3.1 Sea x un término y 5 : v — [(x) la B-reduccion de un subtérmino de x.
Entonces se puede considerar la funcion x — (x,3(x)), la cual claramente es invertible ya
que no descarta el término original.

El proceso de reduccion se podria pensar de la siguiente manera:
x — (2, B(x)) — (2, B(x), B*(x)) — (z, B(x), 3*(x), B*(x)) — ...

Veremos que el ejemplo anterior no es suficiente para el caso cuantico sin algunas modi-
ficaciones. Para entender el problema, introducimos un nuevo ejemplo:

Ejemplo 3.2 Consideremos una sintazis para el A-cdlculo cudntico a la que se le han agre-
gado constantes que denotan qubits y compuertas como se muestra en la Figura 3.1.

L= término
x variable
(Ax.t) abstraccion
(tt) aplicacion
c constante

cn=
0|1|H|cnot| X |Z] ... constantes

Figura 3.1: Sintaxis para el ejemplo 3.2. 0 y 1 denotan primitivas, el resto de las constantes
denotan compuertas basicas entre qubits.

Sea un estado inicial representado por el string |(H 0)). La idea es elegir reglas de transi-
cion adecuadas para que este estado evalie a una compuerta Hadamard aplicada a |0). Una
regla candidata podria ser

1
|(H 0)) — E(|0> +11),

1
(H 1)) — E(\@ — 1))

Y se puede usar el truco para hacerlo reversible:
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1
|(H 0)) — E(KH 0);0) +[(H 0); 1))

1
= [(H 0)) ®ﬁ(|0> +11)).

El %7 denota la concatenacion de strings y de alguna manera determinamos que se puede
factorizar como se ha hecho en la ultima expresion.

En este caso se tiene un historial (|(H 0))) y un resultado de la evaluacion de dicho
término (\/LE(|O> +|1))).

El problema surge con ejemplos un poco mds complejos, donde el historial y el registro
computacional quedan enredados.
Considérese, por ejemplo, la evaluacion del string |(H (H 0))):

KWHW»HiﬁwwﬂMHmwmemeD>

1
— 5 [(H(H 0)) @ (I(H 0);0) + [(H 0);1) + |(H 1);0) — [(H 1);1)).
En este ultimo término, el historial y el registro computacional han quedado enredados.

El problema mostrado en el ejemplo anterior surge porque se esta guardando en el historial
mas informacion de la realmente necesaria. Para lograr reversibilidad, sélo se necesita guardar
qué subtérmino se ha reducido y qué operacion se ha aplicado.

Ejemplo 3.3

((H(H 0))) — —=([-(H ); (H 0)) + |-(H _); (H 1))

1
V2
1

= S ICEH ) @ ((H -);0) +[(H ) 1) +|(H -);0) = |(H -); 1)

:%Km)»®wH%®=KW)MH»®M

En cada paso se reemplazan los subtérminos que no son necesarios para la reversibilidad

W

por el placeholder “_

Para formalizar las ideas expuestas, primero se extiende la definicion de valores para
incluir a las constantes (ver Figura 3.2), y el estado computacional se toma como una super-
posicién cuantica de secuencias de la forma

hyi .. s b,
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Vo= valores
T variable
constante

(A\x.t) valor de abstraccién

Figura 3.2: Definicion de valores para el A-calculo con historial.

donde a hy;...;h, se le llama historial y a t registro computacional.

Las reglas de transicion se detallan en la Figura 3.3. En dichas reglas se ha agregado el
manejo del historial para que cada paso agregue la informacion necesaria para hacer reversible
el computo.

t, se obtiene de t reemplazando recursivamente todos los subtérminos que no contienen
x con el simbolo _ y manteniendo x (ver definicién en Figura 3.4).

t hy;t,
1 — 1, U1 , (APPl)
H; (t t2) — H; (ha -); (8] t2)
t ho; t
2 — N2;70y (APPQ)

H; (v1 t2) — H; (© ha); (v )

i 1 S@x F
H () v) — H; (e do); ) o/ (01) Six € F(t)

(B2) Six ¢ F(t)
(U)

H; (Mz.t) v) — H; (Ax.);v);t

H; (cv @) — [H; (cv ) @ U o)

(Id) en otro caso

H;t — H; ;t

Figura 3.3: Reglas de transicién para el A-calculo con historial.

Ejemplo 3.4 |((apply id) cosa)) = [((Af.(Ax.(f x))) (Az.2)) cosa))

= [(((AS(-(f 2)))2)-); (A ((Az.2) x) cosa))

= [(((AS-((F D)))-); (A (- 2)-); ((Az.2) cosa))

= [(((AS-((FD))))s A (- )); ((Az.2) ); cosa)
— [((ALCF D)D) A (- 2)); ((Az-2) ;5 cosa)



3.3. SUPERPOSICION Y ENREDO

t, = ,singF(t)
Ayt), = (L)
. = @)

Figura 3.4: Definicién de t.

En este ejemplo se puede usar como criterio de terminacion comparar la ultima expresion
con “.7, pero esto no es del todo correcto ya que el estado podria tener una superposicion de
varios historiales, algunos de los cuales hayan terminado y otros no.

Este y otros problemas se resuelven en la Seccion siguiente.

La regla extra, U, es la que indica como se deben reducir las expresiones que involucran
la aplicacion de compuertas cuanticas.

= ¢y denota cualquiera de los simbolos para compuertas cuanticas y U la correspondiente
transformacién unitaria.

= $es 061 en el caso de operadores de 1 qubit, (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) en el caso de
operadores de 2-qubits, etc.

Ejemplo 3.5
|(cnot(1,0))) — |(cnot -

H(1,1))

[H; (H 0)) — [H; (H ) & —=(10) + 1))

x|~v

3.3. Superposiciéon y Enredo

En la Seccion precedente se presenté una sintaxis y un modelo operacional que no es del
todo correcto. El siguiente ejemplo pondra de manifiesto el problema.

Ejemplo 3.6 |((A\z.cosa) otraCosa))
— |((Az.-) otraCosa); cosa)
Aqui se debe guardar “otraCosa” en el historial para mantener reversibilidad.

El problema surge cuando el argumento que se descarta es una superposicién. Los si-
guientes ejemplos aclararan el panorama.

Ejemplo 3.7 |(Az.0) (H 0))
~ 1 ) @|(w0) (2500) + 1)

Aqui hay dos formas de reducir el registro computacional:
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2. 1 (|(A2.0) 0) +|(Az.0) 1))
— V210)

Este estado no representa un qubit, ya que no estd normalizado.

Un ejemplo con un grado més de complejidad es el siguiente:

EJemplo 3.8 [((Ay-((Az.y) y)) (H 0)))

7 |H ) @ ((-(Ay) 9)) 0)) + [((A-(Ary) ) 1))
—>—|(( ) @ (g ((y) w) ) @ ([((A.0) 0)) + [((Az.1) 1)))
—>—|(( ) @ (g (Cy) w) ) © ([((Ae) 0);0) + [((Az.) 1); 1))

Aqui vemos que quedd el historial enredado con el estado.

En esta seccién veremos como se resuelve este problema.

Definicién 3.9 Se dice que una subexpresion es definida con respecto a la base computacio-
nal si es textualmente la misma en todos los branches de una superposicion.

Ejemplo 3.10
1

V2

La subexpresion (A\x.0) es definida, aunque el argumento — 75(10) + 1)) no lo es.

(J(A2.0) 0) + |(Az.0) 1))

Se considerara un \-calculo que guarde informacion de cuando un argumento es definido o
no, el cual hara imposible escribir funciones que descarten elementos no definidos. Existe un
tipo de calculo sensible a la clase de elementos llamado A-célculo lineal, que ha sido estudiado
extensamente [1][30][19][22]. La sintaxis que se usara serd una extensién de la introducida
en [30] y puede verse en la Figura 3.5.

Nota 3.11 Algunas observaciones

s Los términos de la forma 't son llamados no lineales. Los términos no lineales son
términos definidos con respecto a la base computacional.

» La abstraccion (Nx.t) denota funciones con argumentos no lineales. En contraposicion,
en la abstraccion (Ax.t) el argumento es lineal.
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to= término
x variable
(A\x.t) abstraccién
(tt) aplicacién
c constante
It término no lineal
(Alz.t) abstraccién no lineal

c o=
0|1|H|cnot| X |Z| ... constantes

Figura 3.5: Sintaxis del A,.

s En una abstraccion lineal se pueden usar todos los términos no lineales que se quiera
(o ninguno), pero debe haber un término lineal, y sdlo uno, en el cuerpo de la funcion.

Para implementar estas reglas, se necesita la nocién de términos “bien-formados” (ver
Figura 3.6). Esto corresponde a la restricciéon de que los argumentos lineales aparezcan
linealmente en el cuerpo de una funciéon y que todas las variables libres de un término !t
refieran a variables no lineales.

Ejemplo 3.12 Términos Bien-Formados

Las restricciones de términos bien-formados impiden escribir funciones que descarten ar-
gumentos lineales, pero esto no es suficiente para prevenir computos inseguros sin especificar
el orden de reduccién.
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Fec
rkx
lee, ... e, B 8
oy, ... e, It
ekt
axkt
Lz ly-t
Tz tlz/x, 2/y]
I'Ht
Okt
IxkHt
I'E(Az.t)
Dzt
L' (Az.t)
'ty ARt
[VAE (8 to)

Const

Id

Pomotion

Dereliction

Contraction

Weakening

—o-]

—-I

—o-F

Figura 3.6: Reglas para términos bien-formados en A,.

Ejemplo 3.14 La expresion ((Az.0) |(H 0)) es bien-formada. El problema estd en que se
permite usar ! para promover la expresion (H 0), que va a ser descartada, a un valor no
lineal. St se reduce primero el subtérmino (H 0), razonando ecuacionalmente se tiene

(\.0) (H 0)) = %(\((mm 10)) + [(M2.0) 11))) = V2 [0) .

En cambio, si se considera a !(H 0) como irreducible, se podria 3-reducir inmediatamente

y obtener

|(Alz.0) I(H 0))) = |0).

Para prevenir que términos de la forma !t sean evaluados, se sigue a Abramsky[l] y se

extiende la definicién de valores como muestra la Figura 3.7
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3.4. MODELO OPERACIONAL

Vo= valores:

variable

o 8

constante

Az.t) abstraccién lineal

—~

AMz.t) abstraccion no lineal

=

l-suspension

Figura 3.7: Valores en el \,.

3.4. Modelo Operacional

El modelo operacional se describe en la Figura 3.8 (donde ¢ es definido como en la Figura
3.4).

tr — hi;ty
H; (t to) — H; (hy O); (] t2) (APPy)
ty — ho; th
H; (v ta) — H; (- hy); (vr th) (APPy)
H: (e.t) ) — H: (e s) s tlofa] e
H; (Mat) 1) — H: (Nxt,) ); it /2] (16,) Si x € F(t)
(18:) Si x ¢ F(t)

H; (Nzt) W) — H; (M) W)t

H; (cu @) — [H;(cv ) @U |¢)
H;t — H; .t

U)

(Id) en otro caso

Figura 3.8: Modelo operacional para el A,.

De acuerdo a estas reglas, las superposiciones cuanticas sélo pueden ser creadas mediante
la evaluacién de términos que contengan primitivas cuanticas. Néotese que cuando una funcién
no lineal encuentra un término lineal, lo inico que se puede aplicar es la regla Id.

Estas reglas permiten crear superposicién, pero los términos en la superposicién sélo
difieren en las posiciones que contienen las constantes 0 y 1. A continuacién se da una
formalizacion de esto.

Definicién 3.15 Dos términos son congruentes si coinciden simbolo a simbolo excepto tal
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vez en las posiciones que contienen 0 ¢ 1.

Lema 3.16 Todos los términos en una superposicion obtenidos mediante una secuencia de
reduccion de un término inicial definido son congruentes. 0

Lema 3.17 Sit es bien-formado y |H;t) — . c; |H};tl), entonces todos los términos t; son

1) 7
bien-formados. O
Dado que los términos que aparecen en una superposicion tienen la misma forma, tiene
sentido hablar acerca de subtérminos especificos de la expresion en el registro computacional.
Por lo tanto, podemos formular el siguiente lema:

Lema 3.18 Empezando con un término inicial definido, cualquier subtérmino !-suspension
que ocurra durante la reduccion serd definido con respecto a la base computacional. O

Nota 3.19 : Mmediante reduccion tampoco se puede crear !-suspensiones no definidas:
Az.--A(-ae)-+) (HO0),
ya que x es lineal, lo que implica que !(---x---) es un subtérmino no bien-formado.

Lema 3.20 Dado un término inicial definido, los contenidos del historial se mantienen de-

finidos a través de la reduccion. O

Corolario 3.21 La terminacion se puede testear observando el ultimo término del historial
wo»

sin modificar nada. Cuando ese término es igual al placeholder “_7, el resultado queda en el
registro computacional. [

3.5. Sistema de prueba ecuacional

El hecho de que el historial se mantenga definido en el A\, elimina los impedimentos para
definir una teoria ecuacional. De hecho, como ahora se puede garantizar que cualquier estado
computacional serd de la forma |H) ® |¢) (i.e. no enredado) y que |H) se mantendra definido,
por lo cual se preservara la normalizacion, se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3.22 En el cdlculo cudntico \;, la evolucion del registro computacional estda go-
bernada por las reglas de reduccion que se listan en la Figura 3.9. 0

Este teorema provee un conjunto de reglas de reduccién simple y que nos permite razonar
sobre los computos sin tener que acarrear el historial.

Para presentar la teoria ecuacional, se lista el conjunto de axiomas y reglas de inferencia
de dicha teoria en la Figura 3.10. Como se puede observar, no hay ninguna regla que permita
sustituciones dentro de las !-suspensiones.

Teorema 3.23 En el Lambda Cdlculo Cudntico, la evolucion del registro computacional
procede reemplazando términos por términos iquales de acuerdo a la teoria ecuacional de la
Figura 3.10. O
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3.6. RECURSION Y PUNTO FILJO

tl — tll
APP
(1) = (6, 63) (APP1)
t t!
2 b (APP)

(v1 ta) — (v1 1)

(B)

(Ax.t) v — tlv/z]

(Ma.t) 1t — t[t' /] (13,) Si x€F(t)
(Nzt) 10— ¢ (\52) Siw & F(t)
lcv ¢) — U|9) (U)

Figura 3.9: Reglas de reduccién del registro computacional.

3.6. Recursion y Punto Fijo

En )\, se puede definir el operador de Punto Fijo de la siguiente manera:

fix = (M ALf(f W(uw lu) 1f)) !g/\!u.)\!f.(f H((utu) 1f)))) = (v lv)

~/
~ g
v v

Para entender cémo actia, se puede ver qué sucede al aplicar este operador a un término
cualquiera:
fix 1t
— (AIf(f W(v o) L)) 1t
—t (v W) 1t)
— t I(fix 1t)

Ejemplo 3.24 Sit = \fu
fix 1t

— t (fiz 1t) = (N fu) V(fix 1t)
— ul(fiz 1t)/f]

En otras palabras, fix !t se copia a si mismo en el cuerpo (u) det a través de la reduccion.
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t=t (refl)
% (sim)
. :t?:t;: : (trans)
ty =1ty t3=1
(;1 t3)2= ?tQ t44) (app)
)\x:: z 2\2%152 (A1)
)\!913-2 i 7;\2!33.252 (A2)
(B)

(Az.t) v =t[v/z]

(Alz.t) ' = t[t'/x]

(\02) Siw ¢ F(t)
(U)

(Na.t) W =1t

lcv ) =U |$)

Figura 3.10: Sistema de prueba ecuacional para el calculo cudntico A,

3.7. Ejemplos

3.7.1. Algoritmo de Deutsch

Un algoritmo muy conocido en Computacion Cuantica es el llamado Algoritmo de Deutsch
(ver Subseccién 2.8.2).

El circuito de este algoritmo es el siguiente:

o) {HH
-

donde Uy es una compuerta que actia de la siguiente manera

Uplz,y) = |7,y @ f()),
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para alguna funcién conocida f de 1 bit.

En ), se podria escribir asi:

deutsch Uy = let (z,y) =U; ((H 0),(H 1)) in
((H z),y)

Ejemplo 3.25 Sea f la funcion identidad. Entonces, es fdcil ver que

U; 00) — 00)
Uy |01) — |01)
U, [10) — |11)
U; [11) — [10)

.Uy = cnot

Entonces

deutsch cnot = let (x,y) = cnot ((H 0),(H 1)) in
((H 2),9)

Desarrollando cnot ((H 0),(H 1)) se obtiene
cnot ((H 0),(H 1))

= enot. (5(10) +11)),5(10) — 1Y)
— cnot (%(|00> —101) 4+ [10) — |11)))
= 2(00) — [o1) +[11) — 10))

1

1
= <E<|o> - 1), ﬁ(!@ —[1)))

Reemplazando en el codigo original se llega a:

et (2.4) = ((10) = [1). 55(0) = 1)) in
((H )9
1 1
= (5(00) = 1)), (10} = 1)

= 11} & —=(10) — 1)

QI
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3.7.2. Teleportacion

El Ay no puede representar la operacion medicién, por lo tanto se debe modificar el
algoritmo para diferir la medicion. El circuito queda como sigue

[¥) 1 |

=
g

0) ——— Xz )

Si bien este circuito es correcto, no es del todo claro, pues no es evidente que Alice y Bob
quedan separados fisicamente durante el proceso. Haremos una discusion més detallada en
la Seccion 3.8.

El algoritmo se define en ), de la siguiente manera:

teleport z — let (e, es) = eprin
let (z/,y') = alice (x,¢;) in
bob (2,4, e3)

donde
alice (z,e1) — let (2/,y') = cnot (x,e1) in ((H 2),y')
bob (z/,9/,e2) — let (y",ey) = cX (i, ez) in
let (2", e3) = cZ (2,¢€,) in
@)
epr = cnot ((H 0),0)

3.8. Discusion: Importancia de la Medicién

Quiza si un fisico leyera esta tesis, le llamaria mucho la atencién el titulo de esta seccion,
ya que cualquier fisico encontraria casi absurdas las preguntas ;Es importante la medicién?
., Qué podriamos hacer sin ella? La mediciéon pasa desapercibida a los ojos de los cientistas de
la computacién ya que es una operacion trivial en la computacion clésica, pero atun asi esta
presente.

Para razonar sobre estos interrogantes, se propone al lector la siguiente situacion hipotéti-
ca: Imagine que alguien afirma haber disenado una méquina tan eficiente que es capaz de
realizar cualquier calculo, por més complejo que éste sea, en tan sélo un paso, y dicho paso
siempre demora sélo unos pocos nanosegundos. El unico detalle -dirfa esta persona ficticia-
es que la maquina no cuenta con ninguna herramienta para mostrar el resultado del cadlculo.
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3.9. RESUMEN DEL CAPITULO

. Podria Ud. afirmar que ésta persona miente? Si no tiene forma de observar el resultado,
., Cémo puede alguien afirmar que no se ha llegado al resultado esperado?

Tal vez el ejemplo anterior sea demasiado irreal, pero da una buena idea de qué tan
importante es medir y observar los resultados.

Por supuesto, André van Tonder nunca afirma que se pueda prescindir de la medicién,
solo afirma que el hecho de que éste no sea parte del calculo, no afecta a la comprension de los
algoritmos. Para refutar esta sentencia, volvamos al ejemplo de Teleportaciéon con medicién
diferida (ver Subseccién 3.7.2). En este ejemplo se puede ver que las ultimas operaciones
(a realizar por Bob) son la aplicacién de las compuertas Controlled-X y Controlled-Z. En
ambos casos, el qubit de control lo posee Alice, quien se encuentra distante fisicamente de
Bob, incluso podria estar a miles de kilometros de distancia. La tinica manera de llevar a
cabo estas operaciones es que Alice decida enviarle sus qubits a Bob. jPero entonces podria
haberle enviado directamente el qubit que se quiere teleportar!

Viéndolo desde otro punto de vista, si revisamos el algoritmo escrito en \,, vemos que
luego de que Alice realiza sus operaciones, sus qubits son pasados como argumentos a Bob,
no hay ningin proceso de medicion en medio, por lo cual es de esperarse que ésto sélo pueda
realizarse enviando fisicamente los qubits.

Si se contara con la medicién, con sélo escribir algo como

let (x,y) = M, alice in
bob (z,y)

se podria entender a simple vista que Alice mide sus qubits para pasérselos a Bob, y dado que
Alice ya ha medido los qubits, puede pasarle a Bob esa informacién con una simple llamada
telefénica, o con cualquier otro canal cldsico (en particular, sabemos que el resultado de la
medicion, al ser qubits de la base, puede encodearse mediante dos bits clasicos).

En el siguiente capitulo se vera de qué manera se puede agregar medicion al cdlculo y se
retomard el ejemplo de Teleportacién para validar dicha propuesta.

3.9. Resumen del Capitulo

En este capitulo se ha presentado el modelo de van Tonder y las decisiones tomadas para
lograr manejar cada uno de los conceptos de la computacién cuantica que no tienen ninguna
contrapartida clasica:

= Para obtener reversibilidad se ha anadido un historial al calculo, haciendo que toda
transicién coloque en el historial el término que se ha reducido y la operacion aplicada,
de esta manera se puede volver al término original logrando la reversibilidad.

= Para manejar el enredo cudantico y evitar que el registro computacional quede enredado
con el historial, se han utilizado los conceptos de la légica lineal y se distingue cuando
un estado es definido y cuando no.
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= Se ha decidido diferir la medicion y que ésta no sea parte del calculo. En la seccién 3.8 se
ha realizado una discusién sobre dicha desicion y el siguiente capitulo estard destinado
a agregar medicién al célculo

Ademas, se ha desarrollado una teoria que permite razonar ecuacionalmente la evolucion
de un cémputo.
Finalmente, se ha presentado un operador de Punto Fijo, completando con ello el calculo.
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Capitulo 4

M-Calculo Cuantico con Medicion

4.1. Introduccion

Como se discutié en el Capitulo precedente (ver Seccién 3.8), la operacién medicién es de
suma importancia, no sélo para contar con un calculo que sea completo, sino también para
la comprensién de los algoritmos.

Peter Selinger ha argumentado[23] que para tener medicién en un A-cdlculo, seria nece-
sario tiparlo. Esta idea la llevé a la practica més tarde junto a Beniot Varilon[25].

En este Capitulo mostraremos cémo se puede agregar medicién manteniéndose en un
A-célculo lineal no tipado, conservando de esta manera la simplicidad original del modelo de
van Tonder.

4.2. Sintaxis

La operacién medicién tiene en cuenta la forma del qubit, por lo tanto, la sintaxis utilizada
en el A\, (Figura 3.5) no es suficiente, ya que ésta engloba en un sélo simbolo de constante a
los qubits y a las compuertas, sin especificar su forma.

Para poder agregar medicién, se debera distinguir sintacticamente a los qubits de las
compuertas y el operador medicion. Ademas, dado que el comportamiento del operador
medicién es distinto al de las compuertas (recuérdese que la medicién no es reversible), éstos
se deberan diferenciar también.

El operador medicién se escribe sintécticamente como un simbolo constante aislado, con
una referencia a la cantidad de qubits a medir

M,,.
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CAPITULO 4. A»-CALCULO CUANTICO CON MEDICION

Por otro lado, para formar qubits se utiliza la siguiente sintaxis

|0) | |1)  defined qubits

(g®q) tensor product
) superposition

a(q) scalar product

Por dltimo, las compuertas cuanticas se presentan con una constante para ellas

cy i=H | cnot | X | Z | q(q)" | etc.

La sintaxis completa se muestra en la Figura 4.1.

o= pre-términos:
x variable
(Az.1) abstraccion

(t 1) aplicacion

cy constante para compuertas

q qubit

It pre-término no lineal
(Alz.t) abstraccion no lineal

M, constante para medicion

q = qubits:
10) | 1) qubits definidos

(g ®q) producto tensorial

(¢ +q) superposicion

a(q) producto escalar

cy = constantes para compuertas:

Hl|cnot | X | Z|q(q)" |etc ...

Figura 4.1: Sintaxis para pre-términos en el )\(le .

Notar que q(q)T, donde (¢)T denota al transpuesto conjugado de ¢, es una compuerta sélo
en algunos casos (i.e. si dicho producto produce una matriz unitaria y hermitica), pero dado

48



4.2. SINTAXIS

que a las compuertas se les ha dado la libertad de ser constantes, no nos preocuparemos por
su forma, de la misma manera que la sintaxis original de van Tonder no tenia en cuenta la
forma de las constantes.

Por el contrario, necesitamos determinar cuando un qubit esta bien formado, ya que con
la sintaxis aqui descripta, se pueden formar términos como |0) 4|1}, los cuales no representan
ningin estado valido. Por este motivo extenderemos las reglas de bien-formado descriptas
en el Capitulo anterior (ver Figura 3.6).

Consideramos a los términos que se generan de la sintaxis de la Figura 4.1 como pre-
términos, y los términos del lenguaje son los pre-términos que respeten las reglas de bien-
formado que se describen en las Figuras 4.2 y 4.3.

Id
Tz
necN
BELLELS M
= M,
T Gate
Tw) ZGT’O
_— )]
1) e
Fta A e Tensor
F7 A }_ q1 & q2
F l_'ql A l_'QQ /Tensor
A g ®lg, '
27l
Z‘O&Z’P:l OéiE(C,’izl,...,Qn
i=1
Superpos
F (o) @ l0) + -+ am ([ - l[1)) e
Q’Vl
a, =0,re{l,...,2"} C'E> o
o =0 Stmplif
' Zaiqi
Z

Figura 4.2: Reglas para términos Bien-Formados del A}’ (continta en la Figura 4.3).

Formalmente:

Definicién 4.1 (Pre-término) Llamamos pre-término a cualquier cadena t generada por
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ley, .. e, Bt ,
2y, z, Ll FPromotion
xkHt _
m Dereliction
Lz lykt
%, Y Contraction
Ozt [z/x, 2/y]
'+t ‘
AP Weakening
'zt 7
L, (Az.t)
Lkt 7
—)_
C'E (Az.t)
't Aty oF
CyAE (6 ts)

Figura 4.3: Reglas para términos Bien-Formados del )\f]‘/f (continuacién de la Figura 4.2).

la sintaxis descripta en la Figura 4.1.

Definicién 4.2 (Término) Un término es un pre-término t tal que -t es derivable de las
reglas que se presentan en las Figuras 4.2 y 4.5.

La definicion de valores, se extiende trivialmente como se muestra en la Figura 4.4

vie=x|q| (Axt) | Nat) || ey | M,

Figura 4.4: Definicion de valores del )\f]” .

4.3. Semantica Operacional

Para definir una seméntica operacional que incluya a la medicién, se debe tener en cuenta
que dicha operacién es intrinsecamente probabilistica: dos aplicaciones de este operador
sobre qubits que se encuentren exactamente en el mismo estado, pueden retornar diferentes
resultados.
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4.3. SEMANTICA OPERACIONAL

Alessandra Di Pierro, ef. al.[12] han estudiado extensamente cémo definir un A-célculo
probabilistico. En particular, su definicién de transicién probabilistica (ver definicién 11 de
[12]) es lo que se necesita para el operador medicién. La idea se resume con el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 4.3

Premisas sobre P

P—>p 1
P_>q QZ

Esta regla dice que si P es tal que cumple las premisas, P tiene probabilidad p de transicionar
a Q)1 y probabilidad q de transicionar a Qs.

Utilizando este concepto, se puede definir la regla de transicién necesaria para la operacién
medicion de la siguiente manera:

q=ay(!lq1) + -+ azn(lgen)

M:
H; (M2n Q) | lg;

Esta regla es la tinica que descarta el historial, ya que la medicion es la inica operacion
no reversible.

El resto de las reglas sufren algunos cambios:

= Debido a que se esta trabajando con un A-calculo probabilistico, se debe asignar a
todas las reglas que no involucren medicion, probabilidad 1 de ocurrir.

= Se deben adaptar algunas reglas para la nueva definicién de constantes.

El modelo operacional completo se presenta en la Figura 4.5.

La definicién de Punto Fijo dado en la Seccién 3.6 del Capitulo anterior sigue valiendo
para el A-célculo con medicién. Es facil comprobar que bajo esa definicion

fiz \M,, —1 M,\(fiz |M,).

Por supuesto, el teorema que nos permite razonar sin tener que acarear el historial, sigue
valiendo con estas modificaciones.

Teorema 4.4 En el cdlculo cudntico con medicion /\éw, la evolucion del registro computacio-
nal esta gobernada por las reglas de reduccion que se listan en la Figura 4.6. O
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CAPITULO 4. A»-CALCULO CUANTICO CON MEDICION

t1 —1 hst)

A H; (t1 t2) —1 H; (R _); (8 t2)
ty —1 hojty
A 2:
TR (o) = o) (0 )
v H; (Az.t) v) —1 H; (Aety) )it [v/z]
O T ) W) = He (V) et o] e et

!522

H (M) ) =1 e (M) ) o F et

U: — — Donde g::=q | g
H; (cv @) —1 Hi(ev ;U g |

g=oa1(l¢) + -+ a(lgn)
H; (Man q) = oy i

Id: En otro caso

H:t —1 H; ;t

M:

Figura 4.5: Modelo operacional para el )\qu .

4.4. Ejemplos

4.4.1. Algoritmo de Deutsch

El algoritmo de Deutsch queda definido en )\(11\4 de la siguiente manera:

deutsch Uy —1 let @y = Uy ((H !(0)) ® (H ![1))) in
M (H z)

Como se puede observar, no hay demasiado cambio en el algoritmo, ya que la medicion
se efectiia al final del mismo, pero el cambio importante es que aqui la medicion es parte del
lenguaje.

4.4.2. Teleportacion

Este ejemplo es mucho mas interesante, ya que en A\, no quedaba claro el objetivo del
algoritmo (ver Seccién 3.8 del Capitulo anterior).

Aqui es donde se hace un uso real de la operacién medicién. En este caso, la medicion
estda en medio del algoritmo, no al final. Luego de realizar dicha operacién, se debe decidir
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4.4. EJEMPLOS

ty — t
APP;: -~ L
(t1 t2) —1 (# t2)
t t
APP,: 2H12/
(v ta) —1 (v t5)
G:

(Ax.t) v) =1 t [v/x]
Si z € Free(t)

(Nz.t) ) = ¢ [/2]
18s:

(Mat) W) — t Six ¢ Free(t)

U: — — Donde G::=¢q | lgq
(cvq) —1 U7

q=ao(!goo ® - - - ®lgro) + - - + aan (Igozn @ - - - ! gnan)
(Man q) =02 (lg0i ® -+ ®lqu)

M:

Figura 4.6: Evoluciéon del registro computacional del )\(11\4 .

si aplicar la compuerta Z y/o X en base al resultado. Para poder hacer esto, definimos la
siguiente aplicaciéon como sigue:

ex x —![0) 2"+ 1) (X )"

Como se puede comprobar
ex | |1> —1 X,

por lo tanto, ex b no es mas que X?.

También definimos
zed x —1 Z (10) (10))" +2(![1))")=10) (11))" + (X 2)(1[1))"
Analogamente al caso anterior

zed 1) —; Z,
zed ! |O> —1 I,

por lo que zed b es Z°.

Luego de estas dos definiciones, estamos en condiciones de definir la teleportacion como
sigue
teleport ¢ —; let x ® y = epr in
let by ® by = M, alice (¢, z) in
bob (b1, bs,y)
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donde
epr = cnot ((H !]0))®!10))
alice (¢, z) —1 let r®w = ((cnot ¢) ® x) in
((Hr)@w)
bob (b1, b2, y) —1 (zed b1) (ex ba) y

Notemos que aqui se ve claramente que luego de las operaciones realizadas por Alice, se
realiza una medicion, por lo que tanto by como by pueden codificarse como bits clasicos para
pasarlos como argumentos a Bob.

4.5. Resumen del Capitulo

En este capitulo se ha extendido el A\-Célculo Cuéntico de André van Tonder para que la
medicién sea parte del calculo. Ademds, se han mostrado algunos ejemplos de uso, incluido
el algoritmo de Teleportacién, tal como se discutio en la Seccién 3.8.

Para ello se han realizado varios cambios al modelo. Se separé la definicién de constantes
en constantes para compuertas, constantes para qubits y una constante aparte para la me-
dicion. De esta manera, se le pudo dar una sintaxis definida a los qubits, a fin de que sirva
para realizar la medicion.

La regla de transicién para la medicién hace uso del modelo de reglas probabilisticas de
Di Pierro et. al.[12].

En el siguiente Capitulo se plantearan las conclusiones y algunos interrogantes que han
quedado abiertos para trabajos futuros.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

El A-célculo cuantico permite razonar con los algoritmos de una manera mas familiar que
los circuitos cuanticos, ademds, provee una herramienta para estudiar la semantica de las
operaciones.

Una de las consecuencias de tener la operacién medicién como parte del cédlculo es que
no se puede desarrollar una teoria ecuacional completa. Si bien la teoria desarrollada por
van Tonder sigue siendo valida, no puede considerarse completa sin la medicién. Qué conse-
cuencias trae aparejado este hecho, es tema de trabajo futuro: La computacion cudntica no
se puede plantear como una teoria ecuacional. Por supuesto, si pensamos en experimentos
fisicos, donde la medicién es probabilistica, queda muy claro que no pueda realizarse una
teoria ecuacional, pero desde el punto de vista computacional, habra que hacer un estudio
mas profundo de ello.

van Tonder demuestra en su primer trabajo[28] sobre el A-célculo cudntico que su modelo
es equivalente a la Maquina de Turing Cuéntica[11], por lo tanto, agregar medicién al lenguaje
no amplia el modelo computacional, pero provee una manera mas intuitiva de razonar con
el lenguaje (ver Seccién 3.8).

En un trabajo més reciente, André van Tonder junto a Miquel Dorcal29], definieron
una teoria de tipos y dieron una Semadntica Categérica para el \,. Queda por extender
dichos resultados al cdlculo con medicién aqui desarrollado. En contraposicién, una teoria
de tipos ya ha sido desarrollada por Peter Selinger y Benoit Valiron[25], pero su trabajo es
completamente diferente del nuestro, ya que en su definicion del A-célculo, llevan un control
clasico, no probabilistico.
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