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Plan

@ Intégrales itérées
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Applications d¢ et ®¢

On se donne (&, d) une dg-algébre commutatives graduées.

Definition
On définit les applications linéaires

Ss Sh(E') — Sh(EY) ® £1
[wi] - |wk] > [wi] - |lwk—1] ® wi
1 — O
d¢ - Sh(€Y) — Sh(EY) ® £2 ® Sh(EL)

k—1
il - Jwi] = D [wil- - wica] ® (Wi A wig) @ [wigal - - wi]
i=1

k
JrZ[Wﬂ o |wiz] @ dwi ® [wig] - - Jwk]
i=1

1 —0
avec A le produit de £ et la convention que le tenseur vide vaut 1.
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Algébre Z1(€)

Definition
On pose Z1(&) := ker(®¢).

e Onade(ZX(&)) c Z (&) ®» L.
e Soient a, b € Sh(EY(M)) alors

Gg(all b) = de(a) * Ac(b) + Pe(b) * Ac(a). (1)

ol A est la comultiplication de Sh(EY)
et (aQ®a)x(beb):=(awb)@Q® (a' wb).

Corollary

L'ensemble Z1(&) est une sous-algébre de Sh(E1(M)).

T ———— = Ty
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Définition 1,

v:(€,d)— (5,d) un morphisme de dg-algébre commutatives graduées.
On suppose que HO(E) = C et HY(£) = 0 ot H(E) désigne le i—éme
groupe de la cohomologie de £. Notons X (€) := Hom, (€9, C).

(num.1.5) Soit xo € X(E°), il existe une unique application linéaire
« intégrale itérée » Iy, : Z1(£) — EO telle que les diagrammes A et B
soient commutatifs.

A (o) > E° AT} —— y E0
I"C(] IX(J
be d v X(JJ
Z1(E) @ & oo lxe0 L f Sh(€)) — = C
FICURE 2 — Diagramme A FIcURE 3 — Diagramme B
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|dée démonstration

Considérer la filtration croissante totale de Z1(&)
FoZY(E) := FoSh(EY) N Z1(€).

Posons F_1Z(€) := 0, alors pour tout entier n positif ou nul
oe(FaZY(E)) € FrrZY (&) @ EF

Par récurrence sur n > 0. Notons HR(n) I'hypothése de récurrence au rang
n : « Il existe une unique collection d'applications Fy/ : F, Z*(&) — £°

pour k =0, ..., n telles que pour tout k =0,...,n, les diagrammes Ay et
By commutent.

= 1 c0
FL.ZY&) — £ BZUE) —57— €
FooiZ1(8) @ &t —mtoe) | Sh(€!) ———¢C

E FIGURE 5 — Diagramme By,
FIGURE 4 — Diagramme Ay
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© Application : homotopie invariance des intégrales itérées
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Application

(Definition |

Soit M une variété algébrique connexe, v : [0,1] — M un chemin et
[wi] ... |wn] € SK(EL(M)). L'intégrale itérée de [w1] ... |wa] € Sh(E1(M))
suivant vy est

AMHMM—AQ<KK9nmm»meAm>

Si n = 0 alors on définit f7 1=1.

Soient y1,72 : [0,1] = M deux chemins avec v1(0) = 72(0) et
11(1) = 72(1), et a € Z1(E) alors

[a=]a
71 V2
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|dée démonstration

int - | Sh(€1([0,1])) — C>=([0,1])

[wi] - |own]  — <y'_>fogtlg...gt,,gywl(tl)‘“Wn(tn))
1 — 1

Onaalors [ o= ev ointo~i(a)

e Avec M =[0,1] et xo = ewy on a I'égalité des applications linéaires
Ievo = int dans L (Sh(Sﬁsse([O, 1])7600([07 1]))
o Le diagramme suivant est commutatif

ZYEM)) ——— (M)

evag
evy

(poy)” ¥+ C
evy

Zl(glisse([oﬂ 1”) L 53558([0 1”
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© Morphisme associé a un élément MC
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Eléments de Maurer-Cartan

on se donne (&,d) une dg-algébre commutative graduée et a une algébre
de Lie graduée.

Definition

Un élément de Maurer-Cartan de degré 1 de (£, a) est un élément
Ac & @ a telle que

dA—i—%A/\A:O

On note MGy (&, a) I'ensemble des éléments de Maurer-Cartan de (€, a) de
degré 1.
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Morphisme associé a un élément de MC

on suppose que a est de dimension finie en chaque degré. U(a) est une
algebre de Hopf graduée de dimension finie en chaque degré. Le dual
gradué U(a)° = P, U(a)[n]" est également une algébre de Hopf.

Definition

Donnons nous J := } ., a; ® w; un élément de MCy(€, a).

W[ U@)® — Sh(EY)

§ — Z Z 5311' - Qi [wu’ ‘wik]

kEN i1,...,ik €l

o Im(V)) C Z1(&).

@ V, est un morphisme d’algébres.
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@ Résolution dF = F - ¢(A)
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Equation dF = F - p(A)

Definition

Donnons nous A € MC;(€, a) et considérons

Sa = {F € £%8U(a)" | dF = F - p(A), (id®A.)(F) = F'2. F3
et (id®e)F =1 dans £} (2)

avec - le produit tensoriel du produit dans £ et du produit dans U(a)", et
avec x — x12 et x > x13 les morphismes d'algébres de £&14(a)" dans
EQU(a) &U(a)" donnés respectivement par e @ u — e @ u® 1 et
eRU—eR 1R .

Soient A € MCy(€,a) alors pour tout xq € X(E°), il existe un unique
Fyo € Sa tel que (xo ®id)(Fy,) = 1.
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Préliminaires a la démonstration (existence)

B := (gj)jes une base graduée de a.

Definition

On définit dy(q) : U(a)® — U(a)° ® a® comme le dual des produits
mp : Di—o (U(a)[k] ® a[n — k]) — U(a)[n] :

e Pour tout £ € U(a)® la somme Z e, ®ej € U(a)® ® a® est finie (ou
8jEB

i, = ef(o- ) et est gale 2 dy(o€).

@ le diagramme suivant est commutatif

{D}J(M {55
WA

Ua) @a® —22— ZHE) w &
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Démonstration partie 1

Notons (e}‘)jeJk une base de U(a)[k], ainsi @kEN(ejk)J‘eJ‘( est une base
graduée de U(a). Considérons i := hy o Wa : U(a)° — E° (possible car A

est MC) et
F:= Z Z /,LA(G}(*) ® e_}(

keN jedy
Montrons que dF = F - ¢(A). On a

dF = Z ZdoMA(ejk*) ® ej‘

keN jeJy

:ZZdOIXOOWA(e}(*)(@e_;(

keN je Jy

= Z Z mo (L, ®¢)odgo \IJA(ef‘*) ® ef‘ par le théoreme 1.5
keN jeJ

= Z Z mo (I, ® p)o(Va® A)o 5u(a)(ef‘*) ® ejk lemme précédent
kENjEJk
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Démonstration partie 2

dF =33 mo (I ®9) 0 (Wa® A) o dyyqa(ef”) @ e

keN jedy

= Z Z mo (ua® (9o A)) o dyw(ef ) ® ef
keN jedy

= SN S  halef) - plAE) @ e car by () = Y e we)
keN jedy e;€eB ceB

=>>.>. meﬁ*) Cp(Ae])) ® efe;

keN jeJyeieB

i ONZCREr S R DI CCEE

keN jedy €;€EB
= F-9(A)
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© Algebre Image
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Morphisme associé a une solution

Definition

A un élément F € S4 on peut lui associer

Sa —> Hom((U(a))°,E0)
F — (6= (& F)):=(,F)

Connaitre les images des (-, F) pour tout F € Sp.

Simplification

En fait il suffit de connaitre une seule image pour les connaitre toutes.
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Détails simplification

Notons G(U(a)") le groupe des éléments primitifs de U/(a)".

SigeGU(a)*) et Fe Syalors (1®g) - F € Sa. On a donc une action
de G(U(a)") sur Sa.

Proposition

L'action de G(U(a)") sur Sa est libre et transitive.

On peut faire agir G(U(a)") sur Hom((U(a))°, E°) par
gev(&)=(y®g)oA(§) pour tout & € U(a))°. Si F € Sp et
g € G(U(a)") alors

ge(,F)=1(,geF) (3)

Proposition

_ggit v € Hom((U(a))°, %) et g € G(U(a)) alors Im(~) = Im(g ) dans
0,

— = = — SaRe
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@ Application : équation KZ3
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On note PL la droite projective sur C.
C proj

L'espace de configuration a n points de P}, noté C,(PL), est
I'ensemble des n-uplets de (PL)" privé des diagonales, autrement dit

Ca(PE) = {(x1, -~ ,xn) € (PE)"  xi # x;(i #))}-

L'espace de modules de P(lc, noté My , est le quotient de C,,(P(lc) par
PGL»(C), autrement dit

Mo, := PGLa(C)\Cn(PE).

Cadre : notre cas
n=4, M=NMys~PLE\{0,1,00}, a = Lie(A, B) et A=Q%,.

= = oyt
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Notons F,s € &° ®@U(a)" la solution du systéme

LF(z) = (2+:5) F2)
FE) 5,2

ou z~* est définie comme exp (—a log(z)).

Proposition
La fonction F,s appartient 3 Sp.

Conséquence

Afin d'identifier les images des (-, F) pour F € Sp, il suffit de connaitre
Im((-, Fas)) = Im(pas)-
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Sélection des mots convergents

U(a)reg = C® B -U(a)" = ensemble des mots « réguliers »

Ua)" =U(a)g ® A-U(a)" = 7 : U(a)" — U(a), I'application de
projection correspondant a cette décomposition.

Obtenir une expression de F avec seulement des mots convergents

Definition
Introduisons « une indéterminée de degré 1 qui commute avec les variables
A et B. On a deux applications :

U(a)" = U(a)"[[o]] = U(a)"

avec u est I'unique morphisme d'algébres complétes vérifiant u(A) = A — «
et u(B)=B

et v est |'unique morphisme d'espaces vectoriels complets tel que

v(wa™) = A"w pour tout w € U(a)".
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Seconde équation de F

Proposition

Onavou(A-U(a)")=0.
On en déduit I'égalité vou = vouon.

Proposition

On a
u(F(z)) = F(z)z™“.

Démonstration

z— u(F(z)) et z— F(z)z~® sont solutions du systéme

L6(2) = (A‘O‘+ B )G(z) 6(z) ~ 240

dz z z—1 z—0

Théoréme
On a

(vouom)(F(z)) = (vou)(F(z)) iz_AF(z)

=7 = = = o}
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Expression de 7(F(z))

Parallélement, on sait que

w(F(2)) =1+ Y lu(z)w avec w = BA™BA™... BA™.
weB-W;

o W est I'ensemble des mots de longueur au moins 1 formé avec les
lettres A et B.

/Z dt dt dt dt dt dt
o Iy(z):= ———0—0+:0—0-++0 o—o---0—, cCe
o t—1 't t t—1 ¢ t

~
n1+1 termes nm-+1 termes

sont des polylogarithmes.

Théoréme
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Algebre image

Expression de F

Aprés calcul on obtient

z)=1+ Z Fu(z)w

WEM¢

avec

FE@=Y Y ( k"’fq)k)"/wl(z)

k=0 w/'eW*,
wo € Ji(w /)

pour w = ATBA™BA™ ... BA™ = AMwy
et ot Jy(w) :={me W* | |m|g = |wlg, |m| = |w| — k et m < w}.

L'image de pas = (-, Fas) est I'algébre engendrée par les fonctions
polylogarithmes multiples /,, et les puissances du logarithmes.

Dorian Perrot (Université Strasbourg) Fonctions polylogarithmes et intégrales it 26/08/2024



	Intégrales itérées
	Application : homotopie invariance des intégrales itérées
	Morphisme associé à un élément MC
	Résolution dF = F (A)
	Algèbre Image
	Application : équation KZ3

