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0 Introduction

0.1 Résumé

Le mémoire se décline en cinq sections. Les résultats principaux sont le théoreme situé dans
la troisieme section et la caractérisation des images d’une certaine famille de morphismes situé en
cinquieme section. Pour le théoréme, il s’agit de démontrer I'existence et I'unicité d’une solution
(avec certaines propriétés) a une équation du type <« dF = F.A » ou A est fixé et est un élément dit
de Maurer-Cartan.

Les deux premieres parties ont pour but de construire le cadre et les objets qui serviront dans la
troisieme section.
La premiere partie a pour objectif d’introduire une algebre particuliere, notée Z1(&), associée a une
algebre différentielle graduée sur laquelle on pourra définir et étudier une fonction I, dites intégrales
itérées. Cette derniére sera nécessaire afin de démontrer le théoréme [3.61
On se donnera ensuite plus de structure en deuxieéme section en y ajoutant des algebres de Lie
graduées. On y introduira les éléments de Maurer-Cartan d’une algebre différentielle graduée com-
mutative et d’une algebre de Lie graduée. Puis a chacun de ses éléments on lui associera un certain
morphisme dont l'image est dans une algebre du type Z!'(€) étudiée dans la partie précédente.
La construction et les propriétés des morphismes W, constituent les résultats principaux de cette
deuxieéme section et seront utilisées apres.
La troisieme partie utilise donc les deux sections précédentes afin de démontrer le théoreme |3.6)

Enfin, les deux derniére sections concernent un cas particulier de ce qui a été fait précédemment.
Il s’agit d’introduire I’équation dites K Z, pour la quatrieme section. On s’attardera plus parti-
culierement sur les solutions et leur image de I’équation K Z3 dans la derniere section. En particu-
lier, on effectuera un raisonnement inspiré de [LM96| qui permettra d’obtenir une caractérisation
complete des images de morphisme associés aux solutions.

0.2 Notations

Dans toute la suite du mémoire et sans précision spécifique, K désignera un corps de ca-
ractéristique nulle, M une variété lisse ou holomorphe connexe, M son revétement universel et
on notera p : M — M la projection associée.

On rappel que si (H, p,n, A, e,5) est une algebre de Hopf [Kas95|, alors x € H est dit primitif
si A(z) = z®141®x. On notera Pri(H) 'ensemble des éléments primitifs de H. On dit également
quun élément & € H est grouplike si z est non nul et A(z) = = ® x, Uensemble des éléments
grouplike de H forme un groupe noté G(H) dont l'inverse est donné par 'antipode.

Si E est un K-espace vectoriel, on notera T(F) (resp. S(E), A E) l'algébre tensorielle de FE
(resp. algebre symétrique de E, algebre extérieure de E) |[Kas95; War83]. On peut munir 7T'(F)
d’une structure d’algebre de Hopf cocommutative graduée avec
— La multiplication conc : T(E) @ T(E) - T(E) quia (21 ® - @) ® (Y1 @« - - ® Ypp,) associe
21 QT QYL Q- ® Y.

— L'unité p: K — T(E) qui est le plongement de K dans T(E) (i.e. dans T°(E)).

— La comultiplication A : T(E) — T(E) ® T(E) qui est 'unique coproduit tel que les éléments
de F soit tous primitifs, i.e. A(z) =1® x + 2 ® 1 pour tout x de E.



— La counité € : T(E) — K qui est la projection sur 7°(F) = K.
— L’antipode S: T(FE) > T(E) qui a 21 @22 ® - - @ Tp—1 ® Xy, associe (—1)"2, Qxp_1 @+ ®
To X x71.
Pour tout entier n, on note T"(FE) le sous-espace vectoriel de T'(E) engendré par les éléments de
degré n de T(E). On a donc T'(E) = B, T"(E).

Soient p,q des entiers, on dira qu’une permutation o € &,1, est un (p,q)-shuffle si (1) <
c2)<...<op)eto(p+1)<...<o(p+q). On notera Sh(p,q) 'ensemble des (p, q)-shuffles.
En particulier on peut munir T'(E) d’une autre multiplication que la concaténation appelée shuffle
et notée W : T(E) @ T(FE) — T(F) telle que

(1 ®...0ap) W (Ap41 ® ... Q Gpiq) = Z (r-1(1) @ ... ® Uo—1(ptq))-
oc€Sh(p,q)

De maniere équivalente, on peut définir le produit shuffle récursivement par
(a1®...®ap)u_|1::a1®...®ap, 1LL|(b1®®bq) Z:b1®...®bq,
et

(1 ®@...0ap) W (01 ®...0by) :=conclar, (a2 ®...Qap) W (b1 Q...Rby))
+ conc(by, (@1 ®...Qap) Wb ®...00by)) (1)

L’algebre T'(E) possede alors une structure d’algebre de Hopf commutative notée Sh(E), ’algébre
shuffle de E. Dans cette algeébre on notera [wi] - - - |wg]| au lieu de wy ® - - - @wy, les différents éléments
de Sh(E). Les différentes lois de Sh(FE) sont données par :

— La multiplication < shuffle » 1 : Sh(FE) ® Sh(E) — Sh(E) qui a [z1] - |zn] @ [y1] - - |ym]
associe [z1|- -+ |zn] W [y1]|- - - |ym]. C’est une loi est commutative, associative et sans diviseur
de zéro.

— Lunité p: K — Sh(E) qui est le plongement de K dans Sh(E) (i.e. dans ShO(E)).

— La comultiplication A, : Sh(E) — Sh(E)®Sh(E) qui a [21] - - - |z,] associe Y . o[z1] -+ |2;]®
[Zit1]| - |zn] avec la convention que le tenseur vide vaut 1.

— La counité € : Sh(E) — K qui est la projection sur Sh%(E) = K.

— L’antipode S : Sh(E) — Sh(E) qui a [z1]|z2| - - |Tn—1]2s] associe (—1)"[xn|Tn_1] - |x2|z1].
En fait, ces opérations sont les opérations « duales » de l'algebre de Hopf cocommutative T'(F) (cf
[Reu93| chap 1.5] pour plus de détails). En outre si E est un K —espace vectoriel de dimension finie
alors T(F)° —le dual gradué de T'(E)- est isomorphe en tant qu’algebres de Hopf & Sh(E™).

Pour tout entier n, on note Sh™(E) le sous-espace vectoriel de Sh(E) engendré par les éléments de
degré n de Sh(E), et on pose F,Sh(E) := @,_, Sh*(E). La suite (F,,Sh(E)), est une filtration
croissante totale de Sh(E).

Si g est une algebre de Lie alors on notera U(g) sont algebre enveloppante |[Bouaj; Kas95]. Cette
derniére posseéde une structure d’algebre de Hopf cocommutative héritée de celle de T'(E). Aussi le
théoreme PBW (Poincaré-Birkhoff-Witt) |Boua] permet de montrer que Pri(i(g)) ~ g. Enfin si E
est un espace vectoriel alors on notera £ie(E) I’algébre de Lie libre de E et ’on a un isomorphisme
d’algebres de Hopf entre U(Lie(E)) et T(E) |Boub).

Enfin si A est un K —espace vectoriel et B = €, Bn, un K —espace vectoriel gradué alors on
définit le produit tensoriel complétée de A, noté A®B” par

A@B" := [[ A® B,.

n>0



Une algeébre différentielle graduée, abrégée en dg-algébre la donnée d’un triplet (F, A, d)
avec

— F un K-espace vectoriel Z-gradué, i.e. F' = ®n€Z Fm,

— une multiplication associative A: F @ F™ — F"™™ avec n,m € Z et unité 1 € F°.

— une différentielle d : F — F telle que dod = 0, d(F™) C F"™ et d(z A y) = do A

y+ (—=1)Fz A dy ot = € FF.

On dit que (F, A,d) est : commutative si pour tout x € F?" et y € F™ onaxz Ay = (—1)""y A z;
positivement graduée si F est juste N-gradué.
Par exemple, si K = R (resp. C) et M est une variété lisse (resp. holomorphe) alors I'algebre
Elisse(M) (resp. E(M)) des k—formes différentielles lisses (resp. holomorphes) sur M munit du pro-
duit extérieur (A) et de la dérivée extérieure (d) est une dg-algebre commutative. En particulier
EL (M) =C>®(M) (resp. EX(M) = Opoi(M)).
Un morphisme de dg-algebres f : F' — G est un morphisme d’algebres qui commute avec la
différentielle, i.e. fodp =dgo f.



1 Intégrales itérées pour des dg-algebres

On se donne K un corps de caractéristique nulle. Toutes les K —algebres considérées dans cette
section seront également supposées unitaires.
L’objectif de cette section est de définir algébriquement une intégrale itérée définie sur une algebre
associée a des dg-algebres munit d’un caractere (théoréme. On montrera de plus que les intégrales
itérées ainsi définies sont des morphismes d’algebres. Enfin on étudiera ces intégrales itérées dans le
cas particulier des variétés connexes algébriques ou lisses avec les outils construit précédemment.

1.1 Algebre Z!(€) associée a une dg-algébre &
On se donne (€,d) une dg-algébre commutatives graduées.

Definition 1.1. On définit les applications linéaires

Se:|  Sh(EY) —s Sh(EY) @&
[wi] -+ Jwe] > fwr] - |we—1] @ w
1 — 0
et
Pg : Sh(EYY —  Sh(EY) ®E? @ Sh(EY)
k—1
wil - lwr] = D [wi] e wica] ® (Wi A wig1) @ [wisa] - |wi]
=1
k

+ ] wim1] © dwi ® [wi |-+ |wi]

i=1

1 —0

avec A le produit de £ et la convention que le tenseur vide vaut 1.
Definition 1.2. On pose Z!(£) := ker(®¢).

Par définition Z'(&) est donc un sous-espace vectoriel de Sh(E'), montrons que c’est une sous-
algebre de Sh(EL).

Definition 1.3. On définit 'application

*: (Sh(EY) @ E2 @ Sh(EY)) @ (SK(E) ® Sh(EY)) — Sh(EN®E*@Sh(EY) quia (a®@N®a’)® (bRV)

associe (a®Q®ad)*x (baV):=(awd) QR (a’ Wb).

En particulier 'application * permet de munir Sh(£')®E*®Sh(E') d'une structure de (Sh(E') @ Sh(E')) —module.

Proposition 1.4. Soient a,b € Sh(EY(M)) alors
De(awb) = Pe(a) * Ac(b) + P (b) * Ac(a). (2)
ol A, est la comultiplication de Sh(EY) définie dans la section [0.4

Remark 1.5. Dit autrement, la proposition précédente montre que ®¢ est une dérivation de I’anneau
Sh(EY) dans Sh(EY) ® €2 ® Sh(EY). La structure de Sh(£!)-module de ce dernier est donnée par
le pullback du coproduit de Sh(£') de la structure naturelle de (Sh(E£') @ Sh(E')) —module de
Sh(EY) ® £2 ® Sh(EY).

La proposition est une démonstration détaillée de la restriction & Sh(E') C Sh (@D()Ei) de
légalité (do V = V o dg (notations de [BF]) dans la démonstration de [BF, lem 3.256].



Démonstration. Soient a = [a1]...|a,] et b= [b1]...|b,] des éléments de Sh(EL).
Introduisons 'application A2 := (A, ®1id) o A, : Sh(E') — Sh(EY) @ Sh(E) ® Sh(EL), écrivons
A2(a) et A2(b) sous la forme

=Y a®dod et AXb) =D bbb

L’application A2 est un morphisme d’algébres comme composé de morphismes d’algébres et donc

AZ(awb) = A2(a) wWAZ(D) = > (a; wby) @ (aj W) @ (af ®VY) 3)
i,
Définissons également @1, ®o : Sh(EL) — Sh(EY) ® £2 ® Sh(EL) par

n

Oy ([wil .. fwn]) =Y [wi] . |wp—1] ® dwi @ [wis1] - - - |wnl,
k=1

n—1

Dy ([wr] - Jwn]) = Z[w1| o |wp—1] ® (Wg Ag Wkt1) ® [Wita| - - |wnl].
k=1

On a donc & = &1 + P,.

Remarquons que la projection pry : Sh(EY) — £ et la composé Ag o pry @ Sh(EY) — /\2 &l
(ot pry désigne la projection de Sh(E') sur Shy(E1) et Ag : Shy(E1) = EL @ Y — A?EL est
I'antisymétrisation) sont des dérivations de Sh(E') & valeurs dans les Sh(E')—modules triviaux £!

2 . .
et A\” € respectivement. Autrement-dit

Va,y € SK(EY), pri(zwy) =pri(z)e(y) +e(@)pri(y)

et

Va,y € Sh(E),  Aeopra(zwy) = Ae(pra(@)e(y) + e(@)pra(y) +pri(z) wpri(y))
= Ag o pra(z)e(y) + (@) Ae opra(y).
La seconde égalité vient du fait que pour tout a,b € €' ona alb € S?(E') C (€' ® ') = Sho(EY)
et que la restriction de Ag & S?(EY) est nulle.
Ainsi, d o pry : Sh(EY) — E% et my1 0 Ag opry (ol myy : /\2 El — &2 est l'application donnée par
les compositions /\2 gl elget 55 g2 qui est bien définie par commutativité du produit dans &)
sont des dérivations de Sh(E') dans £ vu comme module trivial. Par suite

(id®(dopry) ®id) o Az(a wb) = Z(ai wb;) ® (prl(a;)e(b;) + 5(a2)pr1(b;v)) ® (a] W b;’) (4)

or

Za ®e(a)) ® a; —Zak®1®a§€ ot A.( Zak@)ak

Zb ®e(b)) @b = Zbl®1®bl ott A (b :Zbl®bl
J



on en déduit que

q

(id@(dopry) @id) o AZ(a ) = > Y (ap W [by]...|bg—1]) ® db; ® (af Wi [bj41] ... |bg])

& =1
p
+> > (o] lapa] W] @ da; @ ([aiga] .- |ap) W by)  (5)
I =1
d’onu I’égalité
(id@(dopr) @id) o A2(a W b) = @1 (a) * Au(b) + Au(a) * Dy (b). (6)

De méme

qg—1
(ld ®(m1 10/\g0p7’2)®1d OA aLI_Ib = Z Z akLLI b1 |bq_1])®(bj/\gbj+1)®(a;€LU[bj+2| S ‘bq])
k j=1
p+l

+ZZ la1] ... Jap—1] Wb @ (a; Ag aiy1) @ ([aival. .. [ap) b)) (7)

d’ou I'égalité

(id®@(my1 0 Ag 0 pro) ®id) o A%(a W b) = By(a) * Au(b) + A.(a) * Ba(b). (8)
Le résultat découle des égalités [0] et O
Corollary 1.6. L’ensemble Z1(E) est une sous-algébre de Sh(E'(M)).

Démonstration. 11 suffit de montrer que si a,b € Z*(£) alors a Wb € Z(&). Par la proposition
précédente on a Pg(a W b) = Pg(a) * A(b) + Pe(b) * Ac(a), or a,b € Z1(E) et donc le membre de
droite est nul, ce qui conclut. O

1.2 Morphisme d’algébres de Z(£!) dans &°

On se donne un morphisme de dg-algébre commutatives graduées ¢ : (€,d) — (g ,d). On suppose
que HO() = C et HY(E) = 0 ot H(E) désigne le i—eme groupe de la cohomologie de €. Notons
X(E) := Homqiy(£9,C).
Avant de pouvoir construire I'intégrale itérée I, (théoreme|1.9), on a besoin de propriétés supplémentaires
sur les algébres Z(E1).

Lemma 1.7. On a 6¢(ZY(€)) C Z1(€) @ &

Démonstration. On a le diagramme (figure [1)) dont les lignes horizontales sont exactes car Z1(&) est
le noyau de ®¢. Montrons de plus qu’il est commutatif. Comme Sh(£!) est linéairement engendré par
1 et les éléments de la forme [z|w] avec x € Sh(E) et w € &1, il suffit de montrer la commutativité
en restriction a ces éléments.

On a ®g(1) =0 et dg(1) = 0 donc le diagramme (figure [1)) en restriction & 1 est commutatif.

Soit € Sh(EY) et w € £, on écrit g (x) et dg(x) sous la forme

= Zx; Rao; @] et Jde(x) = Zx;//(@wi
i i



avec o}, 2!/ 2!/ € Sh(EY), a; € E? et w; € EL. Et alors

) (2R 3

D¢ ([z|w]) = Zx; ® a; @ [z} |w] +Zx;" ®w dbw)@l+zr@dw®l.

Le terme >, 2/ ® (w; A w) ® 1+ 2 ® dw ® 1 est dans Sh(EY) @ €2 ® ShY(E') donc annulé par
idgpe1)ge2 ®dg. De plus

(idSh(€1)®82 ®d¢) (Z T ®a; @ [x;’|w]> = Zl‘; X a; ® x;’ Qw
i 7

donc
(idsn(eype @3e) 0 Pe([zlw]) = D 7j® i @ 2] ®w = Pg(2) ®w = (P @ ider) 0 6¢ ([x|w])
et donc le diagramme (figure [1)) en restriction & [z|w] est commutatif.

Par suite si y € Z*(&) alors par commutativité du diagramme (figure[L]) 5 (y) est dans ker(®e ®idg1)
d’ott dg(Z1(€)) est inclus dans Z1(€) @ Sh(EY). O

ZYE) —— Sh(EY) —— 2 Sh(eY) ® £2 ® Sh(EY)

de idgpe1)ge2 ®de

Pe®ider

Z'E) @ EY —— Sh(EH ® &L Sh(E') ® &2 ® Sh(EY) @ &

FIGURE 1 —

Lemma 1.8. On a l’égalité suivante dans L (Sh(E'), Sh(EY) ® £2)
(idSh(£1)®£2 ®€) ode = ((ids’h(é‘l) ®(A)) o (5g & idgl) + idSh(gl) ®d) o d¢.

Démonstration. Par linéarité des expressions, il suffit de vérifier ’égalité pour une élément [w1 ]| . . . |wy,]
de Sh(€'). D une part, on a

k—1
Pe([wr]. .. |wn]) = Z[Wﬂ s wis1] @ (Wi A wit1) ® [wigal - |wg]
k
+Z[w1|"'|wi—1]®dwi®[Wi+1|"'\wk]> 9)

et donc
(idgpenype? ®) 0 Pe([wi] ... |wn]) = [wi] .- [wn—2] ® (Wn—1 A wn) + [wi] ... |Jwp_1] ® dw,.  (10)

D’autre part, on a
de(Jwi| .. |wn]) = [wi] .- |wn—1] ® wn, (11)



et donc
((idSh(Sl) ®(A)) o (55 [029] idgl) + idSh(gl) ®d) o 65([w1| - |wn])
= [wi] ... Jwn_2] ® (Wn—1 A wy) + [wWi] ... |wn—1] ® dwy,.  (12)

Le résultat souhaité s’en déduit. O

Le théoreme suivant nous permet de construire 'intégrale itérée I,, souhaitée. On remarquera
que le lemme nous permet d’écrire la ligne verticale & gauche dans la figure [2| (diagramme A).

Theorem 1.9. Soit xg € X(go), il existe une unique application linéaire < intégrale itérée > I, :
ZYHE) — & telle que les diagrammes A et B soient commutatifs.

Zl(g) 777777777[;; 7777777 } 50 Zl(g) 77777 I ;;7777} 50
Se d L X0
ZYE) @ gt B0 a Sh(E)) —=—— C

FIGURE 2 — Diagramme A FIGURE 3 — Diagramme B

ott ¢ : ZYHE) — Sh(EY) est I'injection canonique.
Démonstration. Posons pour tout entier n
F,ZY(&) := F,Sh(EY) N Z1 (&)

la suite (F,Z*(€))  est une filtration croissante et totale de Z'(£), en particulier FyZ'(£) = C.
Par convention posons F_;Z'(£) := 0, alors pour tout entier n positif ou nul é¢(F,Z(€)) C
F, 1 ZY &) ® &L

Procédons par récurrence sur n > 0. Notons HR(n) ’hypothése de récurrence au rang n : < Il
existe une unique collection d’applications FiI : F,Z*(€) — £° pour k = 0,...,n telles que pour
tout k =0,...,n, les diagrammes Ay, et By commutent (figure [4] et [5)) > .

S FZH(E) ——— E°

F.ZY(€) T ol Fol
e d Lk Xo
Fr 1 ZYE) @ & _mUkal®e) & Sh(EY) - e .

. FIGURE 5 — Diagramme By,
FIGURE 4 — Diagramme Ay,



ot 1y : FrZY(E) — Sh(EY) est I'injection canonique.

Montrons HR(0).
Par le diagramme Ay, on a d(Fp(1))) = m(F_1I ® ¢) 0 dg(1) = 0 car dg(1) = 0. Par suite FpI(1)
appartient & ker(d : €0 — £1) = C -1 car H°(€) = C donc il existe A € C tel que FyI(1) = A - 1. De
plus 1 = xo(FpI(1)) = A d’out FoI(1) = 1.
On définit donc Fyl : FoZY(€) — E° comme la composition de FyZ'(€) ~ Sho(E') = C avec
I'unique morphisme d’algebres C — £°. On vérifie que FyI fait commuter les diagrammes Ag et By,
et est unique par ce qui précede.

A présent, donnons-nous un entier strictement positif n, supposons HR(n) et montrons H R(n +
1), autrement dit construisons une unique famille F I : F,.Z*(£) — E%aveck=1,...,n+1 qui fasse
commuter les diagrammes Ay, et By, (dans lesquels on remplace Fj I par F}I) pour tout k =0,...,n.
L’énoncé d’unicité contenue dans H R(n) implique qu’une telle famille est telle que F}.I = FiI pour

k =1,...,n. Il reste & montrer I'existence et unicité d'une application F} I : F,17Y&) — &0
telle que A,4+1 et Bpy1 commutent. On introduit donc ’ensemble

E,i1:={fel ( n+1Z1(5),g0) | les diagrammes A, 11 et Bj,11 dans lesquels
on remplace F, 11 par f soient commutatifs }

et on veut montrer qu’il est de cardinal égal a un.

Avant cela rappelons que H' (5 ) = 0 ,donc les 1-formes fermées de & €1 sont exactement les 1-

formes exactes de &L et alors I’application d : E0 = €' induit un isomorphisme d’espaces vectoriels
de ker(xo) — ker(d : E! — £2), notons

inty, : ker(d : gt 52) — ker(xo) (13)

. . . . ker(d:E1 —E2 . ker(d:E'—E€2) . .
I’isomorphisme inverse, i.e int,, o d} Ker(xo) ) = = idyer(yo) dl kerEXO) ) o inty, = 1dker(d:€~1_>£~2).

Ainsi le diagramme [6] est commutatif et est exact Vertlcalement

ker(xo) < Tt ker(d : E — £2)

l l

go d 51
JXU ld
C £2

FIGURE 6 — Application int,,

Revenons a la démonstration de ce que E, ;1 est de cardinal égal a 1. On considere

ZL(E) == ZY(E) N Shy(EY) (14)
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on en déduit la décomposition Z(£) = C @ Z1 (M).
De méme, pour tout entier k£ considérons

EFZYE) == R, ZN(E) N Shy (EY) (15)
et alors on a la décomposition
F.ZY &) =Ca FZ' (&) (16)
Posons
g:=m(F,] ®p)ode: Fo1Z'(E) — 2 (17)
Montrons que si 'on a
dog=0 (18)

alors E, 1 est de cardinal égal a un. En effet si d o g = 0 alors on peut corestreindre g en geo :
Fp1 ZY(€) — ker(d : E' — £2) et restreindre cette derniere en g, : Fif, | Z1(€) — ker(d : EF — £2).
Posons B

Fn++1-r><o 1= ity © Goor FntklZl(g) — & (19)

ou inty, est I'application définie en ([13]).
Définissons également ’application linéaire

Fopily, = Rl ® I 1 ZHE) — ) (20)

ou l'on utilise la décomposition .

Montrons que F, 11, appartient a E, 1, autrement dit vérifions que F,411y, fait commuter les
diagrammes A, 1 et By41. Pour cela il faut et il suffit de vérifier les égalités d o F, 111, = 0@ g en
tant qu’applications de C @ F;+1Z1(M) — EL et de Xo © Fry1ly, = idc @0 en tant qu’applications
de C&® Ff, 1 Z1(M) — C.

Pour le premier point, soit (z,w) € Cx F;ZrlZ1 (&). Par linéarité des applications, il suffit d’étudier
les images de (z,0) et (0,w). D’une part d o Fy,111,,(2,0) =do FyI(z) =0 = (06 g)(2,0). D’autre
part, d o Fj,111,,(0,w) = d ointy, o g}, (w), or gF, (w) € ker(d : £l — £2), rappelons que l'on a
dointy, =idy, 4.1, doudointy, o 9, (W) =gb, . (w) = (08 ¢)(0,w).

En conclusion on a bien do F;, 111, =0® g.

Pour le second point, soit (z,w) € Cx F,f,; Z'(€). Par lindarité des applications, il suffit d’étudier
les images de (z,0) et (0,w). D'une part F,411,,(2,0) = xo 0 FoI(z) = (idc €0)(2,0). D’autre part
X0 © Fry11,,(0,w) = xo 0 inty, © gL, (w), or 'image de int,, est contenue dans ker(xo) et alors
X0 © 1ly, © gj;r(w) =0 = (idc ®0)(0, w).

En conclusion on a bien xg o Fi,4+11y, = idc @©0.

On en déduit que F),411,, appartient a I, 1, ce-dernier est donc de cardinal au moins 1. Mon-
trons qu’il est aussi de cardinal au plus 1.

En effet, si F,y 11 et F,,41I’ sont dans E,, .1 alors ¥ := F,, 1] — F,,.1 I’ vérifie do ¥ = 0 et
xo o U = 0. Par suite, si & € Fp,412%(€) alors d o ¥(a) = 0. De plus H(E) = C et donc il existe
A € Ctel que ¥(a) = A-1z. En outre A = xgo ¥(a) = 0 et donc ¥(a) = 0. On en déduit que ¥ =0
et donc F 11 = FqI'.

On vient de montrer que E, 1 est de cardinal exactement 1, d’ou l'existence et I'unicité re-
cherchées.
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Montrons a présent 1’égalité (18]) ce qui terminera la preuve grace a argument précédent.
Considérons I'injection canonique j, : F,,_1Z1(€) — F,Z'(€) et 'application
((jn 0 idp, ,71(6)®(A)) 0 (0e ® ider) + idp, 71(e) @d) 0 8¢ = Fry1 ZH(E) = F,ZNE) ® E* (21)

qui est bien définie grace au lemme [I.7] De plus, en composant cette application a gauche par
tn ®idg2 on a I'égalité des applications dans £ (Fj,412'(€), Sh(EY) ® £2)

(Ln ® idgz) o ((ianilzl(E) ®(A)) o ((55 ® idgl) + ianzl(g) ®d) odg
= (idSh(Sl) ®(A) o (de ®ider) + idSh(Sl) ®d)odgotpt1. (22)

En composant avec ¢, 1 'égalité du lemme [1.8[ on obtient

(idsner)y ®(8) o (de ® idgr) + idgper) ®d) 0 dg 0 tny1 = (dsn(er)e2 ®e) 0 Pe 0 tpp1. (23)

Or F,Z'(€) est inclus dans Z1(€) = ker ¢ et donc le membre de droite de I'équation est
nul. On en déduit que le membre de gauche de I’équation est également nul, par injectivité de
tn ® idg2 on a donc I'égalité suivante dans £ (F,412'(€), F, 21 (€) ® £?)

((ianilzl(g) ®(A)) o (de ®ider) + ianZI(g) ®d) 0dg =0 (24)
Paralleélement, on a les égalités dans £ (Fn+1 ZHE), 8~2)

dog=domo (F,I ®¢)ods
=mo((doF,I®¢)+ (F,I®doyp))ode car & est une dg-algebre
=mo(mo ((Fn_1l ® ) odeg) @ p)ods +mo (F,I] ®dop)odeg par commutativité de A,
=mo(mo ((Fh_1I®¢)ods)®@p)odg +mo(F,I@pod)odg carpod=dop
=mo (mo ((Fr_1l®¢)ode)@p)ods +mo (F,l®¢p)o (idp,z1 @) @d) o de
=mo (Fr1I®((8) o)) o (b ®ider) 0dg +mo (Frl ® @) o (idF, z1(¢) ®d) 0 0¢
car m est associative
=mo (F,o1l @ (po(a)))o (b ®ider) 0 e +mo (Fol ® @) o (idp, z1(e) ®d) o 0¢
car go (8) =(8)o(¢p®¢)
=mo (Fr_1I®@¢p)o (idp, ,71e) ®(4)) 0 (de ®idgr) 0 de
+mo (Fl @ ) o (idp, z1(e) ®d) o de.
Remarquons que la collection d’applications (Fiy1/|r, z1(e))o<k<n—1 fait commuter les diagrammes
Aj et By pour tout kK = 0,...,n — 1. Par I’"énoncé d’unicité dans HR(n), on en déduit que
Frei1lp, 216y = Fl pour tout k = 0,...,n — 1. En particulier F,I|p, ,z1(e) = Fn-11 et on peut
poursuivre le calcul précédent
dog=mo (F1l®p)o(idr, 716 @(4)) o (5 ®ider) 0 Oe
+mo(F,I®¢p)o (ianzl(g) ®d) o ¢
=mo (Folip, ,z1(e) @ @) o (idp,_,z1(6) ®(A)) o (b @idgr) 0 dg
+mo (F,I ® ) o (idp, z1(e) ®@d) o dg
=mo (F,l ®¢)o(idp, ,z1e)®(2)) 0 (g ®ide1) 0 g
+mo(F,I®¢p)o (idpnzl(g) ®d) o ¢
=mo (F,l ®¢)o ((idp, 716 ®(8)) 0 (de ®ider) + (dp, z1(g) ®d)) 0 de.
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Par 1’égalité on en déduit que le terme de droite est nul, ainsi on a montré que do g = 0 ce qui
montre ’égalité .

Il reste a construire I,, et montrer son unicité.

Donnons-nous un entier m, la famille d’applications (Fy,1mIF,21(e))nen fait commuter les dia-
grammes A, et B, (avec F,,I = F, 1,1 |F, 71 (&) dans les diagrammes) pour tout entier n car ce sont
les diagrammes A, 4, et B,4., en restriction a FnZl(fi’). Or on a montré que (F,I),en est 'unique
famille d’applications vérifiant cette propriété. On en déduit que F,,I = F,, 1,1, 21(¢) pour tout
entier n et m.

Introduisons 'application deg : Z'(€) — {—1} UN définie par deg™ ' (k) = FrZ' () \ Fx_1Z"(E)
pour tout k > —1 et avec F_oZ'(&) := 0.

Pour tout w € Z*(€), posons alors Iy, (w) := Fyeg(w)! (w) avec par convention F_11 qui est I'appli-

cation nulle de F_;Z* = {0} dans £°. On définit ainsi une application I, : Z*(£) — £°. Montrons
que I, est linéaire.
Remarquons que si w,w’ € Z1(€) alors deg(w + w’) < max (deg(w), deg(w’)). Par suite

/

L,(w+w) = Faeg(wtw) I (W +w')
= Finax (deg(w),deg(w))d (W + W) par I’énoncé de restriction précédent
= I'max (deg(w),deg(w’))l(w) + Fmax (deg(w),deg(w’))-[(w/)
par linéarité de Fi .« (deg(w),deg(w’))I
= Feg(w) I (W) + Faeg(I(w') par I’énoncé de restriction précédent
= IXO (W) + IXO (wl)
De plus, si A € C* alors deg(Aw) = deg(w) et donc
IXO ()\w) = Fdeg(Aw)I(Aw)

= A geg(ru) I (W) par linéarité de Fyeg(rw)!

= MFyeg(w)l (W) car deg(Aw) = deg(w)

= )‘IXO (w)

Enfin, ,,(0) = Fyeg(0)I(0) = F_11(0) = 0.
On a montré que I, est linéaire.
Siw e ZH(€) et w # 0 alors 0 (w) € Faeg(w)—12"(£) @ EL. De plus IXOIFng(w>_1Z1(£) = Faeg(w)—11 et
alors

(I, ® @) 0 0 (w) = (Faeg(w)—11 ® ¢) 0 b (w) (25)
donc

mo (I, ® ) 0dg(w) = m o (Faegu)—1 ® @) 0 dg(w) = d o Fyegy I (w) = d o [, (w).
Et

X0 © Iy, (w) =Xo©° Fdeg(w)I(w) = € 0O ldeg(w) (UJ) =¢€0° L(w)'

On a encore do I, (0) =mo (I,, ® ¢) 0 de(0) = 0 et xo o I, (0) = 0:(0) =0.
L’application I, fait donc commuter les diagrammes A et B.

Enfin, I'application I, est unique. En effet, si J fait également commuter les diagrammes A et
B alors la famille d’applications (J|z, z1(¢))nen fait commuter les diagrammes A,, et B, pour tout
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entier n. Par unicité de la collection d’applications, on a Jip, z1(gy = Fpl = IX0|F, 71(g) bour tout
entier n, d’ot J = I,. O

Proposition 1.10. (a) Soit (€,d¢), (F,dr) deux dg-algébres et g : £ — F un morphisme de
dg-algébres, alors
9(Z(€)) € Z(F). (26)
(b) Si de plus pg : € — E, or: F — F sont des morphismes de ' _dg-algebres avec HOE) =
HOY(F)=1 et H'(E) = H'(F) = C, donnons nous aussi xo € X (&) et py € X(F). S'il existe
un morphisme de dg-algébres g : 5~ — F tel que les diagmmmesﬁ et |§ soient commutatifs
alors le diagramme[9 est commutatif.

50
& — £ X
\‘
s
F—* L F 70
FIGURE 7 —
FIGURE 8 —

IXO
g ]
I, ~
Zl(]-‘) — 0 L FO
FIGURE 9 —

Démonstration. (a) Le diagramme [10| est commutatif et les lignes horizontales sont exactes. On en
déduit 'inclusion désirée par une chasse au diagramme.

0 —— ZYE) — Sh(E') —25 5 Sh(EY) ® £2 @ Sh(EY)

L gl

0 — ZNF) —— Sh(FY) —2Z 5 Sh(FY) @ F2 @ Sh(F!)

FIGURE 10 —

(b) Pour tout entier n, introduisons
F.ZY &) := F,ShEYNZY(E) et F,Z'(F):= F,Sh(F')n Z'(F).

Les suites (F,Z1(€)), et (F,Z'(F)), sont des filtrations croissantes et totales de Z1(€) et Z'(F)
respectivement. En particulier pour tout entier n on a g(F,Z%(£)) C F,Z'(F) car g est un mor-
phisme de dg-algebres. Montrons par récurrence sur n que le diagramme [I1] est commutatif pour
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tout entier n, ce qui démontrera le résultat.

F,ZY () —— &°

IXO
g g
I, ~
F,ZYF) ——— F°
FIGURE 11 —

Montrons le pour n = 0, d'une part g(I,,(lg)) = g(1z) = 1%, et d’autre part I,,(g9(1lg)) =
Ly (17) = 17 Dot §o Iy, = I, 0 g dans £ (Fozl(g), ]-'0> ce qui termine Vinitialisation.

Supposons que pour un entier n fixé le diagramme [11|soit commutatif. Dans £ ( F,171(€), F 1) on
a les égalités

dzgogol, =godgzol,, car g estun morphisme de dg-algebres
=gomo (ps ®I,)o0ds parle théoreme
=mo (gopsg®@gol,,)ods car g est un morphisme de dg-algebres

or par hypothese on a o g = pr o g. De plus, comme 'image de J¢ est incluse dans €' @ F, Zl(E)
(lemme[L.7)) alors par hypothese de récurrence (diagramme [7) on a (idg1 ®go Iy, )ode = (idgr @1,
g) o dg d’ou
mo (gope®goly,)ode=mo(prog®I, og)ode (27)
comme ¢ est un morphisme de dg-algebres alors
mo (prog® L 0g)0ds =mo (ox @ L) odxog. (28)
Enfin par le théoréme on en déduit que
mo (pr®@I,,)odrog=dzol, og. (29)
Par suite, on obtient ’égalité dans £ ( F,124(8), f1>
dzgogoly, =dzol,, og (30)
En particulier, si o € Fy,41Z%(€) alors
(G0 Iy — Iuy 0 9) (@) € ker(dz : FO — F1) (31)

comme HO(F) = C, il existe A € C tel que (§o Iy, —ol,,0g)(a) = A- 1% Cependant, on a les
égalités dans C

A

fo (g0 Iy = olyy 0 g) (@)

110 (0 Lo (@) — po (Iy © g(ar))  car pg € X (F°)
X0 (Iyo (@) — po (145 © g(@))  par commutativité du diag [§]
) —

ESn(E) (CY ESh(FY) (9())

15



Notons « sous la forme [ - 1¢ + o’ avec [ € C et o/ € Sh(E') sans terme constant, alors g(a) =
I-1x4 g(') avec g(a') sans terme constant et donc

A =¢esnen (@) —esnry(gla)) =1—-1=0.
Il en découle que go I, — I, 0 g = 0 dans £ (Fn+1 ZY€E), .7?0), ce qui termine la preuve. O

Proposition 1.11. L’application intégrale itérée I, : ZYHE) — EY est un morphisme d’algébres.

Démonstration. 11 suffit de montrer que I, (L B) — I, ()L, (8) = 0 pour tout («, B) € (Z1(€))?,
pour cela considérons ’application

D: ZMEY e ZY(EY)
X0 (a L ﬁ) - IXO (a)IXo (ﬂ)

et montrons que D = 0.
Posons pour tout entier n

F (ZNE)® ZY (€)= Y F,Z'(€)@F,Z'(€)

ptg=n

avec F,Z1(€) = F,Sh(EY) N Z1(€).

La suite (F,(Z'(&) ® Zl(é')))n est une filtration croissante et totale de Z(£) @ Z1(€).
Montrons par récurrence sur n que D(F,(Z1(£) ® Z1(€)) = 0, ce qui terminera la preuve.
On a Fy(ZY (€)@ Z1(€)) =1® 1 et donc

D(l) = IXo(l) - IXo(l)IXO(l) = 15‘ - 15‘ . 15 =0 (32)
Supposons que pour un certain entier n on ait D(F,(Z1(€) ® Z1(€)) = 0 et montrons que

D(F,41(ZY (&) @ Z*(€)) = 0.
Commengons par montrer que le diagramme [I2] est commutatif.

7€) @ Z1(€) D £0
l&g@id-&-id ®3d¢ di
Slo ') ozl (E) — e &

FIGURE 12 —
Soit a® B € Z1(E) @ Z(&), par linéarité de d on a I'égalité
doD(a® f) =do Iy (i f) —doly(a) - I, (8) = Iy, (a) - d o I, (8) (33)

Rappelons que Z!(&) est une algebre (corolaire , la définition récursive du shuffle donne alors
acces & I'égalité dans £ (Z'(€) ® Z1(€), Z(E))

W = conco (Id®W) o (dg ® id +id Rd¢). (34)
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Ecrivons dg(a) = 3, wi @ a; et 0g(8) = > w; ® By, des lors
do Ly (aw ) =mo(p@ Iy)(awp) = waz xo (@ W B) +Zs0 Mo (@i B),  par (39
doIXo(O‘)'IXO(ﬁ) mO(gD@IXO) ZQD w;)I X0 (c;) '[ (ﬂ)v

I)(o(o‘)'d'olxo(ﬁ):IXO(O‘)'TnO(SO(8 Z : XD(B])

En combinant ces trois égalités avec 1’égalité [33| on obtient

doD(a®B)=mo(p® D) (Zm@az@ﬁ—ka ®a®6j)

:mo(@@D)((Sg(a)®5+a®65<ﬁ))
=mo(p® D)o (ds®id+1d®d¢g)(a® B)

ce qui montre que le diagramme |12 est commutatif.

Pour tout entier strictement positif n, le diagramme|12|en restriction & F,,(Z1(£)® Z1(€)) donne
le diagramme [13| qui est donc commutatif.

F (ZY (&) ® Z1(€)) D 0
l&g@id +id ®dg d

£ @ Fy 1 (ZV(E) @ 21(8)) — e &

FIGURE 13 —

On en déduit que
do D(Fu1(Z1(€) © Z1(€))) = mo (id®@D) o (5 @ id +1id @3¢ ) (Fp+1(Z1(€) @ Z1(€))
=mo (iId®D)(E' ® F,(Z'(£) ® Z2'(£)))
=mo (€' ®0) par hypothese de récurrence
=0

Soit a® B € Fr1(Z21(E) @ ZY(E)), par ce qui précede on a D(a @ B) € ker(d : 0 — &). Or
H%(£E%) = C, il existe donc A € C tel que D(a® B) = X - 1g. Cependant on a les égalités dans C
A= Xo © D(a ®ﬂ) = Xo©° IXo(a L 6) — Xo0©° IXo(a) * Xo OIXO(/B) car xo € X(go)
=e(aw B) —e(a)-e(B) care=xooly, (th[L.9)
=c(aw pf) —e(aws B)  car € est un morphisme d’algebres
=0

Par suite, pour tout a® 8 € F,11(ZH(E)®@Z1(E)) on a D(a®B) = 0, dit autrement D(F,,11(Z*(€)®
Z1(&)) =o. [
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1.3 Cas particulier des variétés connexes

On se place dans le cas particulier olt £ := Ejs5¢([0, 1]) et xo = evp : Eiisse([0,1]) — C Tappli-
cation évaluation en 0. Dans cette situation on a en particulier, Z'(E;ss¢ ([0, 1]) = Sh(EL,..([0,1])) et
donc P'application I, construite dans le théoréme|l.9/est un élément de £ (Sh(&},,. ([0, 1])),C>([0,1])).

Definition 1.12. Définissons I’application linéaire intégrale itérée par
int . | SW(EL([0,1])) — C€>(]0,1])

il ] = (4 fyce <n <y @1 (B) - wnltn)
1 — 1

Lemma 1.13. Avec M = [0,1] et xo = evy on a l’égalité des applications linéaires I.,, = int dans

L (Sh(gllisse([ov 1])7600([0’ 1])) .
Démonstration. Tout d’abord,
Yw € Sh(Ejise([0,1]),  int(w)(0) = e(w) (35)

autrement-dit, avec M = [0, 1] et xo = evp, le diagramme B (figure [3) en remplacant I,,, par int de
la définition précédente commute.

De plus,

Viw |- lwk] € Sh(Efigse((0,1]),  doint(fwr] - |wi]) = wy, - int(lwr] - lwr—1]) (36)
Par linéarité de int on en déduit que le diagramme A (figure [2) en remplacant I, par int commute.
Par I’énoncé d’unicité dans le théoreme [1.9] on en déduit le résultat. O
Definition 1.14. Soit M une variété algébrique connexe, v : [0, 1] — M un chemin et [wi] ... Jwn] €

Sh(EY(M)). L’intégrale itérée de [wy]...|w,] € Sh(EL(M)) suivant 7 est

A or-voin = [ e ) )

Si m = 0 alors on définit f7 1=1.

Pour plus d’approfondissements sur les intégrales itérées et leurs propriétés on pourra consulter
[BE|; Broll]

Donnons nous & présent M une variété lisse (resp. algébrique) connexe. On a alors £ = Ejsse (M)
et & = Elisse(M) (resp. € = Eqg(M) et € = Eq19(M)), le morphisme de £ — £ est donnée par le

pullback de la projection de M sur M. S’il n’y a pas d’ambiguité, on écrira seulement (M) au lieu
de glisse (M), 8alg(M) ou ghol (M)

De plus M est simplement connexe et on a HO(€2, (M) = C, H'(EL,..(M)) = 0 (resp. HO(E°(M)) =

C, HY(EY(M)) = 0). e

Proposition 1.15. Soient zo,z € M et o € ZYNEL, (M) (resp. a € ZH(EY(M))) alors pour tout

gl lisse
v:[0,1] = M un chemin avec v(0) = z¢ et y(1) =z on a
Lev,, (@) (x) = int((po~y)a)(l) (37)

avec p: M — M la projection et v* € L (Zl(é’lisse(ﬁ)), Sh(C*>([0,1]) - dx))
(resp. v* € L (21(5(1\7)), Sh(C>([0,1]) - d;z:)) induit par EY(M) — EL.. (M) — &L, ([0,1])).
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Démonstration. Traitons le cas M variété algébrique, le cas lisse se démontrant exactement de la

méme maniére en changeant E(M) et (M) par Epsse(M) et Episse(M) respectivement.
Montrons que le diagramme [14] est commutatif ce qui terminera la preuve.

ZNEM)) ———— £°(M)
\ .

2" (Erisse([0,1])) —"— &}, ([0, 1])

(poy)™ 7"

FIGURE 14 —

Remarquons que les diagrammes [15] et [16| sont commutatifs. En effet, par fonctorialité du pull-
back et que v* o p* = (p o ~)* le diagramme est commutatif. De plus toutes les fleches de ce
diagrammes sont des morphismes de dg-algebres. Aussi comme v(0) = z¢ et y(1) = «x alors le
diagramme [16] et le triangle de droite du diagramme [14] sont commutatifs.

Par la proposition le diagramme [17] est commutatif. Combiné avec le lemme [1.13] on en déduit
que le carré du diagramme [14] est commutatif, ce qui conclut.

c) —— ey C M ZUEM)) ————— £

P & Ie,l,zo
* *

(poy)* v R C (poy)™ 7"
; evo Iev
5”556([0, 1]) 4d> 5lisse([0» 1]) £0 ([O 1]) z* (glisser? 1])) —_— gloisse([oa 1])
lisse ’
FIGURE 15 — FIGURE 17 —
FIGURE 16 —
O

De la proposition précédente, on en déduit (corollaire [1.16)) une démonstration alternative de
[BEL th 3.265] qui n’utilise pas le théoréme de Stokes.

Corollary 1.16. Soient v1,7v2 : [0,1] — M deuz chemins avec 71(0) = v2(0) et v1(1) = y2(1), et

a € ZY (&) alors
[a=]«
7 72

ot f,yl a désigne lintégrale itérée définie enm

Démonstration. Posons xg := v1(0) = 72(0) et x :=1(1) = 12(1) on a

a = evy oint oy (). (38)
ga!
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Par commutativité du diagramme

evy o int o v} (a) = evy, o Iy, (@) (39)
De méme
evn 0int 073 (a) = ety 0 Ly (0) (10)
On en déduit que
/ a = evy oint oy (a) =evy ointovi(a) = / a. (41)
71 V2
ce qui termine la démonstration. O
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2 Eléments de Maurer-Cartan

Dans toute cette section on fixe (€,d) une dg-algebre commutative graduée et a une algebre de
Lie graduée.
En section nous associons a tout couple (£, a) d’une dg-algebre et d’une algebre de Lie 'ensemble
MC4 (€, a) de ses éléments de Maurer-Cartan de degré 1. En section [2.2] nous associons un morphisme
d’algebres a tout éléments de Maurer-Cartan de degré 1 du couple (&, a).

2.1 Définition et fonctorialité

On peut munir £&a” du produit A : (ERa) ® (ERa) — ERa’ qui & (w1®ar)B(wa®as) associe
(wl A\ w2)®[a1, ag].

Definition 2.1. Un élément de Maurer-Cartan de degré 1 de (€, a) est un élément A € ' @ a4
telle que dA + %A NA=0.
On note MC1 (&, a) 'ensemble des éléments de Maurer-Cartan de degré 1 de (€, a).

On se donne a présent deux dg-algebres commutatives graduées (€,dg), (F,dr) et deux algebres
de Lie a, b positivement graduées.
Lemma 2.2. Soit f: & — F un morphisme de dg-algebre, alors
(f®idq) (MC1(E,a)) C MCy(F,a).

Démonstration. Par hypothese f est un morphisme de dg-algebre et donc les figures[18| et [I9]sont des
diagrammes commutatifs. En particulier si § € MC1 (&, a) alors par commutativité des diagrammes

E'®a)@(E' ®a) — 5 2®a Eloa—% 5 &2ga
l(f@idu)e@(f@ida) f®idnl lf@idn f®idul
d
(Floa)@((Flod —2E 5 F2ga FQa—~2 L+ F?®a
FIGURE 19 —.
FIGURE 18 —.
on a
dr o (f ®ida)(0) = (f ®ida) 0 de(0) (42)
et
(f ®ida)(0) Ar (f ®ida)(0) = (f ®1ida)(0 A 0). (43)

On en déduit

A o (f @ida)(0) + 5(f ©1de) (6) A (f ©1da)(0) = (f @ ida)(de0 + 50 Ae 0)
=0 carfe MCi(E,a).

En conclusion (f ® idq)(w ® a) € MCy(F,a), d’ou le résultat. O
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Lemma 2.3. Soit g : a — b un morphisme d’algébres de Lie, alors g induit une application

[ MCI(E,u) — MCl(g,b)
A = (idgr) ®9)(A)

qu’on appelle push-forward de g.

Démonstration. On sait que g est un morphisme d’algebres de Lie, de plus idg commute avec dg,
les figures [20| et [21) sont donc des diagrammes commutatifs.

E'®a)® (o —L 5 E2a Sloa—% L e25q
J{(idg ®g)®(id5 ®g) idg ®gl J/idg ®g idge ®gl
d
E'@b)®(E'ob) —E 5 20 Elob —=F—— £20b
FIGURE 21 —.

FIGURE 20 —.

En particulier, si § € M (€, a) alors par commutativité des diagrammes on a
de o (ide ®g)(0) = (ide ®g) o de(0), (44)
et
(ide ®g)(0) Ae (ide ®g)(0) = (ide ®g)(0 As ). (45)
On en déduit
. 1. . . 1
de o (ide ®@g)(0) + 5 (ide ®9)(0) Ae (ide ®9)(0) = (ide ®g)(deb + 50 A 0)
=0 carfeMCi(Ea)
En conclusion (idg ®¢)(w ® a) € MC4(€,b), d’on le résultat. O

Les énoncés et montrent que M (' (e, @) est un foncteur de la catégorie produit DGA x LA
des dg-algebres et algebres de Lie dans la catégorie Ens des ensembles.

Terminons la section avec la proposition suivante qui sera utile pour étudier certains éléments
de Maurer-Cartan dans la suite du mémoire.

Proposition 2.4. Soit f : € — F un morphisme de dg-algébres et g : a — b un morphisme
d’algébres de Lie. Pour tout « € £' ® a on a

dr(f@g)(a) +(fog)(a) Ar (f®@g)(a) = (f @g)(dea+a s a) (46)

Démonstration. Comme f est un morphisme de dg-algebres alors

dr(f®g)(a) = (f ® g)(dea).

De plus, f et g sont respectivement des morphismes de dg-algebres et d’algebres de Lie et donc

(f@g)(a) Ar (f®g)(a) =(f ®g)(aAs a).

Le résultat en découle. O
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2.2 Morphisme associé a un élément de Maurer-Cartan

Dans cette sous-section on suppose que a est de dimension finie en chaque degré. Ainsi U(a)
est une algebre de Hopf graduée de dimension finie en chaque degré donc son dual gradué U(a)® =
D,,~oU(a)[n]* est également une algebre de Hopf.

Donnons nous J € MC1(€,a) et écrivons le sous la forme J = ), ;a; ® w; avec I un ensemble
d’indexation fini. Le fait que J soit un élément de Maurer-Cartan de (€, a) se traduit dans U (a) @ €2
par l'égalité
1
Zai ® dw; + 3 Z [as,a:] @ (ws Aw) = 0. (47)
i€l (s,t)el?

Cela permet de définir ’application linéaire

Uy |U(@)° — Sh(EY)
E o > Y &lai - ai)[wi - fwi,]
kENidqy,...irel

La somme a bien un sens. En effet, quitte a décomposer ¢ en ses composantes homogenes, on
peut supposer que £ est homogene de degré n, i.e. £ € U(a)[n]*. Mais alors si k est strictement plus
grand que n la contribution des termes Z &(ag, ... ai)[wiy |- |ws,] dans U ;(&) est nulle. Ainsi,

01,00k €1

comme [ est finie on en déduit que la somme W (&) est en fait finie.
Etudions les propriétés de W ;.

Proposition 2.5. On a linclusion Im(V ;) C Z1(€).

Démonstration. Donnons & € U(a)° et montrons que Pg (¥ ;(£)) = 0.
Introduisons ’application linéaire

Ge: |U(@)@E* — Sh(E') @ E* @ Sh(EY)
uRe Z Z E(aiy - aguay, .. a5)wi |- wi, ] ® e® [wy, | .. wy,]

(k,1)EN? i1k,
J1s-dt €1

Par suite
(I)S(\IIJ(S)) = Z Z g(ail oo Qi QG "‘ajl)[wil|"'|wik] ® dw; ® [wjl‘ "'|wjz}

(k,1)ENZ i1,...ik,1,
VARTERY )]

+ E E E(aiy - aiasaaj, ... aj)[wi ] ... Jwi,] @ (ws Awe) @ [wy, |- . |wj,]
(k,1)ENZ i1,...ik,8,t,
J1s--501

= Ge(dJ + %J/\ J)

=0 carJ e MCi(& )
ce qui conclut O
Proposition 2.6. L’application V; est un morphisme d’algébres.
Démonstration. Afin d’alléger les notations, si k est un entier et ¢ € I1*] ou I est ’ensemble d’in-

dexation des éléments de .J, on notera a; et w; les éléments a;(1y ... a;x) € U(a) et [wiy]. .. |wim] €
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Sh(EY) respectivement.
Soient &,n € U(a)°, on a

UyExm =) Y, &xnlaw

kEN jelt,k]

=3 Y o nlas,)ws

keN eI,k [1,k]=AUB

=2 2 > > e
kEN [1,k]=AUB ue 4 jelihl,

velP i =u
’L‘BZU

PP SEED VD DI D

keN kK", wel* jerltFl
k}’JrkJ”:k [1 k]] Al_lB ’UEIB 1\A_u

(ALIBD=' &)= %y

remarquons qu'a k' et & fixées on a une bijection entre Sh(k’, k") et I'ensemble {(A,B) | AU
B =[1,k] et (JA|,|B|) = (¥',k")} donnée par o — (o([1,k']), o (k" + [1,k"])). Ainsi

J(€*n) Z Z Z Z Z {(auw)n(ay)w;

kEN k' k', o€Sh(K,k") ,ecroi]) qekl
! 1" - .
K4k =k gepr(k’-f—[[l,k’]]) Yo TU
Yo (k! +[1,6"]) =L

= X XX > el
(k' ,k")eN?  , crltK'] o€Sh(k' k") ierlt
verk Tk bo(nwp=ueo
Yo (k! +[1,k"]) =07
= Y > Glawnlay) Y > wi
(k‘/,k”)EN2 uG[[[l‘k/]] UGSh(k/,k”) Zelﬂl’k]],
ver Tk fo(nwp=ueo

Lo (k! +[1.6"]) =LOT

or a u et v fixées on a E E Wi = Wy LW w, et donc
oeSh(k! k") il
o, =te0

Yo (k411,81 TLOT

Wy(§xn) = Z Z &(au)n(ay)wy W wy
(k)/7k//)EN2 EGI[[LM]]
Eelk/+[[1,k/]]

=V, (&) W¥;(n)

ce qui termine la démonstration.
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3 Intégration d’éléments de Maurer-Cartan

On se donne un morphisme de dg-algtbre commutatives graduées ¢ : (€,d) — (£,d) et a une

algebre de Lie graduée positivement. On suppose que H(E) = C et H*(E) = 0 Le but de cette
section est de démontrer le théoreme 3.6l

Definition 3.1. Si ¢ € U(a)° et € € a, on définit Papplication linéaire &, : U(a) — C qui & = € U(a)
associe £(z - €) € C.

En particulier si £ € U(a)[k]* et a[l] alors & € U(a)[k —1]*.

Definition 3.2. Pour tout entier n > 0 on a ’application linéaire donnée par le produit
n

@(Z/{(a) [k] ® aln — k]) — U(a)[n], notons 1& m,. En passant au dual, on obtient lapplication
k=0

linéaire 'm,, : U(a)[n]* — @D U(a)[k]" @ aln — K]").
k=0
En faisant la somme direct sur les entiers n > 0, on en déduit l'existence de I’application linéaire
Su(ay : U(@)® = U(a)° @ a®

qui est donc telle que 6M(a)|7/{(a = 'm,, dans £ (U(a)[n]*, Py_, U(a)[k]* @ aln — k]*)).

)]

Fixons a présent B := (¢;);jes une base graduée de a, dit autrement 5 est I'union de bases des
(alk]) ren-

Lemma 3.3. Pour tout § € U(a)° la somme Z ., ®e; €U(a)° @ a® est finie et on a
e;€EB

Su () = > &, ®e].

e;€B
Démonstration. Soit £ € U(a)°, on peut supposer sans perte de généralité que & est homogene de
degré n, i.e. £ € U(a)[n]*. Sie € afl] avec | > n alors n — 1 < 0 et donc & = 0. Ainsi seuls les ¢

appartenant & a[l] avec [ < n contribuent & la somme Z &, ®e;, et ceux-ci sont en nombre fini
e;€EB

par hypothese sur a.

Soient u € U(a) et a € a de degré k et n — k respectivement, on a

Su(a)(E)(u@a) = 'my()(u®a) car & € U(a)[n]*
=¢omy(u®a)
={(u-a)
:ga(u)
=) &(ule(a)e;))

e;€EB

Yt 00| wea

e;€EB

ainsi dy(q) (&) = D &, ® €. O

e;€EB
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Lemma 3.4. Soit A:=3, ;a; ®w; € &' ®a, le diagramme est commutatif

Ula)® ——5—— Z'(€)
S (a) de
UARA

U(@)° ®a® ———— Z1H &) &

FIGURE 22 —

Démonstration. Soit & € U(a)° on a

(Ta®A) oy () =(Pa®A) | > &, @c;
e;€B

=Y Vall,) @A)

€j eB
= Z \IIA(fai,) ® wi
il
:Z Z f(ail...aikai)[wi1|...|wik]®wi
KEN (iy,... i, i) €Tk+1
=g oW A().
ce qui termine la preuve. O
Definition 3.5. Donnons nous A € MC (&, a) et considérons

Sa:={F € E%QU(a)" |dF = F - p(A), (id®A.)(F) = F'?. F'3 et (id®e)F = 1 dans £°}  (48)

avec - le produit tensoriel du produit dans & et du produit dans U(a)”, et avec z — 12 et 2 — x3 les
morphismes d’algebres de EQU (a)" dans E&U (a) U(a)” donnés respectivement par e®u — eQu®1
ete@ui—»re®1®u.

Le théoréeme suivant montre en particulier que S4 n’est pas vide.

Theorem 3.6. Soient A € MC1(&,a) alors pour tout xo € X(go), il existe un unique F\, € S4 tel
que (xo @ id)(Fy,) = 1.

Definition 3.7. Le théoreme précédent permets de définir une application F4 : X(EO) — Sa, qui
a un caractere x associe I'élément F, de Sj.

Démonstration. Commencons par montrer qu’il existe un unique F € §5®u (a)™ avec xo(F) =1 et
tel que dans £'&U(a)" on ait dF = F - p(A).

Notons pour chaque entier k, (e);c, une base de U(a)[k], ainsi @ren(ef) e, est une base graduée
de U(a). Comme A est un élément de Maurer-Cartan, on peut définir 'application linéaire pa =
Ly, 0 W4 : U(a)° — EY. Pour tout entier k on a alors dica ,uA(e?*) ®ek e £° @ U(a)[k]. Posons

FeY Y mded

kEN eIy,
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par ce qui précede on a F € 5~0<§>U(a)/\.
Montrons que F' satisfait les conditions dites.
On a bien yo(F) =1, il reste & montrer que dF = F - p(A4). On a

dF = ZZdouA ®e

keNjeJg

- Y den ot o
keNjeJy

_ZZmo s ®¢)odeoTa(eh ) ek par le théoréme [I.9]
keNjeJy

= Z Z mo (I, @p)o(Ta®A)o 5u(a)(€;?*) ® ef par le lemme
keNjeJy

=YD mo(ua®(poA)) oyt )®e
keNjeJy

=220 X male ) e @ carduw(e)) = Y€, @
keNjeJ, e, €B e,€B

YD D nalel) - p(AE) @ efes

keNjeJ, e, €B

YD malef)ed |- (Z P(A(e]) @ei)

kENjE T,
=F-¢(A)

ce qui termine I’existence. B

Pour I'unicité, supposons qu'ils existent F, G € £°&U (a)" satisfaisant les conditions de (a) et mon-
trons que F est égale a G.

Onad(FG™Y) =dF -G '+ F-dG!' =dF -G ! — F-G7'dG - G~!. Or par hypothese on a
dF = F-¢9(A) et dG = G-¢p(A) et donc dF -G —F-G7'dG-G™! = F-p(A)- G —F-p(A)-G1 = 0.
Comme HO(E) = C, il existe A € C et a € U(a)” tels que F -G~ = X- 1z ® a. Mais xo(FG™') =
Xo(F)xo(G™) =1donc A-17®a =1 et donc F = G.

Montrons que (id @A) (F) = F12. F13,
Intéressons nous aux expressions d o (id @A) (F) et d(F12F!3), on a
do (iJd @A) (F) = (iId®A.) o d(F)
= (I[d®A)(p(A) - F) car dF = p(A) - F
(Id @A) (p(A4)) - (d®AL)(F) car A, est un morphisme d’algebres
= (p(A)'? + p(A)'?) - (d®A.)(F) car A est primitif dans U(a)

et
d(F12 F13):(dF)12 F13 F12'(dF)13
= (p(A) - F)'2-F12 4 F'2-(p(4) - F)'®  car dF = p(A)F
SO(A)12 F12F13 F12'@(A)13'F13
= (p(A)' 2+ p(A)'3) . (F'2. F'3)  par commutativité du produit dans £°.
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On en déduit que

d((d @A) (F) - (F'2-F1%)7)
= (p(A)'2 +p(A)"%) - ([d@A)(F) - (F'2 - F1P)7
F(A@A)(F) - (F'2 . F13) 71 (p(A)'2 4 p(A)13) - (F12. F13) . (F12. 13y
= (p(A)"2 + (A7) (@A) (F) - (F12 - F12) 7 — (p(A)? + 9(A4)'9) - ([d@A)(F) - (12 %)~
par commutativité du produit dans £° et antisymétrie de [-,-] dans U(a)
=0.

Or HY(£%) = C, il existe donc A € C et a € U(a)"EU(a)" tels que (id @A) (F) - (F12. F13)~1 =
A-1g ®a. Comme xo(F) = 1 il en découle que A - 15 ® a = 1 ce qui termine la preuve. O

Rappelons que G(U(a)") désigne le groupe des éléments primitifs de U(a)”. En particulier, si
g € GU(a)") et F € Sy alors on vérifie que (1 ® g) - F € S4. Ceci définit une action de G(U(a)")
sur Sy4.

Proposition 3.8. L’action de G(U(a)") sur Sa est libre et transitive.

Démonstration. Liberté : Soit F € Sa et g € G(U(a)"), commengons par montrer que F est inversible
dans £°&U(a)” d’inverse (id ®S)(F). En effet,

F-(id®S)(F) = (idomo (id®S))((F)'* - (F)'?
= (id@mo (id®S) o A)(F) car (id®A)(F) = (F)'?2.(F)'3
= (id®noe)(F)

=1®1.

Mais alors g @ F'- (id ®5)(F) = 1 ® g. On en déduit que l'action est libre.
Transitivité : Soient F,G € Sy4, lors de la démonstration du théoreme [3.6| on a vu qu’il existait un
a € U(a)" tel que FG™! =15 ® a, mais alors

(Ip®a)'? (1p®a)'? = (FG )2 (FGTH)'? = (1[d@A)(FG) = ([d®A.)(a)
On en déduit que a € G(U(a)") et donc que F =a e G. O
On dispose également d’une application

Sa —s Hom((U(a))°, &)
F — (5'_><§7F>):<aF>

On peut faire agir G(U(a)") sur Hom((U(a))®,E%) par g e v(€) = (v ® g) o A(€) pour tout
& € U(a))°. En particulier si F € S4 et g € G(U(a)") alors

ge(nF)=(.geF) (49)
ce qui montre que S4 — Hom((U(a))°,EY) est équivariante sous cette action.

Proposition 3.9. Soit v € Hom((U(a))°, &%) et g € G(U(a)") alors Im(y) = Im(ge~) dans E°.
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Démonstration. Par définition de Paction de G(U(a)") sur Hom((U(a))°, ) on en déduit que Im(ge
v) C Im(7). On a également Im(g~' e (ge~)) C Im(ge~). Ce qui montre I’égalité par double
inclusions. O

~ A ~
Proposition 3.10. L’application composée X (E°) 84 — Hom((U(a))°,E%) est donnée par
XEX(EO) i—)IXO\I/A.

Démonstration. Soit x € X (€~0), par construction de F, dans la démonstration du théoreme on
en déduit que pour tout £ € U(a))° on a

(& Fy) = Z Z Iyo \IJA(E?*K(@?)

keNjeJy
=L [ D) walel)e(eh)
keNjeJy

ce qui termine la preuve. O
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4 Etude de certains éléments de Maurer-Cartan

On rappelle que K désigne un corps de caractéristique nulle, on se donne également un entier n
supérieur ou égal a deux.

4.1 Algebre de tresses infinitésimales

On note §,, l'algebre de Lie librement engendrée par 1’espace vectoriel engendré par les éléments
(ai,j)i#e{l).._ .n} que I'on munie de sa graduation naturellement associée. On va construire d’autres
algebres de Lie en imposant des relations entre les (a;j)ixjef1,... n}-

Sur §,, on définit le jeu de relations —appelé relations infinitésimales des tresses— suivant :

@ij = aji =0 (RO)
[a;j,ar:] =0 avec 1, j,k,1 distincts (R1)
[a; j,air +ak;] =0 avec i,y k distincts (R2)

On peut alors définir ’algébre de Lie des tresses infinitésimales (& n cordes) notée t,, par
tn := §n/(RO, R1, R2).
Notons ¢; ; la classe de a;; dans t, pour 1 <4,j <neti#j.

Convention 4.1. Pour un entier m positif, on notera t,[m| le K —espace vectoriel engendré par les
éléments de degré m de t,,. Ainsi t, = B, ta[j]-
Example 4.2. 1. On a t; = Kt 5 et donc t ~ K.
2. Une base de l'espace vectoriel t3[1] est {t12,%1.3,%2.3}, et une base de t3[2] est {[t1.2,%1,3]}
Plus précisément [t 2,t1,3] = —[t1,2,t2.3] = [t1.3, t2,3].
3. Une base de lespace vectoriel t4[1] est {t12,%1,3,t1.4,%23,%2.4,t34}, et une base de t4]2] est
{[t1,2,t1,3]; [t1,2,t1,4]; [t1,3, t1,4], [t2,3, t2,4] }-
4. De maniére générale une base de t,[1] est (¢; j)1<i<j<n qui est donc de dimension (g) . une
base de t,,[2] est ([ti ;,tik])1<i<j<k<n qui est donc de dimension (’;)

Introduisons une autre relation entre les (ai,j)#je{l’.._ n}
Z ai’j =0 (R3)
1<j<n
J#i

On peut alors définir I’algébre de Lie des tresses infinitésimales sphériques (& n cordes) notée

pn par
pn := Fn/(RO, R1, R3).

Notons e; ; la classe de a; ; dans p, pour 1 <i,5 < neti#j.
On remarquera que les relations (R0), (R1) et (R3) impliquent la relation (R2). En effet pour tout
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i, 7, k distincts on a

i, ik + ek ] = [eij, eir — Z €k,1) par (RO) et (R3)
1<i<n
1¢{k,j}
=le; ;, — Z €kl par (R0)
1<i<n
1¢{k,i,j}
=0 par bilinéarité et (R1)

On en déduit alors le lemme suivant

Lemma 4.3. On a un morphisme surjectif d’algebres de Lie de t,, vers p, qui a t;; associe e; ;
pour tout 1 <1< j <mn.

Convention 4.4. Pour un entier m positif, on notera p,[m] le K —espace vectoriel engendré par les
éléments de degré m de t,,. Ainsi p, = @jgo puli]-
Example 4.5. 1. On montre que p3[1] = 0 et donc pg = 0.

2. Une base de p4[1] est {e12,€1,3}, et une base de p4[2] est {[e1,2,e1,3]}

Convention 4.6. Afin d’alléger les notations —et dans toute la suite du mémoire— on conviendra
que a;;,t;; et e; ; sont nulles pour tout entier 3.

La proposition suivante montre qu’il existe un lien fort entre t,, et p,41.

Proposition 4.7. Soit n > 3 un entier, posons T, := Zl<i’j<n t;; et notons I,, l’espace vectoriel
engendré par T, dans t,. On a la suite exacte courte suivante

OHInthﬁanHO
ol ¢ est l'unique morphisme d’algébres de Lie gradué tel que pour tout 1 <1i,5 <n, o(t; ;) =e; ;.

Démonstration. L’application ¢ est donné par la composition des morphismes d’algebres de Lie
t, = t,41 — Pn41 ol le premier morphisme envoie e; ; sur e; ; pour 1 < 4,5 < n et le second est
donné par le lemme [4.3] Par suite ¢ est bien un morphisme d’algebres de Lie.

Le morphisme ¢ est surjectif car e; ; = ¢(; ;) pour 1 < 4,5 <nete; i1 =¢ (f Z?:l ti,j) pour
1 <i < n, ce qui permet de conclure car ¢ est un morphisme d’algebre de Lie.

On a o .
o(Ty) = ZZ €ij = Zei,n.l,_l =0.
=1

i=1 j=1

et donc I,, C ker ¢.
Notons ¢ le morphisme de t,,/I, vers p,i1 et posons ¢ : ppi1 — t,/I, tel que Y(e; ;) = t;; si
1<i<j<netylent1)=— 2?21 t;,; pour tout 1 <4 < n. Il faut montrer que 9 est bien définie,

pour cela il suffit de montrer que ¥ (0) = 1/1(27:11 eij) = 0 pour tout 1 < i < n+1, ce qui est

correct. On vérifie que v est un morphisme d’algebres de Lie et que ¢ o =id,,,, et P o @ =idy,.
Le morphisme 1) est surjectif. Il est aussi injectif car si & € p,41[1] est non nul alors ¥(a) # 0 et
I'on a les méme relations dans p, 41 et t, entre les éléments de degré supérieur ou égal a deux. U
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4.2 Espace des modules iy,

Soit n > 1 un entier, on note P{ la droite projective sur C.

Definition 4.8. L’espace de configuration & n points de C, noté C,(C), est 'ensemble des
n-uplets de C" privé des diagonales, autrement dit

Cn(C) == {(z1, - ,an) €EC" z; #a;(i # j)}.

En particulier C x C* agit sur C par (A, u) -z = Az+pu, donc C xC* diagonalement sur C,,(C). On
peut donc passer au quotient et considérer (C x C*)\C,,(C), notons 7 : C,(C) — (C x C*)\C,(C)
la projection associée.

Definition 4.9. L’espace de configuration & n points de P}, noté C,,(P{), est 'ensemble des
n-uplets de (P{)™ privé des diagonales, autrement dit

Cn(Pg) = {(w1,+ ,2n) € (PL)" i # (i # )}

En particulier le groupe projectif linéaire PGL2(C) agit sur P}C, donc agit diagonalement sur
C,.(P{). Ce qui nous ameéne, par passage au quotient, & la définition suivante.

Definition 4.10. L’espace de modules de P{, noté M ,, est le quotient de C,,(P¢) par PGLy(C),
autrement dit
My, := PGLy(C)\Cy(P).

Lemma 4.11. L’application f : C,(C) — My 41 suivante est surjective

f : Cn ((C) — Emo,nﬂ
(21, y2n) — {lz1:1],... [z 1], [1: 0]}
ot {[z1 : 1],...,[zn : 1], [1 : O]} représente la classe de ([z1 : 1],...,[zn : 1],[1 : 0]) dans Mg pt1-
Démonstration. Soit {a1,...,ant1} € Mo nt1, il existe 0 € PGL2(C) qui envoie (a1, ..., ant1) sur
un élément ([21 : 1],..., [z, : 1],[1 : 0]) de PGLy(C) avec les (2])1<i<n deux & deux distincts. Mais
alors f(21,...,2,) ={[z1: 1],..., [z, : 1],[1 : 0]} = {a1,...,ant1} O

Cependant f n’est pas injective mais on va pallier ce défaut grace au lemme suivant.
P p J p g

Lemma 4.12. Il existe une unique application bijective vy : (C x C*)\C,,(C) — My 41 telle que le
diagramme soit commutatif

C(C) —— s My

3
\

FIGURE 23 —.
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Démonstration. Posons v : (C x C)\C,,(C) — My pt1 qui a w(z1,...,2,) associe f(z1,...,2n).
Comme f est surjective alors v 'est aussi, il reste & montrer que cette derniére est bien définie et
injective.

Si m(z1y...,2n) = w(2],...,2),) alors il existe un (A, u) € C x C* tel que (21,...,2,) = (A, u) -
(21, .., 2n). Considérons '’homographie de la droite projective dans elle-méme g : [x : y] — [Ax+ ,uy
yl, c’est un élément de PGL2(C) et de plus {[z1 : 1],..., [z : 1],[1 : O]} = {g([z1 : 1)),...,9([zn
10),g9([1: 0D} =4[z} : 1],..., [z}, : 1],[1 : 0]} ce qui montre que f est bien définie.

Enfin si p(n(z1,...,2n)) = @(7(z],...,2,)) alors il existe 0 € PGLy(C) tel que o - ([21 : 1],..., [2n :
1,[1:0]) = ([#1 : 1],..., [z, : 1],[1 : 0]). L’homographie ¢ est de la forme [z : y] > [ax+by : cx + dy]

avec a,b,c,d € C et ad — bec # 0. Comme o([1 : 0]) = [1 : 0] on en déduit que ¢ = 0 et comme

o([z1 : 1]) = [#1 : 1] alors d = 1. On en déduit que (z1,...,2,) = (a,b) - (z1,...,2,) et donc que

(21, ey 2n) =7(21, .oy 20)- O
4.3 dg-algebres associées

Construisons des dg-algebres associées aux espaces C,,(C), C\C,,(C) et Mg 5p41.
On définit les algebres

1.,
ECalC)) = Clay ., 2] [ i # J}
Zi — Zj
0 / / 1 1 . .
EN(C\CL(C)) :=Clzy,--vzp ) | 57— i #4k=1,...,n—1
zi— 25 z,
1 1

50(9320,%1) =Clzy,...,Tn_2) [ li£4,k=1,...,n— 2]

z; —ch Tk xk—l

Puis les algebres graduées
E°(Cn(C)) == E(Cu(C)) @ \* (@c : dzi>

i=1

n—1
E°(C\Cn(C)) :=E°(C\Cn(C)) @ A\ ° (EB«: : dz;>

i=1

n—2

E* (Mo nt1) = E*(Mont1) @ /\ * <€BC : d%‘)
i=1

dans lesquelles le degré des algebres extérieures est donnée par le degré usuel.

Remark 4.13. En particulier on a £*( @EO ) - dz;,
n—2
ELC\C,(C @50 C\C,(C)) - dz} et ' (Mo n11) = @D E (Mons1) - dai.
i=1

Les morphismes d’algebres graduées

t1:] E*(C\C,L(C)) — &°(C,L(C))
Zi o zi—zn
dz} +— dz; —dz,



et
Lo @ S‘(m07n+1) — g.,((C\Cn((C))

Tr; pad

dz; +— ———=(dzl -2, — 2 -dz,_4)

montrent que, par abus de notation, on peut considérer £* (M ,+1) comme une sous-algebre graduée
de £*(C\C,,(C)), qui peut lui-méme étre vu comme une sous-algebre graduée de £°(C,,(C)).

’

Afin de munir £° ( »(C)) d’une structure de dg-algebre, il faut définir une différentielle. Notons
0; € L (SO(CH((C 9(C,(C) )) qui a f associe la dérivée partielle de f par rapport a la i-eme
variable alors

d: | E°(CL(C)) — £°(C,(C))
fQw +—— Z?:lﬁif@)(dziAw)

définit une différentielle sur £*(C,,(C)).

Remarquons que l'on peut faire agir C x C* sur £°(C,(C)) par automorphisme d’algebres
graduées. Ce qui nous amene au lemme suivant

Lemma 4.14 (admis). En tant qu’algébre graduée, on a les identifications suivantes
£%(Ca(C))° ~ £*(C\Cn(C)) (50)
E°(Cr(C))TC = £%(Mo,41) (51)

Lemma 4.15. La différentielle d de £°(C,,(C)) préserve les sous-algébres graduées E® (Mo n41) et
£ (C\C,(0))

Démonstration. Découle du fait que pour tout f@w € £*(C,(C)) on a (o, f)ed(f@w) =d((«, B) ®
(f ®w)). O

Par le lemme précédent, on peut munir les algebres graduées £ (M n41) et £*(C\C,,(C)) d’une
structure de dg-algebre en prenant pour différentielle d restreint a £°(Mg 11) et E°(C\C,(C))
respectivement. Ainsi

E*(Mo.nt1) C E*(C\C,(C)) C £°(Cn(C)) (52)
en tant que dg-algebres.

4.4 Formes K7

On se donne n > 0 un entier.

Definition 4.16. On appelle forme KZ, notée Qg 7, 'élément de £(C,,(C)) ® t,[1] suivant

Oz = g wi; @t avec w; ; = dlog(z; — z;).
1<i<j<n

Proposition 4.17. [Kas93, chap XIX.2] On a dQkz =0 et Qxz AQxz =0

Corollary 4.18. La forme KZ est un élément de Maurer-Cartan de degré 1 de (C,,(C),t,,), autre-
ment dit on a

1
dQKz+§QKz/\QKZ:O. (53)
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Notons 71, w2 les projections de C,,(C) dans C\C,,(C) et de C\C,(C) dans (C x C*)\C,(C) ~
Mo,n+1 respectivement.

Proposition 4.19. Il eziste %, € MC1(C\C,(C),t,) tel qu’on ait dans E*(C,,(C)) @ t,, 1’égalité

1 (Qkz) =z (54)
Plus précisément on a
Yoy = Z dlog(z; — %) @ tij + Z dlog(z}) ® t; (55)
1<i<j<n-1 1<i<n—1
Démonstration. On a dlog(z]) = Z% ® dzf, or zi; € E°%C\C,(C)) et dzi € EY(C\C,(C)) donc

dlog(z}) € £*(C\C,,(C)). Mais alors ¢1(dlog(z}))
2i)) = Ziizj ® (dz; — dz;) = dlog(z; — z;) pour tout i # j.

Par suite pour tout ¢ < n on a dlog(z; —z,) = 77 (dlog(#})) et pour tout i < j < n on adlog(z;—z;) =
77 (dlog(z; — 2})). On en déduit que 77 (Qj ;) = Qxz ot N, est définit dans |55

I1 reste & montrer que Q. , est un élément de Maurer-Cartan. Comme 7} (Q},,) = Qxz alors par

la proposition [2.4] on a

(A, + Vicz A Qe ) € ker (E2(C\C,(C)) @ t,, = E*(Cr(C)) ® )

L ®(dz;—dz,) = dlog(z; — 2, et 1 (dlog(z! —

Zi—Zn

Or 7} : £2(C\C,(C)) — £%(C,(C)) est injectif et donc le noyau ker (£2(C\C,,(C)) ® t,, — £2(C,(C)) ® t,,)
est nulle. Par suite dQ2}., + Q% , A Q% = 0.

O

Proposition 4.20. Il existe Q% , € EY (Mo ni1) ® pni1 tel que dans E°(C\C,,(C)) ® pni1 on ait
légalité
T3 (U z) = 0k z) (56)

ol @ : ty = Ppg1 est Uapplication définit en[f.7]
Plus précisément on a

n—2
0%, = Z dlog(z; — ;) ® €; ; + Z dlog(z;) ® e; n, + dlog(z; — 1) ® e; n—1 (57)
1<i<j<n—2 i=1
Démonstration. D’une part on a
e Qicz) = Y dlog(zj—z) @ei;+ y dlog(z}) ®ein (58)
1<i<j<n—1 i<n—1
or
1 1 n—1ln—1 1 n—1
doew=3 D =32 ) €i= 5 D fin=0 (59)
1<i<j<n—1 1<i,j<n—1 i=1 j=1 i=1
et
n—1
Z €in = 0 (60)
i=1
on en déduit que
pe(cz) = Y (dlog(z] —=2)) —dlog(z,_1)) ®ei+ Y (dlog(z]) —dlog(z),_1)) @ i (61)
1<i<j<n—1 i<n—1
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D’autre part, définissons Q2 , comme en Du fait des formules pour les morphismes (¢2) on a

2 z = 2 2} 2z
T3 (Qk z) = Z dlog(—— — ) ®e;; + Z dlog(—"—) @ e;  + dlog(—"— — =) ® €1
1<i<j<n—2 n—1 Zn—1 i=1 Zn—1 Zn—1 Zn—1
= > (dlog(gf — #)) —dlog(z), 1)) @ei; + Y (dlog(z) — dlog(z, 1)) @ ein.
1<i<j<n—1 i<n—1
Avec Iégalité [61] on en déduit le résultat. O

Corollary 4.21. La forme Q% , est un élément de Maurer-Cartan de degré 1 de (Mo n+1, Prt1)-

Démonstration. Par la proposition [4.19on sait que 2}, est un élément de Maurer-Cartan de degré
un de (C\C,,(C), t,,). Par le lemme [2.3] on en déduit que .(Q2% ) est un élément de Maurer-Cartan
de (C\C,(C), pp+1). Comme 75 (2% ,) = (2% ,) par le lemme précédent et proposition on a

dQ?(Z =+ Qlin(Z A Q?(Z € ker (52(93?0771_,_1) ® Pn4+1 — 52(C\Cn((c)) oY pn+1) .

Or 73 : E2(Mo,n11) = E2(C\C,,(C)) est injectif et donc le noyau ker (£2(Mo,n41) ® Prt1 = E2(C\C(C)) @ prt1)
est nulle. Par suite dQ% , + QR , A QR , =0. O
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5 Equation (KZ3) et fonctions hyperlogarithmiques.

On reprends des éléments introduit dans la section précédente en considérant la variété algébrique
M = My n41, sa dg-algebre associée £ = E*(Mo,nt1), £ = 5‘(93?(:;:1) et I’élément de Maurer-
Cartan 2% 5. On prendra le morphisme de £ — & donnée par le pullback de la projection de Mg 5,41
sur Mo ,+1. Par la proposition on dispose d’une application de My 41 — Hom (U (pnt1)°, go)
qui a z associe p = Iy, o V4. Enfin, la proposition montre que Im(u,) est indépendant du
point x considéré.
L’objectif de cette section est de calculer les valeurs communes des Im(u,) pour n = 3.

5.1 Notations utilisées

On va rappeler et utiliser les notations de |Gon01|] pour les fonctions polylogarithmes multiples.
Ces fonctions peuvent aussi bien s’écrire sous forme de somme —on les note alors Li,,, ... n,— que
d’intégrales itérées —notées I, ... n,,— de la facon suivante :

POUI' la formulation somme, pour (l’l, e ,IET) S CT on déﬁnit
k1, k2 k.
T Ty™ X"

. L s
LGl,*“,nr(mhx%"' 7x7“) = E Lripne L (62)
0<ki<-<h, 1 2 "

qui est bien définie des lors que |z;] < 1 ou des que n, > 2 et |a;| < 1.

Pour la formulation intégrale pour (aj,- - ,am+1) € (C*)" on définit
amt1 (¢ dt dt dt dt dt
I, .. A1 QG = 0—0:-0—0---0 0—o0:+-0— 63
ni, JLm( 1 m ¢ Gm1) /0 t—a, t n t—a, t £ ( )
n1 termes N, termes

Enfin, les deux expressions sont reliées par la relation

(64)

b b ) b
ap a2 m—1 Am

. as as a a 1
Ly (@1t agr) = (=1)" Lin, .. n,, < =, — m+>

On utilsera également les propriétés des fonctions polylogarithmes multiples que 1'on trouvera
également dans [Gon01].

5.2 Solutions de (KZ3)

Soit W := {A, B} un alphabet, on note W} := W*\{1}. Prenons a = £ie(A, B), son algebre
enveloppante est I'ensemble des polynémes non commutatif en les variables A et B. Notons X :=
U(a)" qui est 'ensemble des séries formelles en les mots de l’alphabet W.

Definition 5.1. Notons F,, € £ ®U(a)" la solution du systéme

L) = (44 E) FE)
F@) .7

ol z~* est définie comme exp (—alog(z)).
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Proposition 5.2 (admis). La fonction F,s appartient a Sa, U'ensemble définit en @

Si I'on note g5 € Hom(U(ps)°, EY) le morphisme associé & Fy,, alors pour connaitre les valeurs
communes des I'm(u,) il suffit de connaitre I'm(puqs). En effet, par la proposition S 4 ne possede
qu’une seule orbite sous I'action de G((p4)")) et alors par la proposition on a Im(uy,) = Im(pgs)
pour tout point x de My 4. On calcule donc figs.

Introduisons « une indéterminée de degré 1 qui commute avec les variables A et B. On a deux
applications :

U@ = U@ al] = U(a)"

ainsi définies : u est 'unique morphisme d’algebres completes vérifiant u(A4) = A—«a et u(B) = B
et v est 'unique morphisme d’espaces vectoriels complets tel que v(wa™) = A™w pour tout w €
U(a)™.

Notons U(a);,,, C U(a)" le sous-espace vectoriel fermé de U(a)” engendré par les mots de W* ne
commengant pas par la lettre A. On a donc U(a);,, = CO B-U(a)" et U(a)" = U(a)},, © A-U(a)".

Enfin, notons 7 : U(a)" — U(a ),,eg I’application de projection correspondant & cette décomposition.

Proposition 5.3. On a vou(A4-U(a)") =0.

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour les mots w de W. Soit w € W, comme u est
un morphisme d’algebres on a u(A - w) = u(A)u(w) et ainsi u(A-w) = (A — a) (w). On applique

v & cette égalité pour en déduire que v o u(A4 - w) = v((A — @)u(w)) = v(A - u(w)) — v(a - u(w))
par linéarité de v. Or pour tout z dans U(a)*[[a]] on a v(a-z) = A - v(z), on en déduit que
vou(A-w)=A -vou(w)— A-vou(w)=0. O

Corollary 5.4. vou=wvouom

Démonstration. La fonction id — est la projection de U(a)" sur A-U(a)" parallelement & U(a);,,-
D’apres la proposition la restriction de vowu & A -U(a)” est nulle. Donc vowuo (id —7) = 0 d’ont
I’énoncé. O

Proposition 5.5. On a
u(F(2)) = F(z)z=°.

Démonstration. Comme u est un morphisme d’algebres et u(4) = A — «, u(B) = B on a u(F(z))
qui est solution du systeme

£GL) = (452 + 1) 6
G(Z) z:O e

Ce systéme a une solution unique, or la fonction z — F(z)z~¢

égalité.

en est aussi solution, on a donc

O

De plus, comme F est indépendant de « alors v(F(2)) = F(z).
On a donc
vou(F(z)) =v (F(2)z~%)) = 2TAF(2).

De cette égalité et du corollaire on en déduit

F(z) = 2 vou)(F(2)) = 24 (v ouo m)(F(2)).
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En calculant 7(F(z)) comme dans [ESO1] pour tout |z| < 1 on obtient

m(F(z)) =1+ Z Iyttt 11 2)w avec w = BA™BA™ ... BA™".
weB-W*

Convention 5.6. Afin d’alléger les notations, pour w = BA™ BA™2 --- BA™ on notera

Iy(2) =In, 41, g1 (1o 111 2).
donc pour |z| < 1
F(z)=2%vou) |1+ Z I,(2)w (65)
weB-W*

5.3 Calcul de ’image de fi,;

Ecrivons F(z) =1+ Z z)w. Le but de cette partie est d’exprimer les F,,. Pour cela, on
weWi
va exprimer dans cette ordre vou (I, (z)w) et z4.vou(I,(z)w) pour les w € BW* (on a déja montré
que vou(A-w*)=0).

Pour un mot w € W, on note |w|, |w|a et |w|p respectivement la longueur du mot w, le nombre
d’occurence de la lettre A dans w et nombre d’occurence de la lettre B dans w. Enfin, on notera
w’ < w pour dire que w’ est un sous-mot de w.

Proposition 5.7. Notons w = BA™ BA"2 ... BA"™ alors

|w|a

vou(w):z Z

k=0 w’ € Jj, (w)
ot Jp(w) :={m € W* | |m|g = |w|g, |m| = |w| — k et m < w}.
Démonstration. On a
vou(w)=v(B(A—a)"B(A—a)"?---B(A—a)"").
La formule s’en déduit en développant le produit et en utilisant la linéarité de v. O

Corollary 5.8. Siw = BA™BA™ ... BA"™ alors

|w|a
k, !
vou(l E g z)A%w'.
k=0 w’€eJi( )

Démonstration. Par linéarité de u et v on a v o u(I,(2)w) = I,(2) - (v o u)(w). La proposition
permet alors de conclure. O

Corollary 5.9. Siw = BA™BA™ --- BA"™ alors

A iy (108(2) Tu(2) iy
z%wou(l ZZ Z -1) — w

0 k=0 w’e€Jy (w)
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Démonstration. On écrit 24 =577 logn - A™ et alors le développement en somme de vou(I,, (2)w) =
I,(2) - (v o u)(w) donné par la proposition [5.7 permet de conclure.

Proposition 5.10. En notant w = A" BA™ BA™ - .- BA™ = A™wq alors

log(2)"
Fu(z)= Y > (—1)* e (YRSRSRYNE(L REERED RED) (66)
k+n=m (nl L ,TL;) ’
ni>n; e}f S ni—n;=k
- log(z)™~*
_ k . 1.
= ;0 ( ,Z ., (1) mjn/l+l,~",n’r+l(1 peeiliz) (67)
= N, N,

ni>n; et Yoni—n;=k

m og(z)m—k
- Z Z (l)kl(f’f_) k)! T (2) (68)
k=0 w'ew*,
’onJk(’w/)
—k

n lo
=Z g—)mmw@(z) avec Ly, 4oy (2) = Loy (2) + Ty (2)  (69)

O

. _em+l
On remarque que r = |w|p et que la somme contient 1+ r + 24 4m =122 - éléments.

1—
Enfin pour un mot dans U(a)?,, (i.e. ne commence pas par un A), on retrouve F,, = I,,(z2).

reg (

Démonstration. On utilise [65] avec le corollaire [5.9] et la formule s’en déduit.

Plus explicitement, le corollaire nous montre que les éléments qui vont composer F,, dépendent
de m (i.e. le nombre de A par lesquels commencent w) et on sait qu’il n’y a que ces éléments par
I’équation [65] O

Du corollaire 5.9 on en déduit également

oo |wla
log ) n
ST SR AE155) S SRR CioTes (0
weB~Wj; n=0 k=0 w’ € J,(w)
ou encore
lwla
go1e ¥ a3 X )
weB-W3 k=0 w’€J (w)

ou Ji(w) :={m e W* | |m|p = |w|g, Im| = |w| — k et m < w}. N
On peut a présent conclure et donner I'image de jqs € Hom(U(a)°, EY), le morphisme associée
a Fys.

Theorem 5.11. L%mage de pqs est l'algébre engendrée par les fonctions polylogarithmes multiples
I, et les puissances du logarithmes.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour un mot w € W, pqs(w*) = (w*, Fos) = Fy. On en
déduit le résultat avec la proposition [5.10 O
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