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desempẽno como docente, preocupándose siempre por mi buen aprendizaje.
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mi carrera, no śolo por el apoyo ecońomico recibido, sino también por iniciarme,
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I NTRODUCCI ÓN

En esta monografı́a se trabaja con la esperanza condicional, se da un concep-
to generalizado de la misma y se establece una relación con ciertos problemas de
minimizacíon. En el Caṕıtulo 1 se proporcionan algunas nociones básicas y re-
sultados importantes que se utilizarán a lo largo de esta monografı́a. Luego, se
introducen los espacios de Hilbert, definiendo allı́, la proyeccíon de un vector so-
bre cierto conjunto y caracterizando a la misma. Posteriormente, exponemos el
principal teorema déeste caṕıtulo, el Teorema de Radon-Nikodym, dando una
versíon general del mismo. A continuación, se introduce la noción de esperanza
condicional, v́ıa el Teorema de Radon-Nikodym. Porúltimo, se define la esperan-
za condicional como el mejor aproximante a una función f en L2, en el sentido
que la esperanza es la proyección def sobre un subespacio deL2 y luego, se
extiendeésta nocíon a una funcíon integrable cualquiera. También se demuestran
aqúı, algunas propiedades importantes de la esperanza condicional. En el Capı́tulo
2, b́asicamente se desarrolla la teorı́a necesaria para trabajar con los espacios de
Musielak-Orlicz y la nocíon de mejorϕ-aproximante para unσ-ret́ıculoL ⊆ A,
que en el caso particular que se considere elσ-ret́ıculo est́andarLn (ver Ejemplo
2.2) el problema de hallar un mejorϕ-aproximante, se convierte en un proble-
ma de aproximación por funciones mońotonas. Adeḿas, se obtienen propiedades
importantes para el conjunto de mejoresϕ-aproximantes. En el Capı́tulo 3 se ge-
neralizan, para unσ-ret́ıculo, algunos de los conceptos dados en el Capı́tulo 1 y se
introducen las funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym (LRN) para una familia de
medidasνa definidas enΩ, y satisfaciendo ciertas propiedades. Posteriormente, se
establece una conexión entre el concepto de función LRN y el Teorema de Radon-
Nikodym asegurando déeste modo la existencia de las funciones LRN para una
familia de medidas en particular. Finalmente, se generalizaéste resultado, para una
familia de medidas arbitrarias (ver Teorema 3.11).

En elúltimo Caṕıtulo, se definen familias de medidas que nos permitirán luego,
caracterizar a un mejorϕ aproximante (Teorema 4.6), mostrándose, mediante un
ejemplo, que no hay unicidad del mismo. Además, se demuestra que el mejorϕ-
aproximante af deLϕ(L), siendoL unσ-ret́ıculo, es un mejorϕ-aproximante de
Lϕ(Af ), dondeAf es unaσ-álgebra particular, que sólo depende def (Teorema
4.13). Cuando elσ-ret́ıculoL es totalmente ordenado se prueba que laσ-álgebra
Af coincide con laσ-álgebra generada porL fuera de lośatomos deAf . Esto nos
permite demostrar un resultado muy importante (Teorema 4.18), que establece una
caracterizacíon de un mejorϕ-aproximante y extiende resultados ya conocidos en
la teoŕıa de aproximación.
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El siguiente cuadro sintetiza algunos de los conceptos más importantes que
aqúı aparecen, relacionándolos con las funciones LRN para la familia de medidas
νa correspondiente.

Funciones LRN
νa L Concepto
ν − aµ L = A Teorema de Radon-Nikodym∫

(f(x)− a)dµ L = A0 ⊆ A Esperanza Condicional
µ±a L = σ-ret́ıculo Mejoresϕ-aproximante
µ±a L = Ln Mejores aproximantes monótonos

Para el desarrollo de la presente monografı́a se siguieron b́asicamente los si-
guientes trabajos:

F. D. Mazzone, H. H. Cuenya(2004):A Characterization of Best
ϕ-Approximants with Applications to Multidimensional Isotonic
Approximation. Constructive Approximation.21:207-223.

F. D. Mazzone:Mejores Aproximantes por funciones con forma prescripta.
Notas del curso del mismo nombre.

S. Johansen (1967):The descriptive approach to the derivative of a set
function with respect to aσ-lattice. Pacific Journal of Mathematics.21: 49–
58.

H. D. Brunk, S. Johansen (1970):A Generalized Radon-Nikodym Derivative.
Pacific Journal of Mathematics.34: 585–617.

La fuente original de la mayorı́a de los resultados expuestos en esta monografı́a,
pertenece a los dośultimos trabajos mencionados.
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Caṕıtulo 1

Teorema de Radon-Nikodym y
Mejores Aproximantes enL2

Introducci ón

En este caṕıtulo se presenta el teorema de Radon-Nikodym y se trabaja con una
de sus aplicaciones, la obtención de la esperanza condicional. A la vez se mues-
tra un modo alternativo de definirla a través de la nocíon de mejor aproximante.
En primer lugar, se dan algunas definiciones y propiedades básicas para un es-
pacio de medida, luego realizamos un repaso general de los espacios de Hilbert
y mencionamos propiedades importantes que luego nos servirán para abordar de
lleno el teorema principal de este capı́tulo, que es el Teorema de Radon-Nikodym,
y aśı luego trabajar con la esperanza condicional. El principal objetivo de esta
monograf́ıa es relacionar la noción de mejor aproximante con ciertas esperanzas
condicionales generalizadas. La fuente utilizada para el desarrollo de este capı́tulo
básicamente fue [3] y [4].

1.1. Medidas Signadas y Descomposición de Hahn

Empezaremos dando la definición de algunos conceptos con los que trataremos
a lo largo de esta monografı́a.

Definición 1.1 SeaX un conjunto no vaćıo yA unaσ-álgebra de subconjuntos de
X. Diremos que la función µ : A → R es una medida con signo o signada sobre
X si verifica lo siguiente:

a) El dominio deµ es laσ-álgebraA,

7



8 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes enL2

b) µ(∅) = 0,

c) µ toma a lo ḿas uno de los valores±∞,

d) µ esσ-aditiva; es decir,

µ

( ∞⋃
j=1

Ej

)
=

∞∑
j=1

µ
(
Ej

)
,

para cada sucesión de conjuntos{Ej}j≥1, conEj ∈ A mutuamente disjun-
tos.

La condicíon c) es requerida para que la igualdad establecida en d) tenga sen-
tido. En el caso en queA ∈ A, diremos queA es un conjuntoA-medible.

Observacíon 1.2 En el caso particular en queµ es una medida no negativa, nos
referiremos aµ simplemente como una medida.

Ejemplo 1.3 Seaf una funcíon con valores reales integrable sobre un espacio de
medida(X,A, µ). Para cadaE ∈ A pongamos,

µf (E) =
∫
E

fdµ.

La función µf esta definida sobreA con valores en los ńumeros reales y es una
funciónσ-aditiva, por lo tanto resulta ser una medida con signo.

Definición 1.4 Sea(X,A, µ) un espacio de medida conµ una medida con signo.
Un subconjuntoE ∈ A es llamado positivo (negativo) siµ(A) ≥ 0(≤ 0) para
todo subconjuntoA ⊆ E conA ∈ A.

Se pude demostrar que cualquier unión numerable de conjuntos positivos (ne-
gativos) es un conjunto positivo (negativo). Cabe destacar que un conjunto positivo
(negativo) no es śolo un conjunto de medida positiva (negativa) sino que además to-
do subconjunto déel tiene medida positiva (negativa). Si retomamos el ejemplo 1.3
y consideramosX = [−2, 2],A la σ-álgebra de los conjuntos medibles Lebesgue,
f(x) = x3, y el conjuntoE = [−1, 2] resulta entonces queµf (E) = 15

4 , sin
embargoE no es un conjunto positivo ya que, por ejemplo,µf ([−1, 0]) = −1

4 .

Proposición 1.5 Sea(X,A, µ) un espacio de medida conµ una medida signa-
da. Todo conjunto medibleE de medida finita y positiva contiene un subconjunto
positivoA de medida positiva.

8



1.1 Medidas Signadas y Descomposición de Hahn 9

Para la demostración ver [3].

Teorema 1.6 (Descomposición de Hahn) Sea(X,A, µ) un espacio de medida con
µ una medida con signo. EntoncesX puede ser descompuesto en un conjunto po-
sitivoX+ y en un conjunto negativoX−. Es decir,

X = X+ ∪X−.

Dem. Asumamos, por ejemplo, queµ no toma el valor+∞, la idea de la de-
mostracíon es hallar un conjunto positivo de medida máxima. Sea

M = sup{µ(A) : A ∈ A y A es positivo},

M esta bien definido pues∅ ∈ A y es un conjunto positivo, además el conjunto
al cual se le toma supremo esta acotado superiormente por+∞. Sea{An}n≥1

una sucesión de conjuntos positivos tal queµ(An) ↑ M y consideremosA =⋃∞
n=1 An. El conjuntoA ∈ A y adeḿas es positivo, entoncesµ(A) ≤ M . Por otro

lado, para todon ∈ N
A = (A−An) ∪An.

Como esta es una unión disjunta yA es un conjunto positivo,

µ(A) = µ(A−An) + µ(An) ≥ µ(An) ∀n.

Entoncesµ(A) ≥ M . Por lo tantoµ(A) = M y por nuestra suposición,M < +∞
puesA ∈ A. Veamos queX − A es un conjunto negativo. Supongamos por el
absurdo que existe un subconjuntoE deX−A tal queµ(E) > 0, como suponemos
queµ no toma el valor+∞ se sigue queµ(E) es finito, por Proposición 1.5 existe
un conjuntoA0 ∈ A positivo conA0 ⊆ E y µ(A0) > 0. EntoncesA y A0 son
mutuamente disjuntos yA ∪A0 es un conjunto positivo que además satisface

µ(A ∪A0) = µ(A) + µ(A0) > M.

Lo cual contradice la definición deM . Por lo tantoX−A es un conjunto negativo.
Para finalizar la demostración del teorema basta tomarX+ = A y X− = X−A. �

Notar que la descomposición de Hahn para un conjuntoX no esúnica. En
efecto, siX = X+ ∪ X− es una descomposición que obtenemos de acuerdo al
Teorema 1.6, y ahora tomamosZ ⊆ X+ conµ(Z) = 0, entonces

X = (X+ − Z) ∪ (X− ∪ Z),

es otra descomposición deX en un conjunto positivo y uno negativo; pues,X+−Z
es un conjunto positivo yX− ∪ Z es un conjunto negativo. Ası́ la descomposición
de Hahn no eśunica. Sin embargo, sı́ lo es salvo conjuntos de medida nula.

9



10 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes enL2

Definición 1.7 SeaA una σ-álgebra de subconjuntos deX y supongamos que
tenemos definidas dos medidasµ y ν sobreA. Diremos que las medidasµ y ν son
mutuamente singulares, y denotamos esto porν ⊥ µ, si y śolo si existen conjuntos
medibles disjuntosA y B tales queν(E) = ν(E ∩ A) y µ(E) = µ(E ∩ B)
para cadaE ∈ A. Es decir,µ y ν est́an concentradas en conjuntos mutuamente
disjuntos.

Ejemplo 1.8 Sea(X,A, µ) un espacio de medida yx0 un punto deX, para cada
A ∈ A definamos:

δx0(A) =
{

0 si x0 /∈ A;
1 si x0 ∈ A.

Esta funcíon define una medida sobreA llamadadelta de Diracconcentrada enx0.
Si consideramosX = R y µ = m, siendom la medida de Lebesgue, tenemos que
m ⊥ δ0.

Ahora enunciaremos un teorema que nos permite, descomponer una medida
con signo como diferencia de dos medidas no negativas, esto nos será de gran
utilidad ya que en varias situaciones podremos trabajar suponiendo que la medida
es positiva, lo que en varios casos facilita las cuentas, y luego obtener el resultado
para una medida con signo vı́a la descomposición. Dado un espacio de medida
(X,A, µ) conµ una medida signada, seaX = X+ ∪X− una descomposición de
Hahn deX. Para todoE ∈ A sea

µ+(E) = µ(E ∩X+) y µ−(E) = −µ(E ∩X−).

Las funcionesµ± son medidas no negativas sobreA que para todoE ∈ A verifican
que:

µ(E) = µ+(E)− µ−(E).

El siguiente teorema resume lo mencionado arriba.

Teorema 1.9 (Jordan) Sea(X,A, µ) un espacio de medida conµ una medida con
signo. Entonces existe unúnico par(µ+, µ−) de medidas mutuamente singulares,
una de las cuales es finita, tal queµ(E) = µ+(E)− µ−(E).

Para la demostración ver [3]. Las dos medidasµ± son llamadas la variación supe-
rior e inferior deµ y diremos que la medida

|µ| = µ+(E) + µ−(E)

es la variacíon total deµ.
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1.1 Medidas Signadas y Descomposición de Hahn 11

Definición 1.10 SeaA una σ-álgebra de subconjuntos deX y supongamos que
tenemos definidas dos medidas con signoµ y ν sobreA. Diremos queν es absolu-
tamente continua con respecto aµ, y lo denotamosν � µ si y śolo si |µ|(E) = 0
implica |ν|(E) = 0. La nocíon de mutua singularidad para medidas signadas
se traduce en transcribir la Definición 1.7 reemplazando cada medida por su
variación total.

De esta definicíon se desprende que siµ es una medida signada entonces ambas
medidasµ± son absolutamente continuas con respecto a|µ|. Más áun, para todo
E ∈ A,

−µ−(E) ≤ µ(E) ≤ µ+(E)

y
|µ(E)| ≤ |µ|(E).

Además, sif es una funcíon integrable respecto aµ, es v́alida la siguiente desigual-
dad: ∣∣∣∣ ∫

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
|f |d|µ|.

Ejemplo 1.11 Sea(X,A, µ) un espacio de medida yf una funcíon medible no
negativa definida sobreX, para cadaE ∈ A pongamos

µf (E) =
∫
E

fdµ.

Aśı hemos definido una medida sobreA absolutamente continua respecto aµ.

Veamos ahora algunas propiedades que tienen los espacios de medidas sig-
nadas. Para ello enunciemos el siguiente teorema.

Teorema 1.12Sea(X,A, µ) un espacio de medida conµ una medida signada y
{Ej}j≥1 una sucesíon enA. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

a) Si{Ej}j≥1 es una sucesión mońotona creciente yµ ≥ 0, entonces:

µ

( ∞⋃
j=1

Ej

)
= ĺım

j→∞
µ(Ej).

Siµ es una medida signada, lo anterior es válido siempre que
|µ|(Ej) < +∞ para todoj ≥ 1.

11



12 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes enL2

b) Si{Ej}j≥1 es una sucesión mońotona decreciente para la cual existej ≥ 1
tal queµ(Ej) < ∞ y µ ≥ 0, entonces:

µ

( ∞⋂
j=1

Ej

)
= ĺım

j→∞
µ(Ej).

En el caso de queµ es una medida signada, lo anterior es válido siempre
que|µ|(Ej) < +∞ para todoj ≥ 1.

c) Si µ es una medida no negativa finita, entonces se verifican las siguientes
desigualdades:

µ

(
ĺım inf
j→∞

Ej

)
≤ ĺım inf

j→∞
µ(Ej) ≤ ĺım sup

j→∞
µ(Ej) ≤ µ

(
ĺım sup

j→∞
Ej

)
.

La condicíon c) no es ḿas que el Teorema de Fatou-Lebesgue para funciones
caracteŕısticas. En el caso en queµ es una medida con signo las desigualdades de
c) no se verifican en general, por ejemplo, si consideremosµ = −m, dondem
denota la medida de Lebesgue, y la siguiente sucesión de conjuntos:

Ej =
{

[0, 1] si j es par;
[1,2] si j es impar;

se tiene que

ĺım inf
j→∞

Ej = {1} y ĺım sup
j→∞

Ej = [0, 2].

Por lo tanto,
ĺım inf
j→∞

µ(Ej) = −1 = ĺım sup
j→∞

µ(Ej),

µ

(
ĺım inf
j→∞

Ej

)
= 0 y µ

(
ĺım sup

j→∞
Ej

)
= −2.

Y por consiguiente c) no es cierto.

1.2. Espacios de Hilbert

Como mencionamos en la introducción de este capı́tulo lo que queremos es tra-
bajar con la esperanza condicional, que luego definiremos mediante caminos alter-
nativos, uno de ellos, mediante la proyección, por lo que necesitaremos introducir
los espacios de Hilbert y conocer algunas de sus propiedades más importantes.
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1.2 Espacios de Hilbert 13

Definición 1.13 SeaX un conjunto no vaćıo diremos queX es un espacio con
producto interno o producto escalar siX es un espacio vectorial para el cual
existe una función 〈 , 〉 : X × X → R bilineal, siḿetrica y definida positiva, es
decir 〈 , 〉 cumple lo siguiente:

a) 〈x + αy, z〉 = 〈x, z〉+ α〈y, z〉 para todox, y, z ∈ X y α ∈ R.

b) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para todox, y ∈ X.

c) 〈x, x〉 ≥ 0 y 〈x, x〉 = 0 si y śolo six = 0.

Definimos la siguiente función sobreX, para cadax ∈ X pongamos;

‖x‖ =
(
〈x, x〉

) 1
2 .

Aśı definida‖ · ‖ resulta ser una norma sobreX. En estos casos diremos queX
resulta ser un espacio vectorial normado.

Definición 1.14 Diremos queX es un espacio de Hilbert siX es un espacio vec-
torial normado cuya norma proviene de un producto escalar y además, resulta
completo.

Ejemplo 1.15 SeaE un subconjunto deRn medible Lebesgue. Consideremos

X = L2(E) y paraf ∈ X pongamos‖f‖2 =
(
〈f, f〉

) 1
2 , con〈f, g〉 =

∫
E

fg dx.

Aśı,
(
L2(E), ‖.‖2

)
resulta ser un espacio vectorial normado cuya norma proviene

de un producto escalar y como ademásL2 es completo resultaL2(E) ser un espa-
cio de Hilbert.

Ahora se enunciarán sin demostrar algunos teoremas de los cuales se derivan
propiedades importantes de los espacios de Hilbert. La demostración de estos teo-
remas puede ser consultada en [4].

Teorema 1.16SeaX un espacio de Hilbert,C ⊆ X un conjunto no vaćıo, cerrado
y convexo y seax ∈ X. Entonces existe uńunico elementop(x) enC que verifica:

‖x− p(x)‖ ≤ ‖x− c‖ ∀c ∈ C.

Diremos quep(x) es la proyeccíon del vectorx sobre el conjuntoC. A p(x)
tambíen lo denotaremos porp(x/C).

Teorema 1.17 (Caracterizacíon de la Proyeccíon) SeaX un espacio de Hilbert,
C ⊆ X un conjunto no vaćıo, convexo y cerrado. Seanx ∈ X y p ∈ C dos vectores.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

13



14 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes enL2

a) El vectorp es la proyeccíon dex sobreC,

b) 〈x− p, c− p〉 ≤ 0 ∀c ∈ C,

c) ‖x− c‖2 ≥ ‖x− p‖2 + ‖p− c‖2 ∀c ∈ C.

Observacíon 1.18 En el caso particular en el que el subconjuntoC resulte ser un
subespacio cerrado deX, la condicíon b) se traduce en:

p ∈ C y 〈x− p, c〉 = 0, para cada c∈ C.

Esto suele expresarse diciendo que un vectorp enC es la proyeccíon dex si y śolo
si x − p es perpendicular aC. Adeḿas la afirmacíon c) implica la unicidad de la
proyeccíon.

1.3. Teorema de Radon-Nikodym

En esta sección demostraremos el Teorema de Radon-Nikodym y aunque común
mente nos referimos al teorema como de Radon-Nikodym, la primera versión de

éste, en el contexto de una medida enRn absolutamente continua con respecto a
la medida de Lebesgue, fue hecha por H. Lebesgue (ver [2]), Radon extendió ésto
a las medidas de Radon, que son aquellas medidas que resultan finitas sobre cada
subconjunto compacto, y Nikodym a medidas generales.

Definición 1.19 Dado un espacio de medida(X,A, µ) diremos que este esσ-finito
si existe una sucesión creciente{Xn}n≥1 de conjuntos enA tal queX =

⋃∞
n=1 Xn

y µ(Xn) es finito para cadan.

El siguiente teorema establece que losúnicos ejemplos de medidas absoluta-
mente continuas vienen dadas según lo describimos en el Ejemplo 1.11.

Teorema 1.20 (Radon-Nikodym)Seanµ y ν dos medidas no negativas,σ-finitas
sobre la mismaσ-álgebraA de subconjuntos deX, y seaν absolutamente continua
con respecto aµ. Entonces existe una función no negativaµ-mediblef : X → R
tal que

ν(E) =
∫
E

f(x)dµ ∀E ∈ A.

La funcíon f que aparece en el Teorema esúnica salvo un conjunto de medidaµ
cero.
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1.3 Teorema de Radon-Nikodym 15

Observacíon 1.21 En cierto sentido afirmamos queν es una primitiva deµ pues,
de manera algo imprecisa, podemos escribirf = dν

dµ , por ello se suele denotar a

f como dν
dµ y la función f es llamada la derivada de Radon-Nikodym, la cual se

tratara con ḿas detalle en el Capı́tulo 3. Notar que el teorema no afirma quef esµ
integrable, esto ocurre si y sólo siν es finita. La hiṕotesis de que ambas medidasµ
y ν seanσ-finitas no puede ser debilitada como lo veremos luego, en un ejemplo.

La demostracíon que expondremos a continuación se desarrolla en [3].
Dem.Asumamos en primer lugar que ambas medidasµ y ν son finitas. La de-
mostracíon se realiza en varios pasos.

Paso 1 SeaΦ la familia de todas las funciones no negativas mediblesϕ : X → R
tal que ∫

E

ϕ(x)dµ ≤ ν(E) ∀E ∈ A. (1.1)

La idea es hallar una función f enΦ que acote superiormente aésta familia
y por lo cual va a ser la candidata a alcanzar la igualdad en (1.1). La familia
Φ es no vaćıa pues la funcíon constantemente cero pertenece aΦ. Adeḿas si
ϕ1 y ϕ2 ∈ Φ entoncesmáx{ϕ1, ϕ2} pertenece aΦ, en efecto;∫
E

máx{ϕ1, ϕ2}dµ =
∫

E∩{ϕ1≥ϕ2}

ϕ1dµ +
∫

E∩{ϕ2>ϕ1}

ϕ2dµ

≤ ν(E ∩ {ϕ1 ≥ ϕ2}) + ν(E ∩ {ϕ1 < ϕ2}) = ν(E).

Como, por nuestra suposición,ν es finita, podemos definir

M := sup
ϕ∈Φ

∫
X

ϕdµ ≤ ν(X) < ∞.

Paso 2 Ahora construiremos la función máxima enΦ. Sea{ϕn}n≥1 una sucesión
de funciones enΦ tal que

ĺım
n→∞

∫
X

ϕndµ = M,

y sea
fn = máx{ϕ1, ϕ2, ..., ϕn}.

15



16 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes enL2

Aśı para cadan, fn es una funcíon que pertenece aΦ y la sucesíon{fn}n≥1

es no decreciente. Tomandof = ĺımn→∞ fn se sigue quef ∈ Φ; en efecto,
por Beppo-Levi para todo subconjunto medibleE tenemos∫

E

fdµ = ĺım
n→∞

∫
E

fndµ ≤ ν(E).

Además esta funciónf alcanza el supremo, es decir

M ≥
∫
X

fdµ = ĺım
n→∞

∫
X

fndµ ≥ ĺım
n→∞

∫
X

ϕndµ = M.

Paso 3 Veamos que la función f es la de la tesis del Teorema. Para esto es sufi-
ciente ver que la siguiente medida definida enA, es id́enticamente cero

η(E) := ν(E)−
∫
E

fdµ.

Observemos que para cada subconjuntoE ∈ A tenemos queη(E) ≥ 0.
Supongamos por el absurdo que existeA ∈ A tal queη(A) > 0. Como por
hipótesisν es absolutamente continua con respecto aµ de la definicíon de
η se sigue queη tambíen lo es, luegoµ(A) > 0. Adeḿas comoµ es finita
existeε > 0 tal que

η(A)− εµ(A) > 0,

si consideramos la función que a cadaE ∈ A le asigna el valorβ(E) =
η(E)−εµ(E) ésta resulta ser una medida signada sobreA. De la Proposicíon
1.5 tenemos que el conjuntoA contiene un subconjunto positivoA0 con
β(A0) > 0. Aśı,

β(E ∩A0) = η(E ∩A0)− εµ(E ∩A0) ≥ 0 ∀E ∈ A.

De la definicíon deη se sigue que

εµ(E ∩A0) ≤ η(E ∩A0) = ν(E ∩A0)−
∫

E∩A0

fdµ ∀E ∈ A.

Aśı la funciónf + εχA0 ∈ Φ. En efecto, dadoE ∈ A∫
E

(f + εχA0)dµ =
∫

E−A0

fdµ +
∫

E∩A0

(f + ε)dµ

≤ ν(E −A0) +
∫

E∩A0

fdµ + εµ(E ∩A0)

≤ ν(E −A0) + ν(E ∩A0) = ν(E).

16



1.3 Teorema de Radon-Nikodym 17

Pero esto contradice la definición deM ya que∫
X

(f + εχA0)dµ = M + εµ(A0) > M.

Por lo tanto,η(A) debe ser constantemente cero y por consiguiente obtene-
mos que: ∫

E

f(x)dµ = ν(E) ∀E ∈ A.

Paso 4 Veamos la unicidad def . Supongamos que existeg : X → R otra funcíon
medible no negativa que verifica

ν(E) =
∫
E

g(x)dµ ∀E ∈ A.

Para cadan ∈ N, consideremos los siguientes conjuntos:

An = {x ∈ X : f(x)− g(x) ≥ 1
n
},

y

Bn = {x ∈ X : g(x)− f(x) ≥ 1
n
}.

Entonces,

1
n

µ(An) ≤
∫

An

(f − g)dµ = ν(An)− ν(An) = 0.

Aśı, tenemos queµ(An) = 0. De manera ańaloga se puede ver queµ(Bn) =
0. Por lo tantof = g en casi todo punto respecto aµ enX.

Paso 5 Asumamos ahora queµ es una medidaσ-finita yν finita. Sea{En}n≥1 una
sucesíon creciente de conjuntos enA tales queµ(En) < ∞ y

⋃
n∈N En =

X, entoncesµ(En) ≤ µ(En+1). Seaµn la restriccíon deµ a En y fn la
única funcíon que existe por el teorema de Radon-Nikodym para el par de
medidas finitas(µn, ν). Por construccíonfn+1 = fn enEn para todon ∈ N.
La funciónf(x) = supn∈N fn(x) es la de la tesis del Teorema, ya que dado
E ∈ A tenemos

ν(E) = ĺım
n→∞

ν(E ∩ En) = ĺım
n→∞

∫
E∩En

fndµ =
∫
E

fdµ.

17



18 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes enL2

La unicidad def se prueba de forma análoga al caso en queµ es finita. Un argu-
mento similar establece el teorema para cuandoν es una medidaσ-finita. �

El siguiente ejemplo nos muestra que la hipótesis de estéultimo teorema, de
que ambas medidas deben serσ-finitas, no puede ser debilitada.

Ejemplo 1.22 SeaX = R y A la σ-álgebra de los conjuntos medibles Lebesgue
deR y consideremos el siguiente par de medidasµ(E) = K(E), conK(E) denota-
mos el cardinal del conjuntoE. Esta medida es la función que cuenta la cantidad de
elementos que tiene cada conjunto, yν la medida de Lebesgue. Entoncesν � µ,
sin embargo no existe una funciónf µ-medible para la cual se verifique la siguiente
igualdad:

ν(E) =
∫
E

f(x)dµ ∀E ∈ A, (1.2)

pues si (1.2) fuera cierta para algunaf esta deberı́a ser constantemente cero pero
esto es un una contradicción ya que nos estarı́a diciendo que la medida de Lebesgue
de cualquier conjunto enA seria cero.

Para finalizar con esta sección presentamos una generalización del Teorema
1.20.

Teorema 1.23Sean(X,A, µ) y (X,A, ν) dos espacios de medidaσ-finitos sobre
la mismaσ-álgebraA, conν una medida signada. Siν es absolutamente continua
con respecto aµ entonces existe unáunica funcíonµ-mediblef : X → R tal que

ν(E) =
∫
E

f(x)dµ ∀E ∈ A. (1.3)

Tal f esúnica salvo un conjunto de medidaµ nula.

Observacíon 1.24 La función f no necesariamente es integrable; sin embargo,
al menos una de las siguientes funcionesf+, f− debe ser integrable para que
est́e bien definida la integral en (1.3).

Dem.En primer lugar determinemos la descomposición de Hahn deX, seaX+ y
X− una descomposición, la cual existe por Teorema 1.6 y pongamosν = ν+−ν−

como lo establece el Teorema 1.9. La variación superior e inferior,ν+, ν− son
absolutamente continuas con respecto aµ. Aplicando el Teorema 1.20 a los pares

18



1.4 Esperanza Condicional 19

de medidas(ν+, µ), (ν−, µ) tenemos que existen funciones no negativasf±

µ-medibles tales que:

ν±(E) = ν(E ∩X±) =
∫
E

f±(x)dµ ∀E ∈ A.

Tomandof = f+ − f− obtenemos la tesis del teorema. �

1.4. Esperanza Condicional

El concepto de esperanza condicional es central en el desarrollo de la teorı́a de
probabilidades y por ende de la teorı́a de estimación (inferencia estadı́stica). Un
ejemplo de ello es la teorı́a de regresión donde la esperanza condicional representa
la media de una variable condicionada a información previa que tenemos de otra
variable o conjunto de variables y de lo que se trata es de estimar esa media.

1.4.1. Definicíon a través del Teorema de Radon-Nikodym

El Teorema de Radon-Nikodym, es un teorema muy importante con varias
aplicaciones interesantes, una de las cuales, es la obtención de la esperanza condi-
cional. Esto es lo que se detalla a continuación. Sea(X,A, µ) un espacio de medida
σ-finito conµ ≥ 0 y seaA0 unaσ-álgebra contenida enA, tal queµ esσ-finita
cuando la restringimos aA0. Seaf ∈ L1(X,A, µ), consideremos la siguiente
medida definida enA0

ν(A) =
∫
A

fdµ (A ∈ A0).

Aśı resultaν � µ entonces por el Teorema 1.20 existe unaúnica funcíon
h ∈ L1(X,A0, µ) tal que:∫

A

hdµ = ν(A) =
∫
A

fdµ ∀A ∈ A0. (1.4)

A esta funcíon h se la conoce con el nombre deesperanza condicionaldef dada
la σ-álgebraA0 y la denotaremosE[f/A0].

19



20 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes enL2

1.4.2. Definicíon como Mejor Aproximante enL2

Ahora supongamos además queµ es una medida finita y quef ∈ L2(X,A, µ);
donde enL2 consideramos〈, 〉 y ‖.‖2 como en el Ejemplo 1.15. Para cada función
simpleg, medible con respecto aA0, tenemos que∫

E[f/A0]gdµ =
∫ n∑

i=1

E[f/A0]αiχEidµ =
n∑

i=1

αi

∫
Ei

E[f/A0]dµ

=
n∑

i=1

αi

∫
Ei

fdµ =
∫

fgdµ = 〈f, g〉 ≤ ‖f‖2‖g‖2

siendog(x) =
∑n

i=1 αiχEi(x). Como las funciones simples pertenecen aL2

y adeḿas son densas en este espacio, obtenemos que la esperanza condicional
E[f/A0] esta enL2(X,A0, µ) siempre quef pertenezca aL2(X,A, µ) (ver Teo-
rema 7.10’ en [4]). Ḿas áun, para toda función g ∈ L2(X,A0, µ) se verifica la
siguiente igualdad: ∫

E[f/A0]gdµ =
∫

fgdµ,

esto es una consecuencia de la densidad de las funciones simples enL2(X,A0, µ)
y del hecho que la anterior igualdad es válida para las funciones simples. De esta
última igualdad obtenemos∫ (

f − E[f/A0]
)
g dµ = 〈f − E[f/A0], g〉 = 0 ∀g ∈ L2(X,A0, µ). (1.5)

De (1.5) y Teorema 1.17 deducimos que sif ∈ L2(X,A, µ), la esperanza condi-
cional es el mejor aproximante af enL2(X,A0, µ), en el sentido queE[f/A0] es
el único elemento deL2(X,A0, µ) para el cual la siguiente desigualdad es cierta

‖f − E[f/A0]‖2 ≤ ‖f − g‖2 ∀g ∈ L2(X,A0, µ).

Pensar en la esperanza condicional como una proyección en un espacio de Hilbert,
nos da un camino alternativo para definirla sin usar el Teorema de Radon-Nikodym.
Paraf ∈ L2(X,A, µ) definamosE[f/A0] como la proyeccíon def al subespa-
cio cerradoL2(X,A0, µ) del espacio de HilbertL2(X,A, µ). Entonces, por lo
expuesto anteriormente,∫

fg dµ =
∫

E[f/A0]g dµ ∀g ∈ L2(X,A0, µ).

20



1.4 Esperanza Condicional 21

En particular, si consideramosg(x) = χA0(x) conA0 ∈ A0, tenemos que:∫
A0

f dµ =
∫
A0

E[f/A0] dµ.

Veamos que la esperanza ası́ definida es una función integrable. Seaf ∈ L2,

‖E[f/A0]‖L1 =sup
∫

E[f/A0]gdµ

=sup
∫

fgdµ ≤ ‖f‖L1 ,

(1.6)

donde el supremo se toma sobre todas las funcionesg ∈ L∞(A0) que verifican
‖g‖∞ ≤ 1. Recordar que estamos bajo la suposición de queµ es finita y por
consiguiente,Lp ⊆ Lq cada vez quep ≥ q. Por lo tanto la normaL1 de la es-
peranza condicional esta acotada por la normaL1 de la funcíon dada y aśı resulta
queE[f/A0] ∈ L1. Ahora extendamos esta noción a una funcíon f integrable
cualquiera.
Seaf ∈ L1 comoL1 ∩ L2 es denso enL1 existe enL1 ∩ L2 una sucesión de
funciones{fn}n≥1 tal quefn convergen af en la norma1. Veamos que existe
el lı́mite de las esperanzas condicionales de esta sucesión de funciones. Para ello
demostremos que son una sucesión de Cauchy. Seaε > 0, usando la linealidad de
la esperanza condicional, (1.6) y el hecho de que lasfn son de Cauchy obtenemos
que:

‖E[fn/A0]− E[fm/A0]‖L1 = ‖E[(fn − fm)/A0]‖L1

≤ ‖fn − fm‖L1 ≤ ε.

Luego, existeĺım
n→∞

E[fn/A0] enL1. Ahora definimos la esperanza condicional de

f dada la sub-σ-álgebraA0 por

E[f/A0] := ĺım
n→∞

E[fn/A0].

En primer lugar debemos verificar la buena definición de la esperanza condicional;
es decir, cerciorarnos que es independiente de la sucesión fn. Tomemos para ello,
gn otra sucesíon de funciones enL1 ∩ L2 con la propiedad de quegn convergen a
f en la norma1. Entonces paran lo suficientemente grande tenemos que:

‖E[fn/A0]− E[gn/A0]‖L1 = ‖E[(fn − gn)/A0]‖L1 ≤ ‖fn − gn‖L1

≤ ‖fn − f‖L1 + ‖f − gn‖L1 ≤ ε.

21



22 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes enL2

Seaf ∈ L1, entonces existe una sucesión de funcionesfn enL1 ∩ L2, a la cual
podemos suponer creciente, que converge af en la norma1. Como{fn} ∈ L2 por
definición, para cadaA ∈ A0 tenemos:∫

A

fn dµ =
∫
A

E[fn/A0] dµ.

De la definicíon dada en esta sección de esperanza condicional para una función
integrable, de (1.6) y del hecho que{fn} convergen af en la norma1 obtenemos
que: ∫

A

E[f/A0] dµ =
∫
A

ĺım
n→∞

E[fn/A0] = ĺım
n→∞

∫
A

E[fn/A0] dµ

= ĺım
n→∞

∫
A

fn dµ =
∫
A

f dµ.

Aśı esta nueva definición coincide con la noción de esperanza condicional dada al
comienzo mediante el Teorema de Radon-Nikodym.

1.4.3. Propiedades

El siguiente teorema establece varias propiedades de la esperanza condicional,
por simplicidad supondremos que el espacio de medida con el que estamos tra-
bajando es finito. Con lo cual tenemos en particular, queLp ⊆ L1 parap ≥ 1 y
aśı tenemos definida la esperanza condicional para todaf ∈ Lp.

Teorema 1.25Sea(X,A, µ) un espacio de medida finito,A0 una sub-σ-álgebra
deA. Entonces son v́alidos los siguientes enunciados:

a) Seaf ∈ L1(X,A, µ). Sif ≥ 0 entoncesE[f/A0] ≥ 0;

b) Sif ∈ L1(X,A, µ) tenemos que
∣∣E[f/A0]

∣∣ ≤ E[|f |/A0];

c) Sif ∈ Lp(X,A, µ) con1 ≤ p ≤ ∞ y seaq : 1
p + 1

q = 1. Entonces para
cada funcíong ∈ Lq(X,A0, µ) tenemos que:∫

fg dµ =
∫

E[f/A0]g dµ;

d) Sif ∈ Lp con1 ≤ p ≤ ∞,
∥∥E[f/A0]

∥∥
p
≤ ‖f‖p.

22



1.4 Esperanza Condicional 23

Dem.De la primera definicíon de esperanza condicional tenemos que para todo
A ∈ A0 ∫

A

E[f/A0]dµ =
∫
A

fdµ.

SeaB0 = {x : E[f/A0](x) < 0}. Si µ(B0) > 0, entonces existek ∈ N tal que
µ({x : E[f/A0](x) ≤ − 1

k}) > 0. De esta manera obtenemos que∫
{E[f/A0](x)≤− 1

k
}

E[f/A0]dµ ≤ −1
k

µ({x : E[f/A0](x) ≤ −1
k
}) < 0,

pero por otro lado, como la funciónf es no negativa tenemos∫
{E[f/A0](x)≤− 1

k
}

E[f/A0]dµ =
∫

{E[f/A0](x)≤− 1
k
}

fdµ ≥ 0.

Lo cual es una contradicción, por lo tantoµ(B0) = 0 y entonces valea). Veamos
b), de la linealidad de la esperanza condicional, del hecho que−f ≤ |f | ≤ f y por
a) tenemos que:

0 ≤ E[f + |f |/A0] = E[f/A0] + E[|f |/A0] (1.7)

y

0 ≤ E[|f | − f/A0] = E[|f |/A0]− E[f/A0]. (1.8)

Por (1.7) y (1.8) obtenemos que

E[f/A0] ≤ E[|f |/A0] y E[f/A0] ≥ −E[|f |/A0].

Luego, ∣∣E[f/A0]
∣∣ ≤ E[|f |/A0].

Para verc) tomemosf ∈ Lp(X,A, µ) con1 ≤ p ≤ ∞ y consideremos
g ∈ Lq(X,A0, µ). En el caso en el queg es una funcíon caracteŕıstica, digamos
g(x) = χA(x), conA ∈ A0, tenemos∫

X

fgdµ =
∫
A

fdµ =
∫
A

E[f/A0]dµ =
∫
X

E[f/A0]gdµ.
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24 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes enL2

Si g es una funcíon simple, supongamosg(x) =
n∑

i=1
αiχAi(x) conAi ∈ A0 vale

lo siguiente:∫
X

fgdµ =
∫
X

f
( n∑

i=1

αiχAi

)
dµ =

n∑
i=1

αi

∫
Ai

fdµ

=
n∑

i=1

αi

∫
Ai

E[f/A0]dµ =
∫
X

E[f/A0]
( n∑

i=1

αiχAi

)
dµ

=
∫
X

E[f/A0]gdµ.

Por último si g ∈ Lq(X,A0, µ), como las funciones simples resultan ser densas
en Lq con 1 ≤ q ≤ ∞ existe una sucesión {gn}n≥1 de funciones simples que
converge ag en la normaq, aśı aplicando la Desigualdad de Hölder obtenemos:∫

X

fgdµ =
∫
X

f ĺım
n→∞

gndµ = ĺım
n→∞

∫
X

fgndµ

= ĺım
n→∞

∫
X

E[f/A0]gndµ =
∫
X

E[f/A0]gdµ.

Veamos ahora láultima parte de este teorema∥∥E[f/A0]
∥∥

p
= sup
‖g‖q,A0

≤1

∫
E[f/A0]gdµ = sup

‖g‖q,A0
≤1

∫
fgdµ

≤ sup
‖g‖q,A≤1

∫
fgdµ = ‖f‖p.

�
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Caṕıtulo 2

Mejores Aproximantes en
Espacios de Musielak-Orlicz

Introducci ón

En este caṕıtulo se introducen los Espacios de Musielak-Orlicz y algunos con-
ceptos nuevos que nos permitirán trabajar con el mejorϕ-aproximante. Con el ob-
jetivo de poder caracterizar a los mejoresϕ-aproximantes, se obtienen aquı́ algunas
propiedades importantes que satisface el conjunto de mejoresϕ-aproximantes.

2.1. Nociones y Resultados Preliminares

Sea(Ω,A, µ) un espacio de medida finito y completo; es decirµ(Ω) < ∞ y
si µ(Z) = 0 entonces para todo subconjuntoA deZ se tiene queA esµ-medible,
un ejemplo de una medida completa es la medida de Lebesgue. En este capı́tulo µ
siempre denotará una medida no negativa y reservaremosν para cuando hablemos
de una medida signada. Denotamos porM = M(Ω,A, µ) el conjunto de todas las
funciones a valores realesA-medibles, aśı f ∈ M si y śolo si∀a ∈ R tenemos que
{f > a} ∈ A.

Definición 2.1 Un conjuntoL ⊆ A es llamado unσ-ret́ıculo si se cumple lo si-
guiente:

a) ∅,Ω ∈ L.

b) L es cerrado bajo uniones e intersecciones numerables.
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26 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

De la definicíon 2.1 tenemos que todaσ-álgebra es unσ-ret́ıculo. El rećıproco
de esta afirmación, no es cierta. En el caso particular en queL sea cerrado śolo
bajo uniones e intersecciones finitas, nos referiremos aL simplemente como un
ret́ıculo. Diremos que el conjuntoL es unσ-ret́ıculo completo si y śolo siL es un
σ-ret́ıculo y adeḿas para cadaC ∈ L conµ(C M C

′
) = 0, se tiene queC

′ ∈ L.
Para unσ-ret́ıculoL denotamos porL el siguienteσ-ret́ıculo

L = {D : Ω−D ∈ L}.

Una funcíonf es llamadaL-medible si para todo ńumeroa ∈ R, {f > a} ∈ L. De
aqúı en ḿas, en este capı́tulo, asumiremos queL denota unσ-ret́ıculo completo.
Veamos ahora un ejemplo deσ-ret́ıculo, el cual nos será de gran utilidad en lo que
sigue de esta monografı́a.

Ejemplo 2.2 SeaΩ un subconjunto medible deRn y µ la medida de Lebesgue.
Para cadax, y ∈ Ω diremos quex ≤ y si y śolo si xi ≤ yi, parai = 1, 2, 3, ..., n;
dondex = (x1, x2, ..., xn) e y = (y1, y2, ..., yn), de esta manera hemos definido
una relacíon de orden parcial enΩ. Un conjuntoC ⊆ Ω ⊆ Rn es llamadoconjunto
final si y śolo si cada vez quex ∈ C y x ≤ y tenemos quey ∈ C. De la definicíon
2.1 se sigue f́acilmente que la familia de conjuntos finales es unσ-ret́ıculo. Defi-
nimos ahora, unσ-ret́ıculo al que denotaremos porLn como sigue; diremos que
C ∈ Ln si y śolo si existe un conjunto finalC

′
tal queµ(C M C

′
) = 0. Aśı esteσ-

ret́ıculo es aquel que esta formado por todos aquellos conjuntos que coinciden con
un final salvo un conjunto de medidaµ cero.Ln(Ω) = Ln es llamadoσ-ret́ıculo
completo est́andar.

Proposición 2.3 Ln(Ω) es unσ-ret́ıculo completo.

Dem.Veamos en primer lugar queLn es unσ-ret́ıculo. Puesto que∅,Ω son con-
juntos finales se tiene que∅,Ω ∈ Ln Consideremos ahora una sucesión Cn de
conjuntos enLn, veamos que la unión de ellos pertenece aLn, para cadan ∈ N
existeC

′
n conjunto final tal que:

µ(Cn M C
′
n) = 0

como
⋃

n≥1
C

′
n es un conjunto final y

µ

( ⋃
n≥1

Cn M
⋃
n≥1

C
′
n

)
= 0,

obtenemos que la unión pertenece aLn.
Análogamente se obtiene que

⋂
n≥1 Cn ∈ Ln. Aśı, Ln resulta ser unσ-ret́ıculo.
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2.1 Nociones y Resultados Preliminares 27

Ahora, verifiquemos que es completo. SeaC ∈ Ln y D tal queµ(C M D) = 0,
comoC pertenece alσ-ret́ıculo, existeC

′
conjunto final conµ(C M C

′
) = 0,

puesto queC
′ ⊆ C ∪ (C

′ − C) y D ⊆ C ∪ (D − C) tenemos que

D M C
′ ⊆ [(C −D) ∪ (C

′ − C)] ∪ [(C − C
′
) ∪ (D − C)].

Entoncesµ(D M C
′
) = 0 y aśı tenemos queD ∈ Ln y por lo tantoLn(Ω) es un

σ-ret́ıculo completo. �

Diremos que una funcióng : Ω → R es no decreciente si y sólo sig(x) ≤ g(y)
siempre quex ≤ y.

Proposición 2.4 Una funcíonf esLn-medible si y śolo si existe una funcióng no
decreciente tal quef = g en casi todo punto respecto aµ.

Dem.Seaf una funcíonLn-medible, entonces∀a ∈ Q el conjunto{f > a} ∈ Ln

luego para todoa, existeCa conjunto final tal queµ({f > a} M Ca) = 0. Sea,

Z =
⋃
a∈Q

{
ω ∈ Ω : ω ∈ {f > a} M Ca

}
.

Entonces,µ(Z) = 0. Definamos ahora, la siguiente función para cada punto de
Ω− Z

g(x) = sup
x∈Ca

a.

Aśı definidag resulta ser una función no decreciente, en efecto seanx, y ∈ Ω
tal quex ≤ y, comoCa es un conjunto final six ∈ Ca tenemos quey ∈ Ca y
aśı g(x) ≤ g(y). Adeḿas,f(x) ≤ g(x) para todox ∈ Ω−Z pues, seax ∈ Ω−Z
y pongamosa = f(x) entonces para todo número racionalb < a se tiene que
x ∈ {f > b}, entoncesx ∈ Cb para todob < a, luego,g(x) ≥ a = f(x). Ahora
supongamos por el absurdo, queµ({f < g}) > 0 y consideremosa ∈ Q tal que
µ({f ≤ a < g}) > 0. Seax ∈ Ω − Z tal quef(x) ≤ a < g(x). De la definicíon
deg se tiene que existeb > a tal quex ∈ Cb, pero entoncesf(x) > b, lo cual es
una contradiccíon. Por lo tanto,µ({f 6= g}) = 0. Veamos la otra implicación. Sea
a ∈ R, comog es una funcíon no decreciente tenemos que{g > a} es un conjunto
final y adeḿas, cumple queµ({f > a} M {g > a}) = 0. De la definicíon deLn

dada en el Ejemplo 2.2 se sigue que{f > a} pertenece aLn para todoa ∈ R. �
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28 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

Ejemplo 2.5 SeaΩ un subconjunto deN. SeaL∗ ⊆ P(Ω) el σ-ret́ıculo que con-
tiene todos los subconjuntos de la formaAn = {m ∈ Ω : m > n} conn ∈ N.
Se puede ver fácilmente quef : Ω → R esL∗-medible si y śolo si f es no decre-
ciente. Observar que este ejemplo, no es más que la discretización de la proposición
anterior.

2.2. Espacio de Musielak-Orlicz

Consideremos la funciónϕ : Ω× R → R+ con las propiedades siguientes:

a) ϕ(·, a) es una funcíon medible para todoa ∈ R,

b) ϕ(ω, a) = 0 si y śolo sia = 0,

c) ϕ(ω, ·) es una funcíon par, no id́enticamente nula y convexa.

Para una funciónϕ que cumpla a)- c) denotamos conϕ+(ϕ−) la derivada a derecha
(a izquierda) deϕ con respecto a la segunda variable.

Definición 2.6 Seaϕ una funcíon que satisface a)-c) de arriba. Definimos el Es-
pacio de Musielak-Orlicz (o Espacio Generalizado de Orlicz) al que denotaremos
Lϕ por

Lϕ := {f ∈ M : ∃λ > 0 :
∫
Ω

ϕ(ω, λf(ω))dµ < ∞}.

Si la funcíon ϕ no depende de la primera variable, entoncesLϕ es llamado sim-
plemente Espacio de Orlicz.

Lema 2.7 La funcíon ϕ(ω, ·) : R → R≥0 es mońotona creciente en el intervalo
[0,+∞) y mońotona decreciente en(−∞, 0].

Dem.Por las condiciones b) y c) pedidas paraϕ tenemos queϕ(ω, 0) = 0 y que
ϕ(ω, ·) es convexa y par. Sea0 ≤ s < t entonces,

ϕ(ω, s) = ϕ

(
ω,

(
1− s

t

)
0 +

(
s

t

)
t

)
≤ ϕ(ω, t).

Aśı, ϕ es mońotona creciente para todoa ≥ 0. Para ver queϕ es no decreciente,
tomemoss < t ≤ 0 entonces,0 ≤ −t < −s, aplicando lo obtenido anteriormente
tenemos que

ϕ(ω,−t) ≤ ϕ(ω,−s),
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2.2 Espacio de Musielak-Orlicz 29

del hecho queϕ(ω, ·) es par se sigue queϕ es no creciente en el intervalo(−∞, 0]
como queŕıamos ver. �

Observacíon 2.8 En el caso particular en queϕ(ω, a) = |a|p con1 ≤ p < ∞ el
espacioLϕ coincide con el espacio de funcionesLp ya conocido por nosotros.

Proposición 2.9 El Espacio de Musielak-Orlicz
(
Lϕ,+, R, ·

)
es un espacio vec-

torial. Con+ denotamos la operación de suma de funciones y con· el producto de
una funcíon por un ńumero real.

Dem.Seanf y g enLϕ, veamos quef + g ∈ Lϕ. Comof y g pertenecen aLϕ

existen constantes positivasλ1, λ2 tales que∫
Ω

ϕ(ω, λ1f(ω))dµ,

∫
Ω

ϕ(ω, λ2g(ω))dµ < ∞.

Observemos que si ∫
Ω

ϕ(ω, λ1f(ω))dµ < ∞,

entonces para todoλ con0 < λ ≤ λ1∫
Ω

ϕ(ω, λf(ω))dµ < ∞.

Esto se sigue del hecho de que la función ϕ(ω, ·) es par y del Lema 2.7. Seaλ =
mı́n{λ1

2 , λ2
2 } entonces,∫

Ω

ϕ(ω, λ(f + g)(ω))dµ =
∫
Ω

ϕ

(
ω,

(
2λf(ω)

2
+

2λg(ω)
2

))
dµ

≤ 1
2

∫
Ω

ϕ(ω, 2λf(ω))dµ +
1
2

∫
Ω

ϕ(ω, 2λg(ω))dµ < ∞.

Aśı f + g pertenece aLϕ. Ahora veamos queα · f ∈ Lϕ para todoα ∈ R. Sea
α ∈ R y f ∈ Lϕ entonces existeλ > 0 tal que:∫

Ω

ϕ(ω, λf(ω))dµ < ∞.
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30 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

Si α > 0 tomemosλ
′
= λ

α , entonces∫
Ω

ϕ(ω, λ
′
(α · f)(ω))dµ =

∫
Ω

ϕ(ω, λf(ω))dµ < ∞,

en el caso queα < 0, tomandoλ
′

= −λ
α , y usando el hecho queϕ(ω, ·) es par,

obtenenos queα · f ∈ Lϕ. Porúltimo, siα = 0 tenemos:∫
Ω

ϕ(ω, 0 · f(ω))dµ = 0 < ∞.

Por lo tanto,α · f ∈ Lϕ para todoα ∈ R. El resto de los axiomas que faltan de
verificar para completar la demostración se siguen inmediatamente del hecho de
que el conjunto de todas las funciones a valores reales forman un espacio vectorial
sobre el cuerpo de los números reales con las operaciones de suma y producto por
escalar y notando que la función constantemente cero pertenece aLϕ. �

Paraf ∈ Lϕ definimos la siguiente norma

‖f‖ϕ := inf{λ > 0 :
∫
Ω

ϕ

(
ω,

f(ω)
λ

)
dµ ≤ 1}. (2.1)

Proposición 2.10 El Espacio de Musielak-OrliczLϕ es un Espacio de Banach con
la norma(2.1)definida arriba.

Dem.El hecho de que‖ · ‖ϕ resulta ser una norma sobre el espacio vectorialLϕ lo
dejamos a cargo del lector, una demostración de ello en un caso particular, puede
ser consultada en [4]. Lo que aquı́ seŕa expuesto es la demostración de que el es-
pacio resulta ser completo. Recordemos que una caracterización de los espacios
vectoriales normados completos es que toda serie absolutamente convergente con-
verge. Sea{fn}n≥1 una sucesión enLϕ tal que

∑
n≥1 ‖fn‖ϕ < ∞. Veamos que∑

n≥1 fn ∈ Lϕ. Llamemosλn = ‖fn‖ϕ y λ0 =
∑

n≥1 ‖fn‖ϕ Entonces

∫
Ω

ϕ

(
ω,

∑
n≥1 fn(ω)

λ0

)
dµ =

∫
Ω

ϕ

(
ω,

∑
n≥1

λn
fn(ω)

λn

λ0

)
dµ

≤
∑
n≥1

λn

λ0

∫
Ω

ϕ

(
ω,

fn(ω)
λn

)
dµ ≤ 1.

30



2.2 Espacio de Musielak-Orlicz 31

Por lo tanto,Lϕ es un Espacio de Banach. �

En lo que sigue, asumiremos que la función ϕ satisface las siguientes dos
condiciones adicionales:

d) ϕ(ω, ·) cumple una condición∆2 uniformemente. Es decir, existen constan-
tes positivasC y A0, independientes deω, tales que para todoω ∈ Ω y
|a| ≥ A0 se tiene que:

ϕ(ω, 2a) ≤ Cϕ(ω, a).

e)
∫
Ω

ϕ+(ω, k) < ∞, para toda constantek ∈ R.

Observacíon 2.11 La última condicíon pedida implica queϕ(ω, k) ∈ L1(Ω). Esto
se debe a que toda función convexa satisface el Teorema Fundamental del Cálculo
y del hecho de que las derivadas laterales existen y son funciones crecientes, esto
puede verse con ḿas detalle en [4]. Luego,

∫
Ω

ϕ(ω, k)dµ =
∫
Ω

k∫
0

ϕ+(ω, t)dtdµ ≤ k

∫
Ω

ϕ+(ω, k)dµ < ∞.

Proposición 2.12 Si ϕ es una funcíon que cumple con todas las condiciones pe-
didas a)-e) se tiene quef ∈ Lϕ si y śolo si

∫
Ω ϕ(ω, λf(ω))dµ < ∞ para todo

λ > 0.

Dem.Supongamosf ∈ Lϕ entonces existeλ0 > 0 tal que∫
Ω

ϕ(ω, λ0f(ω))dµ < ∞.

SeanC,A0 las constantes que cumplen con la condición d), entonces para todo
número reala con|a| ≥ A0 > 0 se tiene:

Si l < 2,
ϕ(ω, la) ≤ ϕ(ω, 2a) ≤ Cϕ(ω, a),

esto es consecuencia del Lema 2.7.

Si l > 2, existen ∈ N tal que2n > l. Luego,

ϕ(ω, la) ≤ ϕ(ω, 2na) = ϕ(ω, 2(2n−1a)) ≤ Cϕ(ω, 2n−1a) ≤ ... ≤ Cnϕ(ω, a).
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32 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

LlamemosB0 = A0
λ0

y tomemosλ > 0. Para|a| ≥ B0 consideremos los siguientes
casos

Si λ < 2λ0 entonces,

ϕ(ω, λa) ≤ ϕ(ω, 2λ0a) ≤ Cϕ(ω, λ0a).

Si λ > 2λ0 entonces,

ϕ(ω, λa) = ϕ

(
ω,

λ

λ0
λ0a

)
≤ Cnϕ(ω, λ0a).

Aśı tenemos que para todoa con|a| ≥ B0, existe una constantek positiva tal que

ϕ(ω, λa) ≤ kϕ(ω, λ0a).

Luego,∫
Ω

ϕ(ω, λf(ω))dµ =
∫

{ω:|f(ω)|≥B0}

ϕ(ω, λf(ω))dµ +
∫

{ω:|f(ω)|<B0}

ϕ(ω, λf(ω))dµ

≤ k

∫
{ω:|f(ω)|≥B0}

ϕ(ω, λ0f(ω))dµ +
∫

{ω:|f(ω)|<B0}

ϕ(ω, λf(ω))dµ

≤ k

∫
Ω

ϕ(ω, λ0f(ω))dµ +
∫

{ω:|f(ω)|<B0}

ϕ(ω, λf(ω))dµ

≤ k

∫
Ω

ϕ(ω, λ0f(ω))dµ +
∫
Ω

ϕ(ω, λB0)dµ < ∞,

el último sumando resulta finito pues,f ∈ Lϕ y ϕ(ω, ·) satisface la condición e).
La otra implicacíon se sigue de forma inmediata de la Definición 2.6. �

Por simplicidad, con frecuencia escribiremos
∫
Ω ϕ(ω, f)dµ en lugar de∫

Ω ϕ(ω, f(ω))dµ.

Lema 2.13 Sif, g ∈ Lϕ, entoncesϕ+(ω, f(ω))g(ω) es una funcíon integrable.

Dem.Sabemos que existen constantes positivasA0, C tales que si|a| ≥ A0 y
ω ∈ Ω

ϕ(ω, 2a) ≤ Cϕ(ω, a).
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2.2 Espacio de Musielak-Orlicz 33

Si a ≥ A0 se tiene:

Cϕ(ω, a) ≥ ϕ(ω, 2a) =

2a∫
0

ϕ+(ω, t)dt

≥
2a∫

a

ϕ+(ω, t)dt ≥ aϕ+(ω, a).

(2.2)

Por otro lado, de las propiedades deϕ± se tiene que sif(ω) < 0

|ϕ+(ω, f(ω))| = −ϕ+(ω, f(ω)) = ϕ−(ω,−f(ω))
= ϕ−(ω, | − f(ω)|) ≤ ϕ+(ω, |f(ω)|).

En el caso en quef(ω) ≥ 0, claramente|ϕ+(ω, f(ω))| ≤ ϕ+(ω, |f(ω)|). Por lo
tanto, se tiene que

|ϕ+(ω, f(ω))(g(ω))| ≤ ϕ+(ω, |f(ω)|+ |g(ω)|)(|f(ω)|+ |g(ω)|).

Por consiguiente, si
(
|f(ω)|+ |g(ω)|

)
≥ A0, de (2.2) obtenemos:∫

{|f |+|g|≥A0}

|ϕ+(ω, f(ω))g(ω)|dµ ≤ C

∫
{|f |+|g|≥A0}

ϕ(ω, |f(ω)|+ |g(ω)|)dµ

≤ C

∫
Ω

ϕ(ω, |f(ω)|+ |g(ω)|)dµ < ∞.

Estaúltima integral es finita debido a que como la funciónϕ(ω, ·) es par entonces
|f |, |g| ∈ Lϕ y por consiguiente|f |+ |g| ∈ Lϕ.
En el caso en que

(
|f(ω)|+ |g(ω)|

)
< A0, se tiene que∫

{|f |+|g|<A0}

|ϕ+(ω, f(ω))g(ω)|dµ

≤
∫

{|f |+|g|<A0}

ϕ+(ω, |f(ω)|+ |g(ω)|)(|f(ω)|+ |g(ω)|)dµ

≤
∫

{|f |+|g|<A0}

ϕ+(ω, A0)A0dµ

≤
∫
Ω

ϕ+(ω, A0)A0dµ < ∞.
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34 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

Por consiguienteϕ+(ω, f(ω))g(ω) ∈ L1(Ω). �

2.3. Mejoresϕ-aproximantes

Para unσ-ret́ıculoL denotamos porLϕ(L) al cono convexo y cerrado de todas
las funciones enLϕ que sonL-medibles. Como es usual, diremos queg ∈ Lϕ(L)
es un mejorϕ-aproximante af ∈ Lϕ deLϕ(L) si y śolo si∫

Ω

ϕ(ω, f − g)dµ = inf
h∈Lϕ(L)

∫
Ω

ϕ(ω, f − h)dµ. (2.3)

Es decir, ∫
Ω

ϕ(ω, f − g)dµ ≤
∫
Ω

ϕ(ω, f − h)dµ ∀h ∈ Lϕ(L).

Pongamosf ∧ g = inf{f, g} y f ∨ g = sup{f, g}. Porµ(f,L) denotaremos al
conjunto de todos los mejoresϕ-aproximantes af deLϕ(L).

Definición 2.14 Diremos que un conjuntoB ⊆ M = M(Ω,A, µ) es un ret́ıculo
si y śolo si f ∧ g ∈ B y f ∨ g ∈ B para f, g ∈ B. Es decir, es cerrado para las
operaciones de supremo eı́nfimo de elementos deB.

El teorema que sigue nos asegura la existencia de un mejorϕ-aproximante
deLϕ(L) para una funcíon enLϕ dada. La demostración se basa en una técnica
utilizada por D. Landers y L. Rogge en [5], la cual a su vez, es una modificación
de una ya utilizada por H. D. Brunk y S. Johansen en [9]. La técnica se basa en la
siguiente igualdad elemental

ϕ(ω, f − g1 ∨ g2) + ϕ(ω, f − g1 ∧ g2) = ϕ(ω, f − g1) + ϕ(ω, f − g2).

Teorema 2.15 (D. Landers y L. Rogge) Para toda funcíon f ∈ Lϕ el conjunto
µ(f,L) resulta no vaćıo.

Dem.En primer lugar observemos queLϕ(L) es un ret́ıculo. Seang, h ∈ Lϕ(L)
comog, h ∈ Lϕ existen constantes positivasα, β tales que:∫

Ω

ϕ(ω, αg)dµ,

∫
Ω

ϕ(ω, βh)dµ < ∞.
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2.3 Mejoresϕ-aproximantes 35

Seaλ = mı́n{α, β} entonces,

∫
Ω

ϕ(ω, λ(g ∨ h))dµ =
∫

{ω:g≥h}

ϕ(ω, λg)dµ +
∫

{ω:g<h}

ϕ(ω, λh)dµ < ∞.

Luegog ∨ h ∈ Lϕ, el hecho de queg ∨ h esL-medible se sigue de la siguiente
igualdad:

{(g ∨ h) > a} = {g > a} ∪ {h > a}.

Análogamente se puede probar queg ∧ h ∈ Lϕ(L). Por lo tantoLϕ(L) es un
ret́ıculo. Consideremosf ∈ Lϕ y veamos que existe un mejorϕ-aproximante af
deLϕ(L). Por definicíon deı́nfimo, tenemos que para cadan ∈ N existe
gn ∈ Lϕ(L) tal que:

∫
Ω

ϕ(ω, f − gn)dµ < inf
h∈Lϕ(L)

∫
Ω

ϕ(ω, f − h)dµ +
1
2n

=: a +
1
2n

.

Observemos en primer lugar, que comof, h ∈ Lϕ entoncesa < ∞. Vamos a
probar queg = ĺım inf

n∈N
gn ∈ µ(f,L). Paraj ≥ k, consideremos la función

gk,j = gk ∧ ... ∧ gj y pongamosg∗k = ĺım
j→∞

gk,j = inf
j≥k

gj . Luego,

∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j)dµ + a ≤
∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j)dµ +
∫
Ω

ϕ(ω, f − (gk,j−1 ∨ gj))dµ

=
∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j−1)dµ +
∫
Ω

ϕ(ω, f − gj)dµ

<

∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j−1)dµ + a +
1
2j

.

Entonces,

∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j)dµ <

∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j−1)dµ +
1
2j

.
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36 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

Procediendo en forma inductiva tenemos que∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j)dµ <

∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j−1)dµ +
1
2j

<

∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j−2)dµ +
1
2j

+
1

2j−1
< ...

... <

∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j−(j−k))dµ +
j∑

i=k+1

1
2i

< a +
j∑

i=k

1
2i

.

(2.4)

Comogk,j ↓ g∗k y ϕ es continua obtenemos de (2.4) por aplicación del Lema de
Fatou que∫

Ω

ϕ(ω, f − g∗k)dµ =
∫
Ω

ϕ(ω, f − ĺım
j→∞

gk,j)dµ =
∫
Ω

ĺım
j→∞

ϕ(ω, f − gk,j)dµ

≤ ĺım inf
j→∞

∫
Ω

ϕ(ω, f − gk,j)dµ < ĺım inf
j→∞

a +
j∑

i=k

1
2i

= a +
∞∑

i=k

1
2i

< ∞.

(2.5)

Aśı g∗k ∈ Lϕ, el hecho queg∗k esL-medible se sigue de lo siguiente igualdad de
conjuntos

{g∗k > α} =
∞⋂

j=k

{gj > α},

para todo ńumero realα. Por consiguienteg∗k ∈ Lϕ(L). Veamos queg = ĺımk→∞ g∗k
pertenece aµ(f,L) es decir, es el que realiza el mı́nimo en (2.3). Queg esL-
medible se sigue del hecho de que las funcionesg∗k son no decrecientes y por lo
tanto para todo ńumero realα se tiene que

{g > α} =
⋃
k

{g∗k > α},

de la continuidad deϕ, por Fatou y de (4.15) obtenemos queg ∈ Lϕ. En efecto,∫
Ω

ϕ(ω, f − g)dµ ≤ ĺım inf
k→∞

∫
Ω

ϕ(ω, f − g∗k)dµ ≤ a < ∞.
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2.3 Mejoresϕ-aproximantes 37

Comog ∈ Lϕ(L) se tiene que:

a = inf
h∈Lϕ(L)

∫
Ω

ϕ(ω, f − h)dµ ≤
∫
Ω

ϕ(ω, f − g)dµ.

Luego, ∫
Ω

ϕ(ω, f − g)dµ = a.

Por lo tantoµ(f,L) 6= ∅. �

A fin de obtener algunas propiedades adicionales del conjuntoµ(f,L) ex-
ponemos el siguiente lema.

Lema 2.16 SeaF un conjunto de funciones medibles. Entonces existe una suce-
sión {fn}n≥1 enF tal que para toda función f ∈ F la siguiente desigualdad es
cierta en casi todo punto

inf
n

fn ≤ f ≤ sup
n

fn.

Dem.Comencemos por demostrar el siguiente caso particular del lema, seaA′ ⊆ A
una familia de subconjuntos deΩ. Veamos que existe una sucesión{Aj}j≥1 enA′

para la cual se verifica que

µ

(
A−

∞⋃
j=1

Aj

)
= 0 para todoA ∈ A.

Esto demostrarı́a el Lema para el caso en queF sea un conjunto de funciones
caracteŕısticas. Pongamos

α1 = sup{µ(A) : A ∈ A′}

y seaA1 tal queµ(A1) ≥ α1
2 . Paraj > 1 definimos

αj := sup
{

µ

(
A−

j−1⋃
i=1

Ai

)
: A ∈ A′

}
.

Si para alǵun j tenemos queαj = 0 quedaŕıa demostrado el Lema si por el con-
trario, para todóındicej, αj > 0 tomemosAj tal que

µ

(
Aj −

j−1⋃
i=1

Ai

)
≥ αj

2
.

37



38 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

Como los conjuntosAj−
⋃j−1

i=1 Ai son mutuamente disjuntos se sigue queαj tiende
a cero. SiA ∈ A′

entonces,

µ

(
A−

∞⋃
i=1

Ai

)
≤ µ

(
A−

j−1⋃
i=1

Ai

)
≤ αj ,

y por lo tantoµ

(
A−

∞⋃
i=1

Ai

)
= 0 que es lo que querı́amos probar. Pasemos ahora

al caso general. SeaF una familia de funciones medibles, puesto que el conjunto
de los ńumeros racionales es numerable, pongamosQ = {r1, r2, ...} y para cada
j ≥ 1 y f ∈ F definamos

Af
j =

{
ω : f(ω) > rj

}
.

Por lo demostrado en la primera parte, para cadaj = j0 fijo, existe una subsucesión
{f j0

n } enF tal que cumple lo siguiente

µ

(
{f > rj0} −

∞⋃
n=1

{f j0
n > rj0}

)
= 0. (2.6)

Sea{fn} la sucesíon que resulta de tomar la unión para cadaj de todas las suce-
siones anteriores. Tomemosf ∈ F y supongamos por el absurdo quef > supn fn

en un conjunto de medida positiva. Entonces, existerk ∈ Q tal que
supn fn ≤ rk < f . En particular, la desigualdad serı́a cierta para la sucesión que
existe fijadok es decir,supn fk

n ≤ rk < f . Luego existeε > 0 tal que

ε < µ

({
f > rk

} ⋂ {
sup

n
fk

n ≤ rk

})
= µ

(
{f > rk} −

{
sup

n
fk

n > rk

})
= µ

(
{f > rk} −

∞⋃
n=1

{
fk

n > rk

})
.

Lo cual contradice (2.6). Ası́, se demuestra que toda función de la familiaF es-
ta acotada superiormente por el supremo de la sucesión hallada. Para ver la otra
desigualdad consideremos el siguiente conjunto

F̃ = {−f : f ∈ F}.

Por lo anterior, sabemos que existe una sucesión{gn} enF̃ tal que

g ≤ sup
n

gn para toda funcíon g ∈ F̃ .
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2.3 Mejoresϕ-aproximantes 39

Aśı para toda funcíon g ∈ F̃ tenemos que−g ≥ − supn gn = infn−gn. De la
definión deF̃ se sigue toda función de la familiaF esta acotada inferiormente por
el ı́nfimo de la sucesión {−gn}. Si tomamos ahora la unión de la sucesión {fn}
encontrada paraF y la sucesíon {−gn} obtenemos una nueva sucesión digamos
{hn}, la cual va a ser la de la tesis del lema. En efecto,

inf
n

hn ≤ inf
n
−gn ≤ f ≤ sup

n
fn ≤ sup

n
hn,

para toda funcíonf ∈ F . �

Teorema 2.17Para toda funcíon f ∈ Lϕ el conjuntoµ(f,L) es un ret́ıculo que
tiene un elemento ḿaximo y ḿınimo,Uϕ(f,L) y Lϕ(f,L) respectivamente.

Dem.Pongamos

a = inf
h∈Lϕ(L)

∫
Ω

ϕ(ω, f − h)dµ.

Seang1, g2 ∈ µ(f,L), debido a que∫
Ω

ϕ(ω, f − (g1 ∨ g2))dµ +
∫
Ω

ϕ(ω, f − (g1 ∧ g2))dµ

=
∫
Ω

ϕ(ω, f − g1)dµ +
∫
Ω

ϕ(ω, f − g2)dµ = 2a,

se sigue queg1 ∨ g2 y g1 ∧ g2 ∈ µ(f,L). Procediendo en forma inductiva se puede
ver que dada una cantidad finita de funciones, digamos{g1, ..., gn}, se tiene que
g1 ∨ ... ∨ gn y g1 ∧ ... ∧ gn ∈ µ(f,L). Sea{gn}n≥1 una sucesión enµ(f,L), por
Lema 2.16 para toda funcióng ∈ µ(f,L) se tiene que

inf
n

gn ≤ g ≤ sup
n

gn. (2.7)

Llamemosg∗ = infn gn y g∗ = supn gn. Comogn sonL-medibles se sigue queg∗
tambíen lo es y adeḿas, por aplicacíon del Lema de Fatou, obtenemos que
g∗ ∈ Lϕ(L) pues,∫

Ω

ϕ(ω, f − g∗)dµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫
Ω

ϕ(ω, f − (g1 ∧ ... ∧ gn))dµ = a < ∞,

más áun g∗ ∈ µ(f,L) y de (2.7) se obtiene queg∗ = Lϕ(f,L). Análogamente
puede demostrarse queg∗ = Uϕ(f,L). �
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Caṕıtulo 3

Funciones de
Lebesgue-Radon-Nikodym

Introducci ón

Dado(Ω,A, µ) un espacio de medida yL ⊆ A un σ-ret́ıculo vamos a definir
una familia de funciones que nos permitirán caracterizar a los mejoresϕ-aproximan-
tes como lo establecimos en el capı́tulo anterior. Las funciones que pertenecen a
esta familia reciben el nombre de funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym, que
abreviadamente expresaremos como función LRN. Estas funciones tienen una es-
trecha relacíon con la derivada de Radon-Nikodym definida en el Capı́tulo 1 como
lo observaremos posteriormente. Al igual que en el capı́tulo anteriorµ denotaŕa una
medida no negativa yν seŕa utilizada para representar a las medidas con signo.

3.1. Generalizacíon de la Descomposición de Hahn

Con el objeto de definir las funciones LRN introducimos algunos nuevos con-
ceptos.

Definición 3.1 Seaν una medida con signo definida sobre laσ-álgebraA y sea
L un σ-ret́ıculo conL ⊆ A. Diremos queC ∈ L es un conjuntoν-positivo si
para todoD ∈ L tenemos queν(C ∩ D) ≥ 0. Un conjuntoD ∈ L es llamado
ν-negativo, si para todoC ∈ L tenemos queν(D ∩ C) ≤ 0.

Observacíon 3.2 En el caso particular en queL = A, la Definicíon 3.1 coincide
con la Definicíon 1.4 dada en el Capı́tulo 1.
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42 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

Lema 3.3 La clase de todos los conjuntosν-positivos (ν-negativos) es cerrado
bajo uniones numerables.

Dem.Sea{Ak}k≥1 una sucesión de conjuntosν-positivos y seaD ∈ L. Pongamos

Ck =
[
Ak −

k−1⋃
j=1

Aj

]⋂
D.

Entonces{Ck} es una sucesión de conjuntos mutuamente disjuntos, tales que
ν(Ck) ≥ 0. Adeḿas, ( ⋃

k≥1

Ak

) ⋂
D =

⋃
k≥1

Ck.

Luego,

ν

(( ⋃
k≥1

Ak

) ⋂
D

)
= ν

( ⋃
k≥1

Ck

)
=

∑
k≥1

ν(Ck) ≥ 0.

Por lo tanto, la clase de todos los subconjuntosν-positivos es cerrada bajo uniones
numerables. De forma análoga se prueba que la unión numerable de conjuntosν-
negativos es un conjuntoν-negativo. �

Lema 3.4 Sea(Ω,A, ν) un espacio de medida para una medida signadaν. Sea
A ⊆ Ω medible tal que|ν(A)| < ∞. Entonces todo conjunto medibleB con
B ⊆ A satisface|ν(B)| < ∞.

Al igual que lo establecido por el Teorema 1.6 del Capı́tulo 1 veremos ahora
que es posible descomponer aΩ en dos conjuntos maximales, unoν-positivo y otro
ν-negativo. La demostración siguiente se debe a S. Johansen (ver [8])

Proposición 3.5 (S. Johansen) Seaν una medida con signo sobre(Ω,A, µ) y sea
L unσ-ret́ıculo. Entonces existe un conjuntoC∗ ∈ L que esν-positivo y maximal,
es decir

ν(C∗) = sup{ν(C) : C ∈ L y C es positivo}.
Adeḿas si C∗ es ν-positivo y maximal, entoncesD∗ = Ω − C∗ es minimal y
ν-negativo.

Dem.Asumamos por ejemplo, queν no toma el valor+∞ y denotemos porP
y N la familia de todos los conjuntosν-positivos yν-negativos respectivamente.
Notemos en primer lugar que∅ ∈ P ∩ N . Sea,

α = sup{ν(C) : C ∈ P}.
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3.1 Generalizacíon de la Descomposición de Hahn 43

De la definicíon de supremo sabemos que existe una sucesión de conjuntos{Cn}n≥1

tales que

α− 1
n

< ν(Cn) ≤ α.

Sea,
C∗ =

⋃
n≥1

Cn.

Aśı, C∗ ∈ L y del Lema 3.3 se tiene queC∗ ∈ P. Adeḿas paraj ∈ N

C∗ = Cj ∪ (C∗ − Cj),

y por consiguiente para todoj,

ν(C∗) = ν(Cj) + ν(C∗ − Cj) ≥ ν(Cj).

Por lo tantoC∗ es un conjunto maximal tal queν(C∗) = α. Veamos ahora que
D∗ = Ω−C∗ es un conjuntoν-negativo minimal. Supongamos por el absurdo que
D∗ no esν-negativo, entonces existeC0 ∈ L tal queν(D∗ ∩ C0) > 0, pero este
conjunto de medidaν positiva no es un conjuntoν-positivo pues de lo contrario
por Lema 3.3 el conjunto(D∗ ∩ C0) ∪ C∗ ∈ P, pero

ν
(
(D∗ ∩ C0) ∪ C∗) = ν

(
D∗ ∩ C0

)
+ ν(C∗) > ν(C∗),

lo cual contradice queC∗ sea maximal. Por lo tanto existeD ∈ L tal que

ν
(
(D∗ ∩ C0) ∩D

)
< 0.

Seak1 el menor entero positivo para el que existeB1 ∈ L tal que

ν
(
(D∗ ∩ C0) ∩B1

)
≤ − 1

k1
,

y pongamosA1 = Ω−B1, entoncesA1 ∈ L y adeḿas,

0 < ν(D∗ ∩ C0) = ν(D∗ ∩ C0 ∩A1) + ν(D∗ ∩ C0 ∩B1)

≤ ν(D∗ ∩ C0 ∩A1)−
1
k1

entonces,

ν(D∗ ∩ C0 ∩A1) > ν(D∗ ∩ C0) +
1
k1

> 0.
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44 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

Razonando de forma similar a lo hecho paraD∗ ∩ C0 se tiene queD∗ ∩ C0 ∩ A1

no es un conjuntoν-positivo y ańalogamente a lo hecho para ese caso, tomemos
ahorak2 el menor entero positivo para el cual existeB2 ∈ L tal que

ν
(
(D∗ ∩ C0 ∩A1) ∩B2

)
≤ − 1

k2

y llamemosA2 = Ω − B2. Continuando con este proceso, vamos a tener una
sucesíon de conjuntosAi y de ńumeros naturaleski, siendoki el menor entero
positivo para el que se cumple

ν
(
(D∗ ∩ C0 ∩A1 ∩ ... ∩Ai−1) ∩Bi

)
≤ − 1

ki

y por consiguiente,

ν(D∗ ∩ C0 ∩A1 ∩ ... ∩Ai) > ν(D∗ ∩ C0) +
i∑

j=1

1
kj

. (3.1)

SeaA = C0∩
( ⋂

i≥1 Ai

)
. Veamos que el conjuntoC∗∪A ∈ P. Para ello tomemos

D ∈ L, entonces

ν
(
(C∗ ∪A) ∩D

)
= ν(C∗ ∩D) + ν(D∗ ∩A ∩D)

≥ ν

(
D∗ ∩ C0 ∩

( ⋂
i≥1

Ai

)
∩D

)
= ĺım

i→∞
ν(D∗ ∩ C0 ∩A1 ∩ ... ∩Ai ∩D) ≥ ĺım

i→∞
− 1

ki+1
.

(3.2)

Para cadai sea,
Fi = D∗ ∩ C0 ∩A1 ∩ ... ∩Ai−1 ∩Bi

Hi = (D∗ ∩ C0)−
i⋃

j=1

Fj ,

y pongamos,
H =

⋂
i≥1

Hi = (D∗ ∩ C0)−
⋃
j≥1

Fj .

Por construccíon, los conjuntosFi y H son mutuamente disjuntos y además por el
lema anteriorH tiene medida finita. Luego de laσ-aditividad deν se tiene

0 < ν(D∗ ∩ C0) = ν(H) +
∑
i≥1

ν(Fi) ≤ ν(H)−
∑
i≥1

1
ki

.
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3.2 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym 45

Esto implica que la serie
∑

i≥1
1
ki

es convergente, y por lo tantoki tiende a infinito
cuandoi →∞. Luego, de (3.2) tenemos que

ν
(
(C∗ ∪A) ∩D

)
≥ 0,

y por consiguiente el conjuntoC∗ ∪A esν-positivo. Pero, de (3.1) se sigue que

ν(D∗ ∩A) > 0,

con lo cual se obtiene queC∗ ∪ A esν-positivo y de medida estrictamente más
grande queC∗, lo que contradice el hecho de queC∗ es maximal. Por lo tanto,
D∗ es un conjuntoν-negativo. Para ver queD∗ es minimal, tomemosF ∈ N .
EntoncesΩ− F ∈ P por lo queν(Ω− F ) ≤ ν(C∗) < ∞. Luego,

ν(Ω) = ν(Ω− F ) + ν(F ) ≤ ν(C∗) + ν(F ),

y aśı tenemos

ν(F ) ≥ ν(Ω)− ν(C∗) = ν(Ω− C∗) = ν(D∗).

�

3.2. Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

En lo que sigue consideraremos familias de medidas{νa}a∈R con las siguientes
propiedades

|νa| son finitas,

νa es decreciente ena es decir, sia < b entoncesνa(A) ≥ νb(A).

Para una familia de medidas con estas propiedades hacemos la siguiente definición.

Definición 3.6 Sea{νa}a∈R una familia de medidas enΩ. Una funcíonL-medible
g es llamada una función de Lebesgue-Radon-Nikodym (función LRN) de{νa} si
y śolo si

a) {g > a} esνa-positiva para todoa ∈ R

b) {g < a} esνa-negativa para todoa ∈ R.
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46 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

Observacíon 3.7 a) En la Definicíon 3.6 el subconjuntoR puede ser reem-
plazado por un subconjuntoD ⊆ R denso en la recta. En efecto, seaa ∈ R
entonces existe una sucesión{an}n≥1 enD tal quean converge aa, adeḿas
podemos suponerla decreciente. TomemosA ∈ L, entonces

νa

(
{g > an} ∩A

)
≥ νan

(
{g > an} ∩A

)
≥ 0

Luego,

νa

(
{g > a} ∩A

)
= νa

(( ∞⋃
n=1

{g > an}
)
∩A

)
= ĺım

n→∞
νa

(
{g > an} ∩A

)
≥ 0.

De esta manera tenemos que{g > a} esνa-positiva para todoa ∈ R el
hecho que{g < a} esνa-negativa se obtiene de forma similar.

b) En el caso particular, que para alguna medidaµ, νa � µ para todaa ∈ R, la
Definición 3.6 equivale a ver que existe un conjuntoD ⊆ R numerable tal
que{g ≥ a} esνa-positivo y el conjunto{g ≤ a} esνa-negativo para todo
a /∈ D. Sea

D = {a ∈ R : µ({g = a}) > 0}

entoncesD es un conjunto a lo sumo numerable, luegoR − D es denso
en la recta real. Sib /∈ D, µ({g = b}) = 0 y entonces para todoa ∈ R
νa({g = b}) = 0. Luego para cada conjuntoB ∈ L y C ∈ L se tiene

νb(B ∩ {g ≤ b}) = νb(B ∩ {g < b}) ≤ 0,

νb(C ∩ {g ≥ b}) = νb(C ∩ {g > b}) ≥ 0.

Lo cual demuestra una implicación. Supongamos ahora que existeD1 con-
junto numerable con la propiedad que{g ≥ a} esνa-positivo y el conjunto
{g ≤ a} esνa-negativo sia /∈ D1. SeaD̃ = D ∪D1, conD como lo defini-
mos en la implicacíon anterior, entonces̃D es numerable y por consiguiente,
R − D̃ es denso en la recta. Además, sia /∈ D̃ y tomamosB ∈ L y C ∈ L
se sigue que

0 ≤νa({g ≥ a} ∩B) = νa({g > a} ∩B)
0 ≥νa({g ≤ a} ∩ C) = νa({g < a} ∩ C).

De la observación a) obtenemos queg es una funcíon LRN de{νa}.
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3.2 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym 47

La siguiente Proposición pone de manifiesto la relación existente entre el con-
cepto de funcíon LRN y el Teorema de Radon-Nikodym expuesto en el Capı́tulo
1.

Proposición 3.8 Seaµ una medida no negativa yν una medida con signo, ambas
finitas sobre(Ω,A) conν � µ. Entonces una funciónf A-medible satisface que

ν(A) =
∫
A

fdµ para todoA ∈ A. (3.3)

si y śolo sif es una funcíon LRN de la familia{νa}, siendoνa = ν − aµ.

Dem.Seaf que cumple (3.3) y seaA ∈ A entonces,

νa({f > a} ∩A) =
∫

{f>a}∩A

fdµ− aµ({f > a} ∩A) ≥ 0.

Y de forma ańaloga se obtiene queνa({f > a} ∩A) ≤ 0. Luegof es una funcíon
LRN de{νa}. Rećıprocamente tomemosf una funcíon LRN de{νa}. Observemos
queνa � µ para todoa y que adeḿas como{f > a} es un conjunto positivo para
la medidaνa tenemos que en particular vale lo siguiente

ν({f > a})− aµ({f > a}) ≥ 0

entonces,
aµ({f > a}) ≤ ν({f > a}).

Lo que, por la suposición de queν es finita, implica que cuando|a| tiende a infinito
µ({f > a}) tiende a cero; es decir,f es finita en casi todo punto respecto deµ y
por consiguiente respecto deν. Seam ∈ N. Parak ∈ Z y A ∈ A definamos:

Ak,m :=
{

x ∈ A :
k

m
< f(x) ≤ k + 1

m

}
.

Aśı, ∫
Ak,m

f − 1
m

dµ ≤ k

m
µ(Ak,m) ≤ ν(Ak,m).

Fijado m ∈ N, los conjuntosAk,m, cuya uníon sobrek esA, son mutuamente
disjuntos. Entonces, ∫

A

f − 1
m

dµ ≤ ν(A)
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48 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

tomando ĺımite param tendiendo a infinito obtenemos:∫
A

fdµ ≤ ν(A),

la otra desigualdad sale mediante un camino similar. Ası́ hemos demostrado que

ν(A) =
∫
A

fdµ.

para todo conjuntoA-medible. �

Esta proposicíon afirma quef seŕa una derivada de Radon-Nikodym si y sólo
si f es una funcíon LRN para la familia de medidasνa = ν − aµ. El siguiente
ejemplo nos muestra que las derivadas de Radon-Nikodym paraνa, pueden existir
aunque no tengamos la hipótesis de queν � µ.

Ejemplo 3.9 Sea(Ω,A, µ) un espacio de medida conΩ = [−1, 1] y µ la medida
de Lebesgue. Seaδ0 la delta de Diracconcentrada en0 (ver Ejemplo 1.8), y las
medidasνa := δ0 − aµ. Veamos que la función definida por

f(x) =
{

0, si x 6= 0;
+∞, si x = 0;

es una funcíon LRN de{νa} y esúnicaνa en casi todo punto, para todoa. Aqúı con-
sideraremosA = M, siendoM la σ-álgebra de los conjunto medibles Lebesgue
del intervalo[−1, 1]. Seaa ∈ R y A ∈ A, entonces

νa(A ∩ {f > a}) = δ0(A ∩ {f > a})− aµ(A ∩ {f > a}) ≥ 0.

Análogamente se puede ver que para todoa el conjunto{f < a} esνa-negativo, y
por lo tantof es una funcíon LRN de{νa}. Veamos la unicidad def . Supongamos
por el absurdo que existeg función LRN de{νa} entonces para todoa ∈ R y
A ∈ A se tiene

νa(A ∩ {g > a}) = δ0(A ∩ {g > a})− aµ(A ∩ {g > a}) ≥ 0
νa(A ∩ {g < a}) = δ0(A ∩ {g < a})− aµ(A ∩ {g < a}) ≤ 0.

(3.4)

En el caso particular en quea > 0 y tomamos un conjuntoA que no contenga el
cero, de la primer igualdad de (3.4) se sigue queg ≤ 0 en casi todo punto respecto
a µ y de la segunda igualdad razonando en forma similar cona < 0 se tiene que
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3.2 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym 49

g ≥ 0 en casi todo punto. Por consiguienteg = 0 en casi todo punto respecto aµ.
Luegof = g en casi todo punto respecto aµ. Adeḿasg(0) = +∞ en efecto, si
g(0) = s cons < ∞ y tomamosa positivo mayor ques y un conjunto medibleA
al que pertenezca el cero se tiene

νa(A ∩ {g < a}) = δ0(A ∩ {g < a})− aµ(A ∩ {g < a}) = 1.

pero por la segunda igualdad de (3.4) obtenemos una contradicción. Con lo que
hemos demostrado quef = g en casi todo punto respecto aνa.

Lema 3.10 Sea(Ω,A, µ) un espacio de medidaL ⊆ A unσ-ret́ıculo yν una me-
dida signada conν � µ. Entonces existe un conjuntoν-positivo maximal respecto
a µ y de alĺı respecto aν.

Dem.PongamosP = {C : C esν-positivo} y llamemos

α = sup{µ(C) : C ∈ P}.

SeaCn tal que

α− 1
n

< µ(Cn) ≤ α

y consideremosC∗ =
⋃

n∈N Cn. Del Lema 3.3 se sigue queC∗ es un conjunto
ν-positivo y es maximal respecto aµ (ver demostración Proposicíon 3.5), veamos
ahora que es maximal respecto aν. Supongamos que existeC ∈ P tal que
ν(C) > ν(C∗). Entonces,

µ(C∗) ≥ µ(C ∪ C∗) = µ(C∗) + µ(C − C∗) ≥ µ(C∗)

por lo tantoµ(C − C∗) = 0, entoncesν(C − C∗) = 0. Aśı, por un lado tenemos
que

ν(C ∪ C∗) = ν(C∗) + ν(C − C∗) = ν(C∗),

y por otro,

ν(C ∪ C∗) = ν(C) + ν(C∗ − C) ≥ ν(C) > ν(C∗).

LuegoC∗ es un conjunto maximal respecto aν. �

El siguiente teorema establece condiciones suficientes para asegurar la existen-
cia de las funciones LRN de una familia de medidas dada.
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50 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

Teorema 3.11 (H. D. Brunk, S. Johansen) Sea(Ω,A, µ) un espacio de medida
conL ⊆ A un σ-ret́ıculo. Seaνa una familia de medidas signadas finitas, decre-
cientes y|νa| � µ. Entonces existe una función de LRN deνa.

Dem.Paraq ∈ Q, seaCq un conjuntoνq-positivoµ-maximal, cuya existencia esta
asegurada por lema anterior y pongamosC+∞ = ∅ y C−∞ = Ω. Definimos

g(x) := sup
x∈Cq

q.

Veamos queg es la funcíon que queŕıamos hallar. Observemos en primer lugar que
g esL-medible, pues

{g > a} =
⋃
q>a

Cq,

adeḿas como esta familia de medidas es decreciente, para todoq ≥ a el conjunto
Cq esνa-positivo, y por consiguiente el conjunto{g > a} esνa-positivo. Veamos
ahora que{g < a} en un conjuntoνa-negativo. Para ello consideremos el siguiente
conjunto

Ω
′
= Ω−

⋃
r<q

(
Cq − Cr

)
.

Si r < q entonces para todo conjuntoD ∈ L se tiene que

0 ≤ νq(Cq ∩D) ≤ νr(Cq ∩D)

luego,Cq esνr-positivo y adeḿasµ(Cq − Cr) = 0 pues,

µ(Cr) ≥ µ(Cq ∪ Cr) = µ(Cr) + µ(Cq − Cr) ≥ µ(Cr).

Por lo tanto,µ(Ω− Ω
′
) = 0. Veamos que

{g < a} ∩ Ω
′
=

( ⋃
q<a

Cc
q

)
∩ Ω

′
. (3.5)

Seax ∈ Ω
′
tal queg(x) < a y supongamos quex /∈

( ⋃
q<a Cc

q

)
, entoncesx ∈ Cq

para todoq < a, luegog(x) ≥ a lo cual contradice la hiṕotesis de la que partimos.
Por lo tanto,x ∈

( ⋃
q<a Cc

q

)
. Supongamos ahora quex ∈

( ⋃
q<a Cc

q

)
∩ Ω

′
,

entonces exister < a con la propiedad quex /∈ Cr y comox ∈ Ω
′
, si q > r

entoncesx /∈ Cq−Cr. Aśı, para todoq ≥ r se tiene quex /∈ Cq. Por consiguiente,
g(x) ≤ r < a. Luego, la igualdad (3.5) establece que el conjunto{g < a} coincide
en casi todo punto con un conjuntoνa-negativo, puesCq esνq-negativo y la uníon
la tomo sobre losq < a. �
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Caṕıtulo 4

Aplicación de Funciones LRN al
Problema de Mejor
Aproximaci ón

Introducci ón

Al igual que en los caṕıtulos anteriores consideremos(Ω,A, µ) un espacio de
medida finito y completo conµ ≥ 0, y L ⊆ A un σ-ret́ıculo. En el Caṕıtulo 2 se
introdujo la definicíon de mejorϕ-aproximante para una función f ∈ Lϕ y se de-
mostŕo adeḿas, que el conjunto de mejoresϕ-aproximantes era un retı́culo no vaćıo
que teńıa elemento ḿaximo y ḿınimo. Lo que haremos ahora es hallar propiedades
adicionales de este conjunto con el fin de obtener condiciones de equivalencia para
un mejorϕ-aproximante y de esta manera caracterizar al mismo.

4.1. Caracterizacíon de los Mejoresϕ-Aproximantes

En esta sección se presentan varios teoremas que establecen condiciones nece-
sarias y suficientes para que una función resulte ser un mejorϕ-aproximante, en
el sentido que se definió en el Caṕıtulo 2. Comencemos por definir familias de
medidas que nos serán de gran utilidad al momento de caracterizar a los mejores
ϕ-aproximantes.

Definición 4.1 Seaf ∈ Lϕ. Para cadag ∈ Lϕ(L) y a ∈ R definimos las siguien-
tes medidas

µ+
g (A) :=

∫
A

ϕ+(ω, f − g)dµ, µ−g (A) :=
∫

A
ϕ−(ω, f − g)dµ, (4.1)

51



52 Aplicación de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacíon

y

µ+
a (A) :=

∫
A

ϕ+(ω, f − a)dµ, µ−a (A) :=
∫

A
ϕ−(ω, f − a)dµ. (4.2)

Lema 4.2 Seaf ∈ Lϕ. Entoncesµ+
a = µ−a para casi todo ńumero reala.

Dem.Consideremos la medida productoµ⊗dx enΩ×R, donde condx denotamos
la medida de Lebesgue enR. Para cadaA ⊆ Ω× R, a ∈ R y ω ∈ Ω ponemos,

Aω := {b ∈ R : (ω, b) ∈ A} y Aa := {υ ∈ Ω : (υ, a) ∈ A}.

Definimos la siguiente funciónT : Ω×R → Ω×R porT (ω, a) = (ω, f(ω)− a).
Se puede demostrar queA es medible si y śolo si T (A) lo es y como adeḿas,
T (A)ω = f(ω)−Aω es una traslación, aplicando el Teorema de Fubini, para todo
conjuntoµ⊗ dx-medible,A, tenemos:

µ⊗ dx(A) =
∫

Ω
|Aω|dµ =

∫
Ω
|T (A)ω|dµ = µ⊗ dx(T (A)). (4.3)

Consideremos el siguiente conjuntoA = {(ω, a) : ϕ+(ω, a) > ϕ−(ω, a)}. En-
toncesA esµ ⊗ dx-medible y para cadaω la seccíon Aω es lo sumo numera-
ble, pues el conjunto de discontinuidades de una función mońotona es a lo sumo
numerable. Por consiguiente,dx(Aω) = 0. Por lo tanto, de (4.3) se sigue que
µ⊗ dx(A) = 0 = µ⊗ dx(T (A)). De la definicíon de medida producto obtenemos

0 = µ⊗ dx(T (A)) =
∫ +∞

−∞
µ(T (A)a)da.

Aśı para casi todoa ∈ R, µ(T (A)a) = 0. Puesto queI = T ◦ T , ω ∈ T (A)a

si y śolo si T (ω, a) ∈ A, entonces para casi todoω, T (ω, a) /∈ A. Luego, para
casi todoa ∈ R se tiene queϕ+(ω, a) = ϕ−(ω, a) salvo un conjunto de medidaµ
cero. �

Definición 4.3 Paraf ∈ Lϕ definimos el siguiente conjunto

C(f) := {a : µ+
a = µ+

a }.

Corolario 4.4 El conjuntoC(f) es denso enR.
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4.1 Caracterizacíon de los Mejoresϕ-Aproximantes 53

Dem.Del Lema 4.2 se sigue que para casi todoa ∈ R, (respecto am la medida de
Lebesgue)

µ+
a = µ−a .

Supongamos por el absurdo, queC(f) no fuera denso en la recta, entonces existirı́a
x ∈ R y ε > 0 tal que(x− ε, x + ε) ∩ C(f) = ∅, pero por la Definicíon 4.3 y del
hecho quem(x − ε, x + ε) = 2ε > 0 llegamos a una contradicción. Luego,C(f)
es denso enR. �

Lema 4.5 Seaf ∈ Lϕ, L ⊆ A un σ-ret́ıculo y seag ∈ Lϕ(L). Entonces son
equivalentes los siguientes enunciados:

a) g ∈ µ(f,L),

b) para todah ∈ Lϕ(L) tenemos∫
{g>h}

ϕ+(ω, f − g)(g − h)dµ ≥ 0

y ∫
{g<h}

ϕ−(ω, f − g)(g − h)dµ ≥ 0.

Dem.Observemos en primer lugar que por Lema 2.13 las integrales que aparecen
en la condicíon b) son finitas. Demostremos primero otra condición equivalente a
la afirmacíon a). Parah ∈ Lϕ(L) y t ∈ [0, 1] consideremos la siguiente función

M(t) =
∫
Ω

ϕ(ω, f − g − t(h− g))dµ

De la convexidad deϕ(ω, ·) se sigue queM es una funcíon convexa. Veamos que
g es un mejorϕ-aproximante af si y śolo si M

′
+(0) ≥ 0. En efecto, sig es un

mejorϕ-aproximante af entonces se tiene queM(0) ≤ M(t) para todot ∈ [0, 1],
entoncesM alcanza un ḿınimo ent = 0. Luego,M

′
+(0) ≥ 0. Rećıprocamente,

si M
′
+(0) ≥ 0 por serM convexa, seŕa M ≥ 0. EntoncesM tiene un ḿınimo en

t = 0. Aśı, en particular parat = 1 tenemos:∫
Ω

ϕ(ω, f − g)dµ = M(0) ≤ M(1) =
∫
Ω

ϕ(ω, f − h)dµ
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54 Aplicación de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacíon

pata todah ∈ Lϕ(L). Por lo tanto,g ∈ µ(f,L). Seag ∈ µ(f,L), entonces por lo
demostrado arriba

0 ≤ M
′
+(0) = ĺım

t→0+

M(t)−M(0)
t

= ĺım
t→0+

1
t

∫
Ω

(ϕ(ω, f − g − t(h− g))− ϕ(ω, f − g))dµ.
(4.4)

En general, para una función convexaF se tiene que

Si a < b entonces,F (b)− F (a) ≤ F+(b)(b− a)

Si a > b entonces,F (b)− F (a) ≤ F−(b)(b− a).

La demostracíon de lo anterior, como también algunas propiedades adicionales de
las funciones convexas pueden ser consultadas en [4]. Aplicando esto paraϕ con
g > h, obtenemos:

ϕ(ω, f − g− t(h− g))−ϕ(ω, f − g) ≤ ϕ+(ω, f − g− t(h− g))t(g−h), (4.5)

y si g < h,

ϕ(ω, f − g− t(h− g))−ϕ(ω, f − g) ≤ ϕ−(ω, f − g− t(h− g))t(g−h). (4.6)

Retomando (4.4), las desigualdades (4.5) y (4.6), aplicando el Teorema de la Con-
vergencia Mayorada de Lebesgue, la continuidad a derecha deϕ+ y a izquierda de
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4.1 Caracterizacíon de los Mejoresϕ-Aproximantes 55

ϕ− obtenemos:

0 ≤ ĺım
t→0+

1
t

∫
Ω

ϕ(ω, f − g − t(h− g))− ϕ(ω, f − g)dµ

= ĺım
t→0+

1
t

[ ∫
{g>h}

ϕ(ω, f − g − t(h− g))− ϕ(ω, f − g)dµ

+
∫

{g<h}

ϕ(ω, f − g − t(h− g))− ϕ(ω, f − g)dµ

]

≤ ĺım
t→0+

[ ∫
{g>h}

ϕ+(ω, f − g − t(h− g))(g − h)dµ

+
∫

{g<h}

ϕ−(ω, f − g − t(h− g))(g − h)dµ

]

=
∫

{g>h}

ĺım
t→0+

ϕ+(ω, f − g − t(h− g))(g − h)dµ

+
∫

{g<h}

ĺım
t→0+

ϕ−(ω, f − g − t(h− g))(g − h)dµ

=
∫

{g>h}

ϕ+(ω, f − g)(g − h)dµ +
∫

{g<h}

ϕ−(ω, f − g)(g − h)dµ,

(4.7)

para toda funcíonh ∈ Lϕ(L). En particular (4.7) vale si reemplazamosh porh∧g
o h ∨ g puesLϕ(L) es un ret́ıculo seǵun se demostró en el Teorema 2.15. De esta
manera tenemos que ∫

{g>h}

ϕ+(ω, f − g)(g − h)dµ ≥ 0

y, ∫
{g<h}

ϕ−(ω, f − g)(g − h)dµ ≥ 0,

respectivamente. Supongamos ahora que para toda función h ∈ Lϕ(L) vale b).
Usando ahora, el hecho que para una función convexaF se tiene que

Si a < b entonces,F (b)− F (a) ≥ F+(a)(b− a)
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56 Aplicación de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacíon

Si a > b entonces,F (b)− F (a) ≥ F−(a)(b− a),

M
′
+(0) = ĺım

t→0+

∫
{g>h}

ϕ(ω, f − g − t(h− g))− ϕ(ω, f − g)
t

dµ

+ ĺım
t→0+

∫
{g<h}

ϕ(ω, f − g − t(h− g))− ϕ(ω, f − g)
t

dµ

≥ ĺım
t→0+

∫
{g>h}

ϕ+(ω, f − g)(g − h)dµ

+ ĺım
t→0+

∫
{g<h}

ϕ−(ω, f − g)(g − h)dµ

=
∫

{g>h}

ϕ+(ω, f − g)(g − h)dµ +
∫

{g<h}

ϕ−(ω, f − g)(g − h)dµ ≥ 0.

Por lo que demostramos en la primera parte, lo obtenido es equivalente a queg es
un mejorϕ-aproximante af . �

Teorema 4.6 Seaf ∈ Lϕ, L ⊆ A un σ-ret́ıculo y g ∈ Lϕ(L). Entonces los
siguientes hechos son equivalentes:

a) g ∈ µ(f,L)

b) Para todo ńumero reala el conjunto{g > a} esµ+
g -positivo y el conjunto

{g < a} esµ−g -negativo

c) g es una funcíon LRN de la familia{µ±a }.

Dem.Comencemos por demostrar que a) implica b). SeaD ∈ L, paraa ∈ R y
n ∈ N pongamosA = {g > a} y An = {g > a + 1

n}. Ahora definimos la
siguiente funcíon:

gn(ω) :=


g(ω), si ω /∈ A ∩D;
a, si ω ∈ (A−An) ∩D;
g(ω)− 1

n , si ω ∈ An ∩D.
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4.1 Caracterizacíon de los Mejoresϕ-Aproximantes 57

Es posible demostrar quegn ∈ Lϕ(L). Aplicando el lema anterior tenemos que

0 ≤
∫

{g>gn}

ϕ+(ω, f − g)(g − gn)dµ

=
∫

(A−An)∩D

ϕ+(ω, f − g)(g − a)dµ +
∫

An∩D

ϕ+(ω, f − g)
1
n

dµ

≤
∫

(A−An)∩D

ϕ+(ω, f − g)
1
n

dµ +
∫

An∩D

ϕ+(ω, f − g)
1
n

dµ

=
∫

A∩D

ϕ+(ω, f − g)
1
n

dµ.

Entonces,

µ+
g (A ∩D) =

∫
A∩D

ϕ+(ω, f − g)dµ ≥ 0.

De forma similar se prueba que{g < a} esµ−g -negativo. Veamos que c) se sigue
de b) para ello tomemosg ∈ Lϕ(L), a ∈ R y D ∈ L por hiṕotesis tenemos que

0 ≤ µ+
g ({g > a} ∩D) =

∫
{g>a}∩D

ϕ+(ω, f − g)dµ

≤
∫

{g>a}∩D

ϕ+(ω, f − a)dµ = µ+
a ({g > a} ∩D).

Si tomamosC ∈ L,

0 ≥ µ−g ({g < a} ∩ C) =
∫

{g<a}∩C

ϕ−(ω, f − g)dµ

≥
∫

{g<a}∩C

ϕ−(ω, f − a)dµ = µ−a ({g < a} ∩ C).

Aśı hemos demostrado que{g > a} es un conjuntoµ+
a -positivo y que{g < a} es

µ−a -negativo. Pero si tomamosa ∈ C(f), entonces el conjunto{g > a} es tambíen
µ−a -positivo y{g < a} resulta serµ+

a -negativo. Puesto que según se demostró en
el Corolario 4.4 el conjuntoC(f) es denso enR, de la Observación 3.7 a) se sigue
queg es una funcíon LRN de{µ±a }. Demostremos ahora recı́procamente que c)
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58 Aplicación de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacíon

implica b). Seaa ∈ R y D ∈ L y pongamosA = {g > a} ∩D. Parak ∈ N ∪ {0}
y n natural definamos los siguientes conjuntos

Ak,n :=
{

a +
k

n
< g ≤ a +

k + 1
n

}
∩D.

Entonces por hiṕotesis,

µ+

a+ k
n

(Ak,n) =
∫

Ak,n

ϕ+

(
ω, f −

(
a +

k

n

))
dµ ≥ 0.

Por serϕ+ mońotona creciente tenemos

0 ≤
∫

Ak,n

ϕ+

(
ω, f − a− k

n

)
dµ ≤

∫
Ak,n

ϕ+

(
ω, f − g +

1
n

)
dµ.

Uniendo sobrek = 0, 1, 2, . . . y teniendo en cuenta que los conjuntosAk,n son
mutuamente disjuntos para cadan fijo, obtenemos:∫

A
ϕ+

(
ω, f − g +

1
n

)
dµ ≥ 0.

Tomando ĺımite paran tendiendo a infinito y aplicando el hecho de queϕ+ es
continua por derecha se tiene que

µ+
g (A) =

∫
A

ϕ+(ω, f − g)dµ = µ+
g ({g > a} ∩D) ≥ 0.

Aśı {g > a} es un conjuntoµ+
g -positivo. Un argumento similar muestra que

{g < a} esµ−g -negativo. Poŕultimo veamos que b) implica a). Seah ∈ Lϕ(L)
entonces{h < a} ∈ L pues,

{h < a} =
⋃ {

h ≤ a− 1
n

}
Luego, por hiṕotesis

0 ≤ µ+
g

(
{g > a} ∩ {h < a}

)
=

∫
{g>a}∩{h<a}

ϕ+(ω, f − g)dµ.
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4.1 Caracterizacíon de los Mejoresϕ-Aproximantes 59

Integrando la desigualdad de arriba y aplicando el Teorema de Fubini obtenemos:∫
R

∫
{g>a}∩{h<a}

ϕ+(ω, f − g)dµ da =
∫
R

∫
Ω

χ{g>a}∩{h<a}ϕ+(ω, f − g)dµ da

=
∫
Ω

ϕ+(ω, f − g)
∫
R

χ{g>a}∩{h<a}da dµ =
∫

{h<g}

ϕ+(ω, f − g)

g(ω)∫
h(ω)

1da dµ

=
∫

{h<g}

ϕ+(ω, f − g)(g − h)dµ ≥ 0.

De manera ańaloga se tiene que∫
{h>g}

ϕ−(ω, f − g)(g − h)dµ ≥ 0.

Aśı por Lema 4.5g es un mejorϕ-aproximante af deLϕ(L). �

En el siguiente ejemplo se halla para una función dada un mejorϕ-aproximante
mostŕandose adeḿas quéeste no tiene porque serúnico.

Ejemplo 4.7 SeaΩ = [0, 1], µ la medida de Lebesgue,A la σ-álgebra de todos los
conjuntos medibles Lebesgue del[0, 1],L el σ-ret́ıculo formado por los subconjun-
tos finales deΩ y ϕ(ω, a) = |a|. Con los datos que tenemos ahora, el problema de
hallar un mejorϕ-aproximante a una función dada enLϕ se traduce en encontrar un
mejor aproximante por funciones monótonas crecientes enL1(Ω). Consideremos
f = χ[0, 1

2
]. Las funcionesϕ+ y ϕ− vienen dadas por

ϕ+(ω, a) =
{

1, si a ≥ 0;
−1, si a < 0

y,

ϕ−(ω, a) =
{

1, si a > 0;
−1, si a ≤ 0.

Si g es un mejorϕ-aproximante af por Teorema 4.6 el conjunto{g > a} debe ser
µ+

a -positivo y{g < a} debe serµ−a -negativo. Es decir, para todoD ∈ L

0 ≤ µ+
a ({g > a} ∩D) =

∫
{g>a}∩D

ϕ+(ω, f − a)dµ

= µ({g > a} ∩D ∩ {f ≥ a})− µ({g > a} ∩D ∩ {f < a})

(4.8)
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60 Aplicación de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacíon

y para todoC ∈ L,

0 ≥ µ−a ({g < a} ∩ C) =
∫

{g<a}∩C

ϕ−(ω, f − a)dµ

= µ({g < a} ∩ C ∩ {f > a})− µ({g < a} ∩ C ∩ {f ≤ a}).

(4.9)

Si a < 0 tomandoC = Ω en (4.9) tenemos queµ({g < a}) = 0 entoncesg ≥ 0 en
casi todo punto. Tomandoa > 1 y D = Ω en (4.8) se tiene queg ≤ 1 en casi todo
punto. Poŕultimo si tomamos0 < a < 1, de (4.8), (4.9) y mediante un argumento
est́andar, se sigue queg debe ser una función constante. Recı́procamente, sig ≡ α,
conα ∈ [0, 1], se puede demostrar queg es un mejorϕ-aproximante.

Paraa ∈ R pongamosLa la clase de todos los conjuntosC ∈ L tal queC es
µ+

a -positivo yΩ− C esµ+
a -negativo. Ahora definamos el siguiente conjunto

L̃f :=
⋃

a∈C(f)

La.

De aqúı en ḿas, cuandoa ∈ C(f) denotaremos porµa la medidaµ+
a = µ−a . Como

consecuencia del Teorema 4.6 y de la notación hecha arriba tenemos:

Corolario 4.8 g ∈ µ(f,L) si y śolo si para todoa ∈ C(f) se tiene que
{g > a} ∈ La.

Dem.Seag ∈ µ(f,L), a ∈ C(f) y b > a. Por Teorema 4.6 sabemos que{g > a}
esµa-positivo y que{g < b} esµ−b -negativo. Veamos que{g ≤ a} esµa-negativo.
SeaC ∈ L entonces,

0 ≥ µ−b ({g < b} ∩ C) =
∫

{g<b}∩C

ϕ−(ω, f − b)dµ.

Tomando ĺımite para cuandob ↓ a en la desigualdad de arriba, obtenemos que
µ−a ({g ≤ a} ∩ C) ≤ 0, puesto quea ∈ C(f) se tiene queµ+

a ({g ≤ a} ∩ C) ≤ 0.
Por lo tanto,{g > a} ∈ La. Supongamos ahora que{g > a} ∈ La para toda
a ∈ C(f). Por consiguiente, el conjunto{g > a} esµa-positivo. Por otro lado, si
tomamosb ∈ C(f) conb < a, para todoC ∈ L

µ+
b ({g ≤ b} ∩ C) =

∫
{g≤b}∩C

ϕ+(ω, f − b)dµ ≤ 0.
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4.1 Caracterizacíon de los Mejoresϕ-Aproximantes 61

Tomando ĺımite parab ↑ a y aplicando el Teorema de la Convergencia Mayorada
de Lebesgue obtenemos∫

{g<a}∩C

ϕ+(ω, f − a)dµ = µ+
a ({g < a} ∩ C) ≤ 0.

ComoC(f) es denso enR, resulta queg es un funcíon LRN de la familia{µ±a }. �

Observacíon 4.9 En el Corolario 4.8, podemos reemplazar la hipótesis
{g > a} ∈ La por {g ≥ a} ∈ La. En efecto, seaa ∈ C(f) y supongamos que
{g > a} ∈ La para todoa ∈ C(f). Tomemos{an} una sucesión enC(f) tal que
an ↑ a y D ∈ L entonces,

µan({g > an} ∩D) =
∫

{g>an}∩D

ϕ+(ω, f − an)dµ ≥ 0.

Tomando ĺımite paraan ↑ a se tiene:

0 ≤
∫

{g≥a}∩D

ϕ+(ω, f − a)dµ = µa({g ≥ a} ∩D).

Del hecho que
{g < a} =

⋃
n

{g ≤ an}

y que las medidas son no decrecientes se sigue que{g < a} esµa-negativo. Por
lo tanto, el conjunto{g ≥ a} ∈ La. La otra implicacíon se sigue por un camino
similar.

Lema 4.10 Seana, b ∈ C(f) cona ≤ b y tomemosC1 ∈ La y C2 ∈ Lb. Entonces
C1 ∩ C2 ∈ Lb y C1 ∪ C2 ∈ La. En particular L̃f es cerrado bajo uniones e
intersecciones finitas; es decir,̃Lf es un ret́ıculo.

Dem.Veamos en primer lugar queC1 ∩ C2 ∈ Lb. Por hiṕotesisΩ − C1 esµa-
negativo. Por lo tanto, esµb-negativo. Luego, del Lema 3.3 tenemos que el conjunto
(Ω − C1) ∪ (Ω − C2) esµb-negativo. Por otro lado, supongamos por el absurdo
queC1 ∩ C2 no esµb-positivo, entonces existeD ∈ L tal que

µb(C1 ∩ C2 ∩D) < 0. (4.10)
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62 Aplicación de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacíon

Consideremos ahora, el siguiente conjunto deL

D
′
= (Ω− C1) ∪ (C1 ∩D) = (Ω− C1) ∪D.

Entonces,

0 ≤ µb(C2 ∩D
′
) = µb(C2 − C1) + µb(C1 ∩ C2 ∩D) < µb(C2 − C1)

≤ µa(C2 − C1) ≤ 0,

donde laúltima desigualdad se sigue de la suposición de queC1 ∈ La. Esta con-
tradiccíon provino de asumir que (4.10) era válido, luegoC1 ∩ C2 es un conjunto
µb-positivo. Por lo tanto,C1 ∩C2 ∈ Lb. El hecho de queC1 ∪C2 ∈ La se obtiene
de forma ańaloga. Finalmente, la segunda parte del lema se sigue como consecuen-
cia directa de la primer parte. �

Definición 4.11 Denotaremos porLf (Af ) el (la) menorσ-ret́ıculo completo (σ-
álgebra) que contiene ãLf .

Proposición 4.12 C ∈ Lf si y śolo si∀ε > 0 existeC∗ ∈ L̃f tal que:

µ(C4C∗) < ε. (4.11)

Dem.PongamosL̂ = {C ∈ L : ∀ε > 0 ∃C∗ ∈ L̃f : µ(C4C∗) < ε}. De-
mostremos quêL es unσ-ret́ıculo.

Comencemos por ver queΩ ∈ L̂. SeaCn un conjuntoµ+
−n-positivo maxi-

mal, cuya existencia esta asegurada por la Proposición 3.5. LuegoDn = Cc
n

esµ+
−n-negativo y por consiguienteCn ∈ L−n.

Notar que comoµ+
−n ≤ µ+

−(n+1) entoncesCn esµ+
−(n+1)-positivo, por lo

cual tenemos queCn ∪ Cn+1 esµ+
−(n+1)-positivo. Aśı, podemos suponer

Cn ⊆ Cn+1. Veamos queµ(Ω4Cn) → 0. Supongamos por el absurdo, que
existeε > 0 tal queµ(Ω − Cn) ≥ ε, para infinitosn. SeaD =

⋂
n≥1 Dn,

entoncesµ(D) ≥ ε. ComoDn esµ+
−n-negativo, tenemos∫

Dn

ϕ+(ω, f + n)dµ ≤ 0,

tomando ĺımite y aplicando el Teorema de Fatou y el hecho de queϕ+ es
mońotona creciente obtenemos

0 ≥ ĺım inf
n→∞

∫
Ω

χDnϕ+(ω, f + n)dµ ≥
∫
Ω

χDϕ+(ω, 1)dµ > 0,
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lo cual es una contradicción. Por lo tanto,ĺımn→∞ µ(Ω − Cn) = 0. Aśı,
tenemos queΩ ∈ L̂.

La demostracíon de que∅ ∈ L̂ se sigue por un razonamiento análogo al
empleado para ver queΩ ∈ L̂, para este caso los conjuntosCn deben tomarse
µ−n -positivos.

Veamos queL̂ es cerrado bajo uniones numerables. Empecemos por de-
mostrar que lo es para uniones finitas. SeanC1, C2, . . . , Cn ∈ L̂ entonces
existen
C∗

1 , C∗
2 , . . . , C∗

n ∈ L̃f tal que

µ(Cn4C∗
n) <

ε

2n

pero,

µ

( n⋃
k=1

Ck4
n⋃

k=1

C∗
k

)
≤ µ

( n⋃
k=1

(Ck4C∗
k)

)
≤

n∑
k=1

µ(Ck4C∗
k) ≤ ε

Ya que por el Lema 4.10
n⋃

k=1

C∗
k ∈ L̃f , tenemos que

n⋃
k=1

Ck ∈ L̂. Tomemos

ahora{Cn} una sucesión enL̂ y ε > 0, para cadam seaC∗
m ∈ L̃f tal que

µ

( m⋃
n=1

Cn4C∗
m

)
< ε,

la existencia deC∗
m esta asegurada por lo que demostramos anteriormente

para uniones finitas y seaM tal que

µ

( ∞⋃
n=1

Cn −
M⋃

n=1

Cn

)
< ε.

Aśı,

µ

( ∞⋃
n=1

Cn4C∗
M

)
= µ

( ∞⋃
n=1

Cn − C∗
M

)
+ µ

(
C∗

M −
∞⋃

n=1

Cn

)

≤ µ

( ∞⋃
n=1

Cn −
M⋃

n=1

Cn

)
+ µ

( M⋃
n=1

Cn − C∗
M

)
+ µ

(
C∗

M −
∞⋃

n=1

Cn

)

< ε + µ

( M⋃
n=1

Cn − C∗
M

)
+ µ

(
C∗

M −
M⋃

n=1

Cn

)

= ε + µ

( M⋃
n=1

Cn4C∗
M

)
< 2ε.
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Por consiguiente,
∞⋃

n=1
Cn ∈ L̂.

Por último veamos quêL es cerrado bajo intersecciones numerables. De
forma ańaloga a lo hecho en elı́tem anterior para uniones finitas se puede
demostrar quêL es cerrado para intersecciones finitas. Consideremos ahora
{Cn} una sucesión enL̂ y seaε > 0, para cadam existeC∗

m ∈ L̃f tal que

µ

( m⋂
n=1

Cn4C∗
m

)
< ε,

TomemosM tal que

µ

( M⋂
n=1

Cn −
∞⋂

n=1

Cn

)
< ε.

Aśı,

µ

( ∞⋂
n=1

Cn4C∗
M

)
= µ

( ∞⋂
n=1

Cn − C∗
M

)
+ µ

(
C∗

M −
∞⋂

n=1

Cn

)

≤ µ

( M⋂
n=1

Cn − C∗
M

)
+ µ

(
C∗

M −
∞⋂

n=1

Cn

)

≤ µ

( M⋂
n=1

Cn − C∗
M

)
+ µ

(
C∗

M −
M⋂

n=1

Cn

)
+ µ

( M⋂
n=1

Cn −
∞⋂

n=1

Cn

)

< µ

( M⋂
n=1

Cn4C∗
M

)
+ ε < 2ε.

LuegoL̂ es unσ-ret́ıculo, adeḿasL̃f ⊆ L̂. Por lo tanto,Lf ⊆ L̂. Rećıprocamente
seaC ∈ L̂ y C∗

n ∈ L̃f tal que

µ(C4C∗
n) <

1
2n

.

Veamos queC = ĺım inf
n→∞

C∗
n en casi todo punto. SeaAk = C4C∗

k y Bk =
∞⋃

j=k

Aj .

Luego,

µ(Bk) ≤
∞∑

j=k

µ(Aj) <
∞∑

j=k

1
2j

=
1

2k−1
.
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SeaB =
∞⋂

k=1

Bk entoncesµ(B) = 0. Veamos ahora que

ĺım inf
n→∞

C∗
n −B = C −B.

Seaω ∈ C−B entonces existek tal que sij ≥ k, ω /∈ Aj = (C−C∗
j )∪ (C∗

j −C)
entoncesω ∈ C ∩ C∗

j para todaj ≥ k. Luegoω ∈ ĺım inf
n→∞

C∗
n y ω /∈ B. Para

ver la otra inclusíon tomemosω ∈ ĺım inf
n→∞

C∗
n − B entonces existeN ∈ N tal

queω ∈ C∗
n para todon ≥ N . Comoω /∈ B existek tal que para todaj ≥ k,

ω /∈ Aj = (C − C∗
j ) ∪ (C∗

j − C) entoncesω ∈ C. Aśı ω ∈ C − B. Por lo tanto
hemos demostrado que

C = ĺım inf
n→∞

C∗
n =

∞⋃
n=1

⋂
k≥n

C∗
k ,

puesto que para todok tenemosC∗
k ∈ L̃f ⊆ Lf entoncesC ∈ Lf . �

Tambíen se puede demostrar queA ∈ Af si y śolo si para todoε > 0 existen

conjuntosCi ∈ L̃f , Di ∈ L̃f , i = 1, 2, . . . , n tales que

µ

(
A4

n⋃
i=1

(Ci ∩Di)
)

< ε. (4.12)

Más áun, se puede suponer que los conjuntosCi ∩Di son mutuamente disjuntos.
Ahora presentamos el principal teorema de esta sección, el cual convierte el pro-
blema de hallar un mejor aproximante a una función por elementos de un conjun-
to convexo en un problema de mejor aproximación por elementos del subespacio
Lϕ(Af ).

Teorema 4.13 (F. Mazzone, H. Cuenya) Seaf ∈ Lϕ yL unσ-ret́ıculo. Entonces
son equivalentes:

a) g ∈ µ(f,L)

b) g ∈ µ(f,Af ) ∩ Lϕ(L).

Dem.Supongamosg ∈ µ(f,L) y seaa ∈ C(f).
Por Corolario 4.8,{g > a} ∈ La ⊆ Lf . Por la densidad deC(f) obtenemos queg
es una funcíonAf -medible. Veamos ahora queg es una funcíon LRN (con respecto
aAf ) de la familia{µ±a }. Es decir, que para todoA ∈ Af y a ∈ R vale que

µ+
a ({g > a} ∩A) ≥ 0 y µ+

a ({g < a} ∩A) ≤ 0. (4.13)
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Por la Observación 3.7 a) y de (4.12) es suficiente probar la desigualdad (4.13)
paraa ∈ C(f) y A = C ∩ D con C ∈ L̃f y Ω − D ∈ L̃f . ComoC ∈ L̃f

existeb ∈ C(f) tal queC ∈ Lb. Si b < a, entonces por Lema 4.10 tenemos que
{g > a} ∩ C ∈ La. Por lo tanto,

µ+
a ({g > a} ∩ C ∩D) ≥ 0.

En el caso quea ≤ b, aplicando nuevamente el Lema 4.10, tenemos que
{g > a} ∩ C ∈ Lb. Luego, por serµa una familia de medidas decrecientes

µ+
a ({g > a} ∩ C ∩D) ≥ µ+

b ({g > a} ∩ C ∩D) ≥ 0.

Aśı, el conjunto{g > a} es µa-positivo (respecto aAf ). Por otro lado, de la
Observacíon 4.9 tenemos que el conjunto{g ≥ a} ∈ La entonces,{g < a} es
µa-negativo. ComoΩ −D ∈ L̃f exister ∈ C(f) tal queΩ −D ∈ Lr. Si a ≤ r,
por Lema 4.10 tenemos que{g ≥ a} ∪ (Ω−D) ∈ La entonces,

µ+
a (({g < a} ∩D) ∩ C) ≤ 0.

Si r < a, se tiene que{g ≥ a} ∪ (Ω−D) ∈ Lr. Luego,

0 ≥ µ+
r (({g < a} ∩D) ∩ C) ≥ µ+

a (({g < a} ∩D) ∩ C).

Por consiguiente vale (4.13).
Veamos la otra implicación. Asumamosg ∈ µ(f,Af ) ∩ Lϕ(L) y seãg ∈ µ(f,L).
Usando la implicacíon demostrada arriba y del hecho queg̃ ∈ µ(f,L) se sigue que∫

Ω

ϕ(ω, f − g)dµ =
∫
Ω

ϕ(ω, f − g̃)dµ ≤
∫
Ω

ϕ(ω, f − h)dµ,

para toda funcíonh ∈ Lϕ(L). Luegog ∈ µ(f,L). �

4.2. σ-retı́culos Totalmente Ordenados

Aqúı se trataŕa de caracterizar a un mejorϕ-aproximante, en el caso particu-
lar en que elσ-ret́ıculo resulta ser totalmente ordenado. Esta hipotésis nos permi-
tirá obtener resultados muy importantes que generalizarán varios hechos ya bien
conocidos en aproximación.
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4.2σ-retı́culos Totalmente Ordenados 67

Definición 4.14 Un σ-ret́ıculo L se diŕa totalmente ordenado si cada vez que
C1, C2 ∈ L se tiene queC1 ⊆ C2 ó C2 ⊆ C1, en casi todo punto respecto a
µ.

Definición 4.15 SeaB ⊆ A unaσ-álgebra. Un conjuntoB ∈ B, con medidaµ
positiva, se llamáatomo deB si para todoC ∈ B se tiene queµ(C ∩ B) = 0
ó µ(C ∩B) = µ(B).

Definimos enB la siguiente relación de equivalencia: dos conjuntos enB seŕan
equivalentes si difieren sólo en un conjunto de medidaµ nula. Consideremos ahora,
el conjunto de todas las clases de equivalencia deátomos deB y tomemos un
representante de cada clase y llamemos aéste conjunto Atom(B), ya que estamos
bajo la suposicíon de queµ es una medida finita tenemos que el conjunto Atom(B)
es a lo sumo numerable. Por otro lado, siΩ

′ ⊆ Ω denotaremos porBΩ′ a la σ-
álgebra inducida porB enΩ

′
es decir,

BΩ′ = {B ∩ Ω
′
: B ∈ B}.

PorL′
denotamos un sub-σ-ret́ıculo deL y porA(L′

) la σ-álgebra generada por
L′

. El siguiente lema nos muestra que cuandoL es unσ-ret́ıculo totalmente or-
denado laσ-álgebraAf coincide, fuera de lośatomos deAf , con laσ-álgebra
completa generada porL.

Lema 4.16 SupongamosL unσ-ret́ıculo totalmente ordenado. ParaL′
un sub-σ-

ret́ıculo deL definimos el siguiente conjunto

Ω
′
= Ω−

⋃ {
A : A ∈ Atom(A(L′

))
}
. (4.14)

EntoncesA(L)Ω′ = A(L′
)Ω′ .

Dem.La demostracíon deéste lema esta dividida en dos pasos.

Paso 1 Veamos que para verificar la condición de atomicidad nos basta hacerlo
sólo con los elementos deL′

. Demostremos queA ∈ Atom(A(L′
)) si y śolo

si para todoC ∈ L′
se tiene queµ(C ∩A) = 0 ó µ(C ∩A) = µ(A). Que la

condicíon es necesaria es inmediata. Recı́procamente, debemos probar ahora
que para todo conjuntoB ∈ A(L′

) se tiene queµ(B ∩A) = 0
o bienµ(B ∩A) = µ(A), pero por una modificación elemental de (4.12) es
suficiente probarlo para el caso particular en queB =

⋃n
i=1(Ci ∩Di), con

Ci y Ω−Di ∈ L
′
. Entonces,

µ(B ∩A) = µ

(( n⋃
i=1

Ci ∩Di

)
∩A

)
=

n∑
i=1

µ(Ci ∩Di ∩A). (4.15)
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Observar adeḿas, que si para todoC ∈ L′
se tieneµ(C ∩A) = 0 o

µ(C ∩ A) = µ(A), entonces también vale si reemplazamosC ∈ L′
por

D ∈ L′ . Consideremos los siguientes casos:

Si µ(Ci∩A) = µ(A) y µ(Di∩A) = µ(A), para alǵun i, entoncesCi y
Di contienen en casi todo punto aA. Luego,µ(Ci ∩Di ∩A) = µ(A).

Si µ(Ci ∩ A) = 0 y µ(Di ∩ A) = µ(A) ó, µ(Ci ∩ A) = µ(A) y
µ(Di ∩A) = 0. Entoncesµ(Ci ∩Di ∩A) = 0, para cualquiera de los
dos casos.

De esta manera, hemos probado queA ∈ Atom(A(L′
)) si y śolo si para

todoC ∈ L′
se tiene queµ(C ∩A) = 0 ó µ(C ∩A) = µ(A).

Paso 2 SeaC ∈ L. Definamos

α := inf{µ(C
′
) : C

′ ∈ L′
y C ⊆ C

′}

y,
β := sup{µ(C

′
) : C

′ ∈ L′
y C

′ ⊆ C}.

Por definicíon deı́nfimo y supremo existen dos sucesiones monótonas{Cn}
y {Cn} enL′

tales queCn ⊆ C, C ⊆ Cn y µ(Cn) ↑ β , µ(Cn) ↓ α. Como
L′

es totalmente ordenado, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que{Cn} es una sucesión decreciente y que{Cn} es creciente. Pongamos,

C∗ =
⋂
n≥1

Cn y C∗ =
⋃
n≥1

Cn.

EntoncesC∗ y C∗ ∈ L
′
. Adeḿas,

µ(C∗) = ĺım
n→∞

µ(Cn) = α,

µ(C∗) = ĺım
n→∞

µ(Cn) = β

y C∗ ⊆ C ⊆ C∗. Suponagmosα 6= β. Veamos queC∗−C∗ ∈ Atom(A(L′
)).

Si C∗ − C∗ /∈ Atom(A(L′
)) entonces existirı́aC

′ ∈ L′
tal que

0 < µ(C
′ ∩ (C∗ − C∗)) < µ(C∗ − C∗).

ComoL es totalmente ordenado se sigue queC∗ ⊆ C
′ ⊆ C∗. Sin ṕerdida

de generalidad, supongamos queC ⊆ C
′
. Entonces,

µ(C
′
) = µ(C

′ ∩ (C∗ − C∗)) + µ(C∗) < µ(C∗) = α.
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Lo cual es una contradicción, puesµ(C
′
) ≥ α.

Por lo tanto,C∗−C∗ ∈ Atom(A(L′
)). Aśı, tenemos queC ∩Ω

′
= C∗∩Ω

′

y C ∩ Ω
′
= C∗ ∩ Ω

′
en casi todo punto, pues

µ(C∗ ∩ Ω
′ − C ∩ Ω

′
) ≤ µ(Ω

′ ∩ (C∗ − C)) ≤ µ(Ω
′ ∩ (C∗ − C∗)) = 0

y,

µ(C ∩ Ω
′ − C∗ ∩ Ω

′
) ≤ µ(Ω

′ ∩ (C − C∗)) ≤ µ(Ω
′ ∩ (C∗ − C∗)) = 0.

Lo cual prueba el lema. En el caso en queα = β, por serL′
totalmente ordenado

tenemos queC∗ = C = C∗ y por lo tanto, se sigue de forma inmediata que
C ∩ Ω

′
= C∗ ∩ Ω

′
y C ∩ Ω

′
= C∗ ∩ Ω

′
en casi todo punto. �

Dada una funcíonf y A un subconjunto deΩ denotamos porf|A la restriccíon
def aA es decir, sif : Ω → R entoncesf|A : A → R.

Lema 4.17 Seaf ∈ Lϕ yB una sub-σ-álgebra deA. Supongamos que para
i = 1, 2, . . . tenemosΩi ⊆ Ω una particíon numerable deΩ por conjuntosB-
medibles. Entoncesg ∈ µ(f,B) si y śolo si g|Ωi

∈ µ(f|Ωi
,BΩi) para todoı́ndice

i = 1, 2, . . ..

Dem.Supongamosg ∈ µ(f,B) entonces para todoa ∈ R y B ∈ B

µ±a ({g > a} ∩B) ≥ 0

y,
µ±a ({g < a} ∩B) ≤ 0.

Seai ∈ {1, 2, . . .} entonces,

µ±a ({g|Ωi
> a} ∩ (B ∩ Ωi)) = µ±a ({g > a} ∩B ∩ Ωi) ≥ 0.

y,
µ±a ({g|Ωi

< a} ∩ (B ∩ Ωi)) = µ±a ({g < a} ∩B ∩ Ωi) ≤ 0.

Por lo tantog|Ωi
∈ µ(f|Ωi

,BΩi) para todoi ∈ N. El hecho de que cada función
g|Ωi

esBΩi-medible se desprende del hecho que para todo núemro reala

{g|Ωi
> a} = {g > a} ∩ Ωi
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Para ver la otra implicación supongamos que para cadai ∈ N, g|Ωi
∈ µ(f|Ωi

,BΩi)
y tomemosa ∈ R y B ∈ B. Del hecho queΩi forman una particíon deΩ se sigue
que

µ±a ({g > a} ∩B) = µ±a

( ⋃
i≥1

(
{g > a} ∩B ∩ Ωi

))
=

∑
i≥1

µ±a

(
{g|Ωi

> a} ∩B ∩ Ωi

)
≥ 0.

y ańalogamente se tiene
µ±a ({g < a} ∩B) ≤ 0.

Además, de la igualdad

{g > a} =
⋃
i≥1

{
g|Ωi

> a

}
,

se sigue queg esB-medible. �

Presentamos ahora uno de los principales resultados que aparece en esta mono-
graf́ıa, el cual nos d́a una caracterización más abstracta y general del mejorϕ-
aproximante, en el sentido, que unifica y extiende resultados ya conocidos en la
teoŕıa de aproximación.

Teorema 4.18 (F. Mazzone, H. Cuenya) Seaf ∈ Lϕ y seaΩ
′
como lo definimos

en(4.14)conL′
= Lf . Entonces,g ∈ µ(f,L) si y śolo si

a) g ∈ Lϕ(L)

b) g es constante en cada conjuntoA ∈ Atom(Af ). Adeḿas,g|A es un mejor
ϕ-aproximante constante af|A en cada conjuntoA ∈ Atom(Af ).

c) g|Ωi
∈ µ(f|Ωi

,A(L)Ωi).

Dem.Tomemos en primer lugar,g ∈ µ(f,L) claramente vale a). SeaA ∈ Atom(Af ),
del Corolario 4.8 tenemos que{g > a} ∈ La ⊆ Af para todoa ∈ C(f). Sea,

a∗ = sup{a : µ({g > a} ∩A) = µ(A)} =: sup M,

a∗ esta bien definido, pues−∞ ∈ M y M est́a acotado superiormente por+∞.
Veamos queg ≡ a∗ en casi todo punto deA. Si tomamosα > a∗ se tiene que
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µ({g > α} ∩ A) = 0, lo cual nos está diciendo que{g ≤ a∗} en casi todoA.
Además, si existieraa < a∗ para el cualµ({g > a} ∩ A) = 0, enonces tomando
a < b ≤ a∗ tenemos

µ({g > b} ∩A) ≤ µ({g > a} ∩A) = 0,

lo que contradice la definición dea∗. Por lo tanto,µ({g > a} ∩ A) = µ(A) para
todoa menor quea∗. Aśı g ≡ a∗ en casi todo punto deA. La otra parte de b) se
sigue del Lema 4.17 y del hecho queL ⊆ Af . Para ver c) basta usar el Lema 4.17
y el Lema 4.16 teniendo en cuenta que comoL′

= Lf entoncesA(L′
) = Af .

La otra implicacíon sale pues, de a) tenemos queg ∈ Lϕ(L); por c) y Lema 4.16
se sigue queg es una mejorϕ-aproximante af deAf en Ω

′
por consiguiente,

usando b) y Lema 4.17 se tiene queg ∈ µ(f,L). Lo que finaliza la demostración
del teorema. �

Corolario 4.19 SeaΩ = [0, 1] y g ∈ µ(f,L1), siendoL1 el σ-ret́ıculo est́andar
definido en el Ejemplo 2.2. Entonces existe un conjunto abiertoV , tal queg es
constante en cada componente conexa deV y g = f en [0, 1] − V en casi todo
punto respecto aµ.

Este corolario que obtenemos por aplicación del Teorema 4.18, no es más que
el resultado ya conocido en la teorı́a de aproximación, para el cono de funciones no
decrecientes del[0, 1]: una funcíon no decrecienteg, es un mejorϕ aproximante a
f por funciones no decrecientes si y sólo sig es el mejorϕ-aproximante constante
en cadáatomo deAf y fuera de lośatomosg coincide conf (ver [10], [11]).
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