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∑
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[B̂∗.W ](s) = max
a

(
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∑
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t 75>@=B =5H P @ L9<;>H745 u Du =H @> 89K57H745 8= @ L75W;=5I= ? 4589:9= É9<;>H745 u DéÆÊ 54;6 ? =:v
B =HH=5H 8= I45I@;:= Q

∂E
(0)
app

∂Eint(ŝ)
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P @=6
I>:>IH9:76H7<;=6 8= @ L75W;=5I= ? 4589:9= É9<;>H745 u DéË ?>R= Ëy Ê 54;6 ? =:B =HH=5H 8= 87:= Q

pπ̂∗
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(
n∑

i=1

min
1≤j≤m

EMi
app (Ŝj)
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­QY^ [QUUZ\®Q\^ ONP hQPU NSW^ZP SZ^ \QVWQ\^ ]Z �U Q]YSZ^� ZV ]Z �U Q]YSZ SZ OSY^ [QUO TVZ\VO QYP Y\Z Vq[dZ ]Q\\TZ� b ¯\^YWVZ \QY^ OPT^Z\VQ\^ SZ OPQRSfU Z ]Z S _NYVQcQPgN\W^NVWQ\ U Q]YSNWPZ[QUUZ Y\ [N^ ONPVW[YSWZP ]Z [NVTgQPW^NVWQ\ ONP \QjNYk b ¯\s\ e \QY^ U Q\VPQ\^ [QUUZ\V YVWSW^ZPSN U TVdQ]Z N]NOVNVWiZ ]Z^ \YTZ^ ]j\NU WXYZ^ O QYP VPQYiZP Y\Z QPgN\W^NVWQ\ U Q]YSNWPZ N]TXYNVZ b
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M _W\VTP�V ] _NiQWP Y\Z NOOPQ [dZ U Q]YSNWPZ VWZ\V p S _djO QVdf^Z XY _WS OYW^^Z j NiQWP OSY^WZYP^Vq[dZ^ p PT^QY]PZ b oZSN PZiWZ\V p [Q\^W]TPZP XY _WS j N
n

r�Ã (Mi = 〈S,A, Ti, Ri〉)(1≤i≤n)
bÄUOSW[WVZU Z\V e \QY^ iZ\Q\^ ]Z [Q\^W]TPZP XYZ [Z^ r�Ã ^Q\V ]Ts\W^ ^YP SZ U �U Z Z^ON[Z ] _TVNV^

S
ZV ^YP SZ U �U Z Z\^ZURSZ ] _N[VWQ\^

A
b oZ[W \ _Z^V ON^ Y\Z SWU WVNVWQ\ U NW^ ^WUOSZU Z\V Y\Z[QUUQ]WVT ]Z \QVNVWQ\ b }W SZ^

n
r�Ã TVNWZ\V ]Ts\W^ ^YP ]Z^ Z^ON[Z^ ]WzTPZ\V^

(Si, Ai)
e Q\O QYPPNWV [Q\^W]TPZP XY _WS^ ^Q\V NSQP^ WUOSW[WVZU Z\V ]Ts\W^ ]N\^

S = S1×..×Sn
ZV

A = A1×..×An
b

Å 2 0Æ¾2/ Ç .È¼»01¿¾
­QY^ NiQ\^ iY ]N\^ SN ONPVWZ OPT[T]Z\VZ SZ PÉSZ [Z\VPNS XYZ O QYiNWV OPZ\]PZ SN PZOPT^Z\VNVWQ\^WUOSWsTZ ] _Y\ OPQRSfU Z ] _` ma e [ _Z^Vcpc]WPZ ] _Y\Z U N\WfPZ OSY^ OPT[W^Z ^N PZOPT^Z\VNVWQ\ NgPTgTZ b­QY^ NSSQ\^ ONP [Q\^TXYZ\V [Q\^W]TPZP XY _Y\ U Q]YSZ Z^V Y\Z NgPTgNVWQ\ ONPVW[YSWfPZ ]Z S _Z^ON[Z] _TVNV^ b MZ^

m
UQ]YSZ^ XYW [Q\^VWVYZ\V S _NgZ\V ^Q\V ]Q\[ W]Z\VWsT^ p ]Z^ NgPTgNVWQ\^ n

(Ŝ1, .., Ŝm)

Ê¾ Ç .È¼»¾ »¾ Ë »¼½ Á.ÇËÌ/¾2/
oQ\^W]TPQ\^ S _Y\Z ]Z^ Vq[dZ^ p PT^QY]PZ e [ _Z^Vcpc]WPZ S _Y\ ]Z^ r�Ã Mi

b Í\ O ZYV [Q\^VPYWPZSZ^
m

r�Ã (M̂1, ..,M̂m)
NOOPQk WU NVWh^ ]T]YWV^ p ONPVWP ]Z^

m
NgPTgNVWQ\^ b ¯\ ZzZV e WS ^Yl V] _Z^VWU ZP SZYP^

m
hQ\[VWQ\^ ]Z PT[QUOZ\^Z^ ZV ]Z VPN\^WVWQ\^ b MN ONPVWZ OPT[T]Z\VZ \QY^ N TgNSZcU Z\V U Q\VPT XYZ \QY^ O QYiWQ\^ Z^VWU ZP S _ZPPZYP ] _NOOPQk WU NVWQ\ XYZ [dN[Y\ ] _ZYk [QUUZV Z\VN\V XY _NOOPQk WU NVWQ\ ]Z Mi

b MZ r�Ã NOOPQ[dT M̂∗
k(i)

XYW Z^V U ZWSSZYP XYZ VQY^ SZ^ NYVPZ^ Z^VVZS XYZ n
k(i) = arg min

1≤j≤m
EMi

app (Ŝ∗
j )

M _ZPPZYP ] _NOOPQkWU NVWQ\ XYZ ^Q\ NgPTgNVWQ\ WUOSWXYZ Z^V Z\ ZzZV SN OSY^ O ZVWVZ b oZVVZ SQW \QY^O ZPU ZV ]Q\[ ]Z ]T^Wg\ZP ^N\^ NURWgYWVT SZ U Q]YSZ
k(i)

XYW Z^V SZ OSY^ [QUO TVZ\V O QYP SN Vq[dZ
i
b

Å 2 Á¿ 1/Î¿¾ È¾ Á.Ï/ Ë.¼¿ ÌÐ0 »¼¾¿ » Ñ.¿Æ021½0/1.2 Ç .È¼»01¿¾
Í\ O ZYV ]Ts\WP

m
UQ]YSZ^ e [ _Z^Vcpc]WPZ

m
NgPTgNVWQ\^ ]Z S _Z^ON[Z ] _TVNV^ ]Z \QURPZY^Z^U N\WfPZ^ b MQP^XY _Q\ N [Z^

m
UQ]YSZ^ e Q\ O ZYV Z^VWU ZP S _ZPPZYP

E(Ŝ1, .., Ŝm)
XY _WS^ [QUU ZVVZ\VgSQRNSZU Z\V O QYP PT^QY]PZ SZ^

n
Vq[dZ^ n

E(Ŝ1, .., Ŝm) =

n∑

i=1

EMi
app (Ŝk(i)) =

n∑

i=1

min
1≤j≤m

EMi
app (Ŝj)
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oZVVZ TXYNVWQ\ O ZPU ZV ]Q\[ ] _TiNSYZP \YU TPWXYZU Z\V S _QPgN\W^NVWQ\ ]Z^ U Q]YSZ^ b {\Z R Q\\Z QPcgN\W^NVWQ\ Z\ U Q]YSZ^ ^O T[WNSW^T^ Z^V ]Q\[ Y\Z QPgN\W^NVWQ\ XYW U W\WU W^Z [Z [Q×V b MZ OPQRSfU Z ]ZS _NYVQcQPgN\W^NVWQ\ [Q\^W^VZ ONP [Q\^TXYZ\V p [dZP[dZP SZ^

m
NgPTgNVWQ\^

(Ŝ∗
1 , .., Ŝ∗

m)
XYW iTPWsZ\V n

(Ŝ∗
1 , .., Ŝ∗

m) = arg min
(Ŝ1,..,Ŝm)

E(Ŝ1, .., Ŝm) = arg min
(Ŝ1,..,Ŝm)

(
n∑

i=1

min
1≤j≤m

EMi
app (Ŝj)

) ~� b��

° ±²±Ø ÙÚ·¸Û¸ÜÝÞµ¶¹Þ·¶¸µ ß ¸àÚáÞ¶Üâ â· ãÞ·´Ý¸Ü¶¹Þ·¶¸µ
­QY^ NSSQ\^ p OPT^Z\V U Q\VPZP XYZ SZ OPQRSfU Z XYZ \QY^ iZ\Q\^ ]Z O Q^ZP Z^V Y\ OPQRSfU Z]Z [NVTgQPW^NVWQ\ ONP \QjNYk b MN [NVTgQPW^NVWQ\ ONP \QjNYk PZXYWZPV ]Z ]Ts\WP S _Z^ON[Z ]Z^ x�wäw �y� e S _y��v�y xy uy� u�� yw�v���w ]N\^ SZXYZS Q\ VPQYiZ SZ^ \QjNYk e ZV Y\Z U Z^YPZ ]Z PZOPT^Z\VNVWciWVTm]W^VN\[Z Z\VPZ VQYV \QjNY ZV VQYVZ ]Q\\TZ n
å M _Z^ON[Z ]Z^ x�ww�y� p [NVTgQPW^ZP Z^V S _Z\^ZURSZ ]Z^ r�Ã ]Ts\W^ ^YP S _Z^ON[Z ] _TVNV^

S
bMZ [QPOY^ ]Z^ ]Q\\TZ^ p [NVTgQPW^ZP Z^V S _Z\^ZURSZ ]Z^ r�Ã (M = 〈S,A, Ti, Ri〉)(1≤i≤n)O QYP SZ^XYZS^ Q\ [dZP[dZ ]Z^ O QSWVWXYZ^ QOVWU NSZ^ b

å M _y��v�y xy uy� u�� yw�v���w ]Z^ \QjNYk Z^V S _Z\^ZURSZ ]Z VQYVZ^ SZ^ NgPTgNVWQ\^ O Q^^WR SZ^ ]ZS _Z^ON[Z ] _TVNV^ b {\ \QjNY Z^V ]Q\[ W[W ^j\Q\jU Z ]Z U Q]YSZ b
å æW\NSZU Z\V e SN U Z^YPZ ]Z PZOPT^Z\VNVWiWVTm]W^VN\[Z Z\VPZ Y\Z x�ww�y ZV Y\ w�çv�e [ _Z^Vcpc]WPZ Z\VPZ Y\ r�Ã M ZV Y\Z NgPTgNVWQ\ ]Z ^Q\ Z^ON[Z ] _TVNV^ e Z^V S _ZPPZYP ] _NOOPQk WU NVWQ\W\]YWVZ ONP S _NgPTgNVWQ\ n

d(M, Ŝ) = EM
app(Ŝ)

MZ OPQRSfU Z hQPU NSW^T ONP S _TXYNVWQ\ � b� [QPPZ^O Q\] NSQP^ ZkN[VZU Z\V p SN U W\WU W^NVWQ\ ]ZSN ]W^VQPVWQ\ ~[h b TXYNVWQ\ � bè� ]N\^ SZ OPQRSfU Z ]Z [NVTgQPW^NVWQ\ XYZ \QY^ iZ\Q\^ ]Z ]T[PWPZ b
° ±²±é Ùêêá¶ãÞ·¶¸µ àâ¹ µÚ´â¹ àëµÞß ¶ìÚâ¹ ÞàÞê·Þ·¶íâ¹

rQYP PTO Q\]PZ OPNVWXYZU Z\V p [Z OPQRSfU Z ]Z [NVTgQPW^NVWQ\ ONP \QjNYk e \QY^ YVWSW^Q\^ SNiZP^WQ\ N]NOVNVWiZ ]Z S _NSgQPWVdU Z ]Z^ \YTZ^ ]j\NU WXYZ^ b `s\ ] _YVWSW^ZP [ZV NSgQPWVdU Z e \QY^NiQ\^ R Z^QW\ ] _Y\ OPQ[Z^^Y^ XYW O ZPU ZVVZ ] _N]NOVZP Y\ \QjNY OQYP hNWPZ ]WU W\YZP SN ]W^VN\[Z
d(M, Ŝ)

XYW SZ ^TONPZ ] _Y\Z ]Q\\TZ b `YVPZU Z\V ]WV e \QY^ NiQ\^ R Z^QW\ ] _Y\ OPQ[T]T O QYP hNWPZTiQSYZP Y\Z NgPTgNVWQ\ ]Z S _Z^ON[Z ] _TVNV^ ]Z ^QPVZ p ]WU W\YZP S _ZPPZYP ] _NOOPQk WU NVWQ\ b oZ OPQc[Z^^Y^ Z^V ZkN[VZU Z\V SZ OPQ [Z^^Y^ ] _NOOPZ\VW^^NgZ ]Z PZOPT^Z\VNVWQ\ XYZ \QY^ NiQ\^ OPT^Z\VT]N\^ SN ONPVWZ OPT[T]Z\VZ bM _NSgQPWVdU Z � b� U Q\VPZ [Q\[PfVZU Z\V [Z XYZ ]ZiWZ\V S _NSgQPWVdU Z ]Z^ \YTZ^ ]j\NU WXYZ^SQP^XY _Q\ S _N]NOVZ NY [N]PZ ]Z \QVPZ OPQRSTU NVWXYZ ] _NYVQcQPgN\W^NVWQ\ b
� T[PWiQ\^ SZ OPQ [Z^^Y^ ] _NYVQcQPgN\W^NVWQ\ ] _Y\Z U N\WfPZ ^[dTU NVWXYZ b Í\ OPT^Z\VZ S _Y\ ]Z^

nOPQRSfU Z^ p PT^QY]PZ b `OO ZSQ\^cSZM b odNXYZ U Q]YSZ Z^VWU Z ^Z^ ONPNU fVPZ^ ZV Z\ ]T]YWV S _ZPPZYPXY _WS [QUU ZV Z\ NOOPQkWU N\V M b {\Z [QUO TVWVWQ\ Z\VPZ SZ^ U Q]YSZ^ ^ _Z\^YWV n SZ U Q]YSZ XYWhNWV SN OSY^ O ZVWVZ ZPPZYP ] _NOOPQkWU NVWQ\ Z^V ]T^Wg\T [QUUZ iNW\XYZYP b Í\ N]NOVZ S _NgPTgNVWQ\[NPN[VTPW^VWXYZ ]Y U Q]YSZ ]Z ^QPVZ XY _WS ]Q\\Z SN OPQ [dNW\Z hQW^ Y\Z ZPPZYP ] _NOOPQk WU NVWQ\U QW\]PZ b ¯V Q\ PZ[QUUZ\[Z NiZ[ Y\ NYVPZ ]Z^
n

OPQRSfU Z^ bÄS Z^V WUO QPVN\V ]Z \QVZP XYZ SN R QY[SZ [Z\VPNSZ Ë.¼¿ ]Z [ZV NSgQPWVdU Z Z^V O QVZ\VWZSSZU Z\VONPNSSfSZ n S _Z^VWU NVWQ\ ]Z^ ONPNU fVPZ^ ]Z^
m

NOOPQk WU NVWQ\^ O ZYV ^Z hNWPZ Z\ ONPNSSfSZ p S _NW]Z ]Z^U �U Z^ T[dN\VWSSQ\^ ]Y iPNW U Q]fSZ M ZV SZ^ [NS[YS^ ] _ZPPZYP ] _NOOPQk WU NVWQ\ ^Q\V W\]TO Z\]N\V^]ZYk p ]ZYk b



��è ��v� ��uy �� � �v���ä�ut vw��v���w � �x��v�uy �� �v �v��t �u��v���w xy ���
î »Æ.¿ 1/ÂÇ¾ ï ðñ ` SgQPWVdU Z ] _NYVQcQPgN\W^NVWQ\ U Q]YSNWPZ
�b Ä\ WVWNSW^NVWQ\

}QWV
(Ŝ1, .., Ŝm)

]Z^ NgPTgNVWQ\^ XYZS[Q\XYZ^ ]Z
S

b
� b ÄVTPNVWQ\^

¿ÌË Ì/¾¿
}QWV M [dQW^W NSTNVQWPZU Z\V ]N\^ {M1, ..,Mn}Ë.¼¿ /.¼/

j
iNPWN\V ]Z

1
p

m ò01¿¾
{VWSW^ZP ]Z^ T[dN\VWSSQ\^ ]Y r�Ã M O QYP Z^VWU ZP SZ^ ONPNU fVPZ^

R̂j
ZV

T̂j
e
∆Rj

ZV
∆T j]Y r�Ã NOOPQk WU NVWh ]Ts\W ONP S _NgPTgNVWQ\

Ŝj¯\ ]T]YWPZ S _ZPPZYP ] _NOOPQk WU NVWQ\
EM

app(Ŝj)
~[h b ^Z[VWQ\ ó b��

ô2 Ë.¼¿
j∗ ← arg minj EM

app(Ŝj)ÃZVVPZ p | QYP S _NgPTgNVWQ\
Ŝj∗

]Z ^QPVZ p ]WU W\YZP S _ZPPZYP ] _NOOPQkWU NVWQ\
EM

app(Ŝj∗)
~[h b^Z[VWQ\ ó bó ZV [dNOWVPZ õ �

ö ¼½÷¼ Ñø [Q\]WVWQ\ ] _NPP�V

� �ù ú û© ü ¦ý© ©û þ ¢ÿ¥© ©�� ¨¥¦ü ©û§¤£©

­QY^ OPQO Q^Q\^ ] _WSSY^VPZP SZ O QVZ\VWZS ]Z S _NSgQPWVdU Z XYZ \QY^ iZ\Q\^ ]Z OPT^Z\VZP ^YP Y\OPQRSfU Z ]Z [Q\VPÉSZ ^WUOSZ b MZ OPQRSfU Z XYZ \QY^ [Q\^W]TPQ\^ Z^V Y\Z iNPWNVWQ\ ]Y OPQRSfU Z]Z \NiWgNVWQ\ [Q\VW\YZ XYZ \QY^ NiQ\^ [Q\^W]TPT ]N\^ SN ONPVWZ OPT[T]Z\VZ ~ONgZ �Ö� b ­QY^[Q\^W]TPQ\^ [ZVVZ hQW^c[W
6

Vq[dZ^ ZV U Q\VPQ\^ [QUUZ\V \QY^ O QYiQ\^ [NS[YSZP
3

UQ]YSZ^ QYNgPTgNVWQ\^ ]Z S _Z^ON[Z ] _TVNV^ XYW O ZPU ZVVZ\V ] _j PTO Q\]PZ Zl [N[ZU Z\V b

° ±Ø ±² ³â¹ãÜ¶ê·¶¸µ àâ á �â�âß êáâ ·ÜÞ¶·´
oQUUZ OPT[T]ZUUZ\V e Y\ NgZ\V ]Z VjO Z PQR QV O ZYV ^Z ]TOSN[ZP ]N\^ Y\ Z\iWPQ\\ZU Z\V XYW[QUO QPVZ ]ZYk OWf[Z^ ZV ]ZYk [QYSQWP^ b MZ U QYiZU Z\V ]Z [ZV NgZ\V Z^V STgfPZU Z\V RPYWVT b ­QY^NSSQ\^ ]Ts\WP

6
r�Ã OQYP ]T[PWPZ ^Wk Vq[dZ^ ]WzTPZ\VZ^ NYkXYZSSZ^ [ZV NgZ\V Z^V [Q\hPQ\VT b � N\^S _ZkZUOSZ XYZ \QY^ ]Q\\Q\^ e SZ^

6
OPQRSfU Z^ p PT^QY]PZ ONPVNgZ\V SN U �U Z hQ\[VWQ\ ]Z VPN\^WVWQ\

T
b }ZYSZ SN hQ\[VWQ\ ]Z PT[QUO Z\^Z ZV SZ^ [Q\]WVWQ\^ W\ WVWNSZ^ iNPWZ\V b

aNOO ZSQ\^ XYZSXYZ^ [NPN[VTPW^VWXYZ^ ]Z [Z OPQRSfU Z ]Z \NiWgNVWQ\ b M _Z^ON[Z ] _TVNV^
S

Z^VS _Z\^ZURSZ ]Z^ O Q^WVWQ\^ ]N\^ S _Z\iWPQ\\ZU Z\V
s = (x, y)

NiZ[
0 ≤ x ≤ 10

ZV
0 ≤ y ≤ 10 b MZ^N[VWQ\^ ^Q\V ]Z^ U QYiZU Z\V^ ] _NUOSWVY]Z

0.1
]N\^

8
]WPZ[VWQ\^ [NP]W\NSZ^ OSY^ S _N[VWQ\ �\Z ON^R QYgZP� b odNXYZ ]TOSN[ZU Z\V Z^V STgfPZU Z\V RPYWVT ~RPYWV ] _NUOSWVY]Z

0.03
� b MN ]j\NU WXYZ Z^VW]Z\VWXYZ p [ZSSZ XYZ \QY^ NiQ\^ OPT^Z\VTZ ]N\^ SN ONPVWZ OPT[T]Z\VZ ~ONgZ ��� b

� N\^ [ZV Z^ON[Z ] _TVNV^ e Q\ ]Ts\WV
6 �Q\Z^ ONPVW[YSWfPZ^ XYZ S _Q\ \YU TPQVZ ]Z

1
p

6
~iQWPsgYPZ � b�� b MZ^

6
Vq[dZ^ ]Z S _NgZ\V e ]Ts\WZ^ ONP

6
r�Ã e ^Q\V ] _NSSZP ] _Y\Z �Q\Z p Y\Z NYVPZ b MZVNRSZNY [Wc]Z^^QY^ SZ^ OPT[W^Z n
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1
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 � � b�n ������������� �� ���� ��� � �� ����������  ������� �����!��" � ��#$ % &'() *+, +(-./
01((+2+(, 3 (14) '-1() 5.),.(647 6 81(+) 94 . *100+):1(5+(, *;'*4(+ < 4( 1=> +*,.? +, < 4(+ :1).,.1( .(,.'@+:'0,.*4 @.+0) A

rPQRSfU Z oQ\]WVWQ\ W\WVWNSZ ÍR| Z[VWh
M1

[Z\VPZ ]Z SN �Q\Z
2

NVVZW\]PZ SN �Q\Z
1

M2
[Z\VPZ ]Z SN �Q\Z

3
NVVZW\]PZ SN �Q\Z

2
M3

[Z\VPZ ]Z SN �Q\Z
4

NVVZW\]PZ SN �Q\Z
3

M4
[Z\VPZ ]Z SN �Q\Z

5
NVVZW\]PZ SN �Q\Z

4
M5

[Z\VPZ ]Z SN �Q\Z
6

NVVZW\]PZ SN �Q\Z
5

M6
[Z\VPZ ]Z SN �Q\Z

1
NVVZW\]PZ SN �Q\Z

6

rQYP hQPU NSW^ZP SZ^ QR| Z[VWh^ e \QY^ YVWSW^Q\^ [QUUZ ] _dNRWVY]Z SN hQ\[VWQ\ PT[QUOZ\^Z b MNhQ\[VWQ\ PT[QUO Z\^Z ]Y
ieme r�Ã iNYV

0
ONPVQYV ^NYh ]N\^ SN �Q\Z

i
QY ZSSZ iNYV

1 b ­QY^]Q\\Q\^ e [QUU Z ]N\^ SZ^ U Q]fSZ^ OPT[T]Z\V^ e Y\Z PT[QUOZ\^Z \TgNVWiZ −1
SQP^XYZ ^Z^ N[VWQ\^S _NU f\Z\V p ^Z [Qg\ZP [Q\VPZ Y\ UYP b­QY^ NiQ\^ ZkO TPWU Z\VT SZ OPQRSfU Z ] _NYVQcQPgN\W^NVWQ\ NiZ[ SZ^ ONPNU fVPZ^ ^YWiN\V^ n \QY^NSSQ\^ NOOPQk WU ZP SZ^

6
OPQRSfU Z^ ]Ts\W^ [Wc]Z^^Y^ p S _NW]Z ]Z

3
NOOPQkWU NVWQ\^ ONP NgPTgNVWQ\^

(Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3)
XYW ]W^[PTVW^Z\V [dN[Y\Z S _Z^ON[Z ] _TVNV^

S
Z\

64
UN[PQcTVNV^ b ­QY^ OPQO Q^Q\^ ]Q\[]Z [NS[YSZP

3
UQ]YSZ^ O QYP PT^QY]PZ SZ^

6
r�Ã XYZ \QY^ iZ\Q\^ ]Z ]T[PWPZ b

° ±Ø ±Ø B ´¹Úá·Þ·¹ àâ áÞ ãáÞ¹¹¶CãÞ·¶¸µ
­QY^ NiQ\^ YVWSW^T S _NSgQPWVdU Z ] _NYVQcQPgN\W^NVWQ\ � b�b ` [dNXYZ WVTPNVWQ\ e O QYP U ZVVPZ p| QYP S _NgPTgNVWQ\ ]Z S _NOOPQkWU NVWQ\ XYW gNg\Z SN [QUOTVWVWQ\ e \QY^ NiQ\^ YVWSW^T SZ OPQ[T]T]� _NOOPZ\VW^^NgZ� ]T[PWV NY [dNOWVPZ õ [Q\| QW\VZU Z\V NiZ[ S _dZYPW^VWXYZ XYW ^ _Z^V NiTPTZ SN OSY^O ZPhQPU N\VZ n

h3
b­ QY^ NiQ\^ U Z^YPT p S _NW]Z ]Z ^WUYSNVWQ\^ S _TiQSYVWQ\ ]Z^ O ZPhQPU N\[Z^ ]Y ^j^VfU Z O QYP[dN[Y\Z ]Z^

6
Vq[dZ^ O Z\]N\V SZ OPQ[Z^^Y^ ] _NYVQcQPgN\W^NVWQ\ b � Z U �U Z e \QY^ NiQ\^ Z\PZgW^VPTSN PTONPVWVWQ\ ]Z^

6
r�Ã ^YP SZ^

3
\QjNYk mU Q]YSZ^ b oZ^ PT^YSVNV^ ^Q\V WSSY^VPT^ p SN sgYPZ � b� brPZU WfPZU Z\V e Q\ QR^ZPiZ ^YP SZ gPNOdWXYZ ]Z gNY[dZ XYZ SZ^ O ZPhQPU N\[Z^ O QYP [dN[Y\ ]Z^

n
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��
 � � b� n ��������� �� ��  ��$$�E ����� ��$
6

�F G�$ ���
3

��H��I % J 6'4*;+ (14) '-1() ,0'*7 @+( .-+'4 5+) :+0?12 '(*+) :140 @+)
6
,K*;+) A J 501.,+ L (14) 21(,01() @ M7-1@4,.1( 5+ @' *@')).N*',.1(

r�Ã VZ\] p NYgU Z\VZP NY [QYP^ ]Y OPQ [Z^^Y^ b ÄS Z\ iN SQgWXYZU Z\V ]Z U �U Z O QYP SN O ZPhQPU N\[ZU QjZ\\Z b MZ gPNOdWXYZ ]Z ]PQWVZ \QY^ U Q\VPZ S _TiQSYVWQ\ ]Z SN PTONPVWVWQ\ ]Z^
6

OPQRSfU Z^ ^YPSZ^
3

\QjNYk b oZVVZ PTONPVWVWQ\ TiQSYZ ^Wg\Ws[NVWiZU Z\V ]YPN\V SZ^
30

OPZU WfPZ^ WVTPNVWQ\^ OYW^ZSSZ ^Z ^VNRWSW^Z b `Y s\NS e SZ ^j^VfU Z [Q\iZPgZ iZP^ VPQW^ [SN^^Z^ PN^^ZURSN\V [dN[Y\Z ]ZYk ]Z^r�Ã p PT^QY]PZ b oZ^ [SN^^Z^ ^Q\V
C1 = {M2,M3}

e
C2 = {M4,M5}

ZV
C3 = {M1,M6}MN sgYPZ � bó ]Q\\Z Y\Z iW^WQ\ ]YNSZ ]Z [ZVVZ [SN^^Ws[NVWQ\ b ¯ SSZ PZOPT^Z\VZ SZ^ NgPTgNVWQ\^

��
 � � bó n O���P$��������$ �������$ ����$  ��$$�E ����� ��
6

�F G�$ ��
3

������$ % &+ 6'4*;+< 501.,+ 3 *+) 0+:07)+(,',.1() )+ )1(, 0+): +*,.-+2 +(, ): 7*.'@.)7+) )40 @+)
3

*14:@+) 5+ ,K*;+) {M2,M3} 3
{M4,M5} +, {M1,M6} A
[QPPZ^O Q\]N\V p [dN[Y\Z ]Z^ VPQW^ [SN^^Z^ b ÄS Z^V hN[WSZ ]Z hNWPZ iW^YZSSZU Z\V SZ SWZ\ Z\VPZ Y\ZPZOPT^Z\VNVWQ\ ZV SZ^ OPQRSfU Z^ NYkXYZS^ ZSSZ PTO Q\] Zl [N[ZU Z\V n Q\ iQWV XYZ SN PZOPT^Z\VNVWQ\XYW Z^V N]NOVTZ p Y\Z Vq[dZ PZOPT^Z\VZ OPT[W^TU Z\V ^N �Q\Z RYV b
° ±Ø ±é Q¸ß ß âµ·Þ¶Üâ¹
Å 2 ¾R¾ÇË»¾ È Ñ¼/1»1½0/1.2 È¾½ Ç .È¼»¾½

}YOOQ^Q\^ XYZ S _NgZ\V iZYWSSZ ^YWiPZ SZ ONP[QYP^
6→ 5→ 4... b rQYP PZ\]PZ ^WUOSZ S _WSSY^VPNVWQ\XYW ^YWV e \QY^ NSSQ\^ ^YOO Q^ZP XYZ SN hQ\[VWQ\ ]Z VPN\^WVWQ\ Z^V NOOPW^Z Y\Z hQW^ O QYP VQYVZ^



��� � �wy � ��y yw ���uy y	� �u�� yw�v�y �ó �
ONP [dN[Y\ ]Z^ U Q]YSZ^ ZV XYZ SN hQ\[VWQ\ PT[QUOZ\^Z Z^V ]WPZ[VZU Z\V N[[Z^^WR SZ p S _NgZ\V bÄ\ WVWNSZU Z\V e S _NgZ\V ^Z VPQYiZ NY [Z\VPZ ]Z SN �Q\Z

6 b }Q\ OPZU WZP QR| Z[VWh Z^V ] _NVVZW\]PZ SN
�Q\Z

5 b ÄS U ZV Z\ [QUO TVWVWQ\ ^Z^ VPQW^ U Q]YSZ^ ZV e ] _NOPf^ SZ^ PT^YSVNV^ XYZ \QY^ NiQ\^ QRVZ\Y^O QYP SN [SN^^Ws[NVWQ\ e [ _Z^V SZ U Q]YSZ [QPPZ^O Q\]N\V p SN [SN^^Z
C2 = {M4,M5}

XYW hZPN SN OSY^O ZVWVZ ZPPZYP ] _NOOPQkWU NVWQ\ b o _Z^V ONP [Q\^TXYZ\V [Z U Q]YSZ XYW iN ^Z [dNPgZP ]Y ]TOSN[ZU Z\V bM _NgZ\V Z^V p OPT^Z\V NY [Z\VPZ ]Z SN �Q\Z
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Ù ±²±²  µ¸µã´
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}��� �� r�Ã M = 〈S,A, T,R〉 ��� ���� ��� ����� �� i��� � ��f�� b }��� �� ���k �f�� r�Ã
M̂ = 〈S,A, T̂ , R̂〉 ��� �����k �� � �� r�Ã M b }���

B∗ � ��� ������� �� W���� �� ���� �� �uv� ���f�� br��� ����� h�������
W : S → Äa e

B∗.W
��� ��� ���i���� h������� ��

S → Äa ��� ��� ����� ��� n

[B∗.W ](s) = max
a

(
R(s, a) + γ.

∑

s′

T (s, a, s′).W (s′)

)

� � h�®�� �����g�� e ����
B̂∗ � ��� ������� �� W���� �� ���� �� � ��f�� ������d� n

[B̂∗.W ](s) = max
a

(
R̂(s, a) + γ.

∑

s′

T̂ (s, a, s′).W (s′)

)

­ ����� ���� ����i�� ���
V π∗ ��

V̂ π̂∗ ��� h�������� �� i����� ����� ��� �� i��� � ��f�� M �� ��
� ��f�� ����� �d� M̂ b r�� ��s������ e ��� h�������� ���� ��� ������� � ����� sk�� ��� �� ��������
��� ���� i����� �� ��s��� n

B∗.V π∗

= V π∗ ��
B̂∗.V̂ π̂∗

= V̂ π̂∗ b� ������� ������� �� �� � ���� ��� � ������������ �� ���f�� ������d� ��� ��s��� ��� n
¥ Ìô21£ 1¢2 ññ ¦§ ¿¿¾¼¿ È Ñ¤ËË¿¢R 1Ç ¤£ 1¢2 »¢ Á¤ »¾ ¨� �yuuy�u x �v�� u�	 �� v���w ���v�y y�� �v x�© �uyw�y yw�uy �v t �w����w xy �v�y�u �� ��� v�y v�� u��� �yy� �v �uv�y t �w����w xy �v�y�u �� ��� v�y ª

Eapp(s) = |V π∗

(s)− V̂ π̂∗

(s)|
� ������� � ������� ������� �� ���� n
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B̂∗ v� ��y� x� �uv� �� �uv�y�u xy ® y� �� vw

B∗ ��u �v �uv�y t �w����w xy �v�y�u
V π∗ ª

Eint(s) = |B̂∗.V π∗

(s)−B∗.V π∗

(s)|

§2¢2ÁÌ È¼ ¿Ì½¼»£¤£
}�

Eint(s)
��� ��� ¯ ���� ��� ������� ��

Eint(s) ° ����� ��� ¯ ���� ��� �������
Eapp(s)

��
Eapp(s)��� �������� �� � ��������� �� W���� �� ���±���� n

Eapp(s) = max
a

(
γ.
∑

s′

T̂ (s, a, s′).Eapp(s
′)

)
+ Eint(s)

Ù ±²±Ø ³´ß ¸µ¹·ÜÞ·¶¸µ
Å 2 »¾Ç Ç¾ Ë¿Ì»1Ç 12¤ 1¿¾ ½¼¿ »Ñ¢ËÌ¿¤£¾¼¿ Ç ¤R

}����� ���² ³��������
f

��
g

��
X

���� Ä́ µ Í� � n
|max

x∈X
f(x)−max

x∈X
g(x)| ≤ max

x∈X
|f(x)− g(x)|

¯� �z �� ° �� �� ����
xf = arg maxx∈X f(x)

��
xg = arg maxx∈X g(x) ° �� � n

−max
x∈X
|f(x)− g(x)| ≤ −|f(xg)− g(xg)|

≤ f(xg)− g(xg)

≤ f(xf )− g(xg)

≤ f(xf )− g(xf )

≤ |f(xf )− g(xf )|

¶¢¿Ë½ È¾ »¤ ÈÌÇ ¢2½£¿¤£ 1¢2
�� ��s������ ��� ³�������� �� ±����� ����� ���� �� � ����·����� �����·������ ���� � ��� ������

� ������� n
Eapp(s) = |V̂ π̂∗

(s)− V π∗

(s)|
= |B̂∗.V̂ π̂∗

(s)−B∗.V π∗

(s)|
≤ |B̂∗.V̂ π̂∗

(s)− B̂∗.V π∗

(s)|+ |B̂∗.V π∗

(s)−B∗.V π∗

(s)|
= |B̂∗.V̂ π̂∗

(s)− B̂∗.V π∗

(s)|+ Eint(s)

¸ � ����� �� ���� � ���� ��±����� ��� �� ���� � �� ·���¹� n

|B̂∗.V̂ π̂∗

(s)− B̂∗.V π∗

(s)| ≤ max
a

∣∣∣∣∣γ.
∑

s′

T̂ (s, a, s′).(V̂ π̂∗

(s′)− V π∗

(s′))

∣∣∣∣∣

= max
a

(
γ.
∑

s′

T̂ (s, a, s′).
∣∣∣V̂ π̂∗

(s′)− V π∗

(s′)
∣∣∣
)



Ó �� � � u�� u����� xy � ��w¬ �yw�y �õ�
Í� �¯����� ����� n

Eapp(s) ≤ max
a

(
γ.
∑

s′

T̂ (s, a, s′).Eapp(s
′)

)
+ Eint(s)

}���
Eapp

��� �������� �� � ��������� ��º������� n

Eapp(s) = max
a

(
γ.
∑

s′

T̂ (s, a, s′).Eapp(s
′)

)
+ Eint(s)

¸���� �� � ������� ��� n
∀s ∈ S,Eapp(s) ≤ Eapp(s) ♦
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o���������� ��� �¹�T�� �� Ã ��x�± ��� �� ������
S ° �� ���¯�¯����� �� ����������

p(st+1 =
s′|st = s) = T (s, s′)

µ ¯ ���� ������ ��� ³�������
y : S → Ä́ ° ����������� �� ³�������

x : S → Ä́
���������� ��� ��s��� ��� � ��������� �� W���� �� ���±���� n

x(s) = y(s) + γ.
∑

s′

T (s, s′).x(s′)
~¸ µ��

¥ Ìô21£ 1¢2 ñ½ ¦¾2¿¼¾2Á¾ ½¼¿ ¼2 Ì£¤£ ¨� ��w¬ �yw�y xy � ���v� s ��u � ���v� s′
y�� x�À w�y ���� y ��vw � �v ��w�u�n����w xy

y(s)
v� �v��� � xy

x(s′)
ª

IT (s|s′) =
∂x(s′)

∂y(s)� ��������� ±���s� ��� ����� ���������� ���±����� n
� µ � ���������

IT (s|s′) � ��� ����
s

��� �� ����
s′

��� �� ���� � � ������� ��� ���¯�¯������ ��
�������� ���� � �����

s
���¹��� ��� �� ��� ������ ��� ���� � �����

s′
p

t = 0
µ }� �� ����

(st)(t∈
Ä­

)�� ��� ������ ° �� � n
IT (s|s′) =

∞∑

t=0

γt.p(st = s|s0 = s′)

� µ �� ��������
IT (s|s′) ��� ��¹������ ��� � ��������� ��� ��� ������� ��� �� �� ���¯�¯����� ��

����������
T

~�� ��� ��
y
� µ ¯� ����������� ���� ±���s� � ��������� �������±� ���±���� n

∀(s, s′) ∈ S2, IT (s|s′) = δs,s′ + γ.
∑

s′′

T (s′′, s).It(s
′′|s′)

�±��
∀(s, s′) ∈ S2, δs,s′ =

{
1

��
s = s′

0
��

s 6= s′

ó µ }���
I(0) ��� ³������� ���������� ���

S
µ ¸ ���� � ��������� ���

s′ I(.|s′) ��� � ������� ��� ���
�� �� �����

(I(n))(n∈
Ä­

)

��s��� ��� �� �������� �� ���������� ���±���� n
∀s ∈ S, I(n+1)(s) = δs,s′ + γ.

∑

s′′

T (s′′, s).I(t)(s′′)
~¸ µ��
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x(s(0)) = y(s(0)) + γ.
∑

s(1)

T (s(0), s(1)).


y(s(1)) + γ.

∑

s(2)

T (s(1), s(2)).
[
y(s(2)) + ...

]


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∑

(s(1),..,s(t))

γt.
[
T (s(0), s(1)).T (s(1), s(2))...T (s(t−1), s(t))

]
.y(st)

=
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γt.p(st = s(t)|s0 = s(0)).y(st)
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∂y(s)
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= δs,s′ + γ.
∑

s′′

p(st+1 = s|st = s′′).

(
∞∑

t=0

γt.p(st = s′′|s0 = s′)

)

= δs,s′ + γ.
∑

s′′

T (s′′, s).IT (s′′|s′) ♦
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s∈S |f(s)| µ ¯� �z�� n

‖I(n+1) − IT (.|s′)‖1 =
∑

s∈S

∣∣∣∣∣γ.
∑

s′′

T (s′′, s).(I(n)(s′′)− IT (s′′|s′))
∣∣∣∣∣

= γ.
∑

s,s′′

T (s′′, s).|I(n)(s′′)− IT (s′′|s′)|

= γ.‖I(n) − IT (.|s′)‖1
�� �����

(I(n))(n∈
Ä­

)

� ���� ��� ������ �������� ��� ���
IT (.|s′) µ ♦
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o���� �¹Á�� ������ � ������������ � ���·����¹� �� �����² ��������� � ��� �������� ��� ���¯�Á� ��

� ������������·� ��� ���³����� ��� µ ��� ��·����¹� �� �����² ��������� ���� �������� �� �� � ���Á��
���� �� ���±��� ������ � ���³��� ����� n ��� ���������� �� ·���� ���¯�� � ������� ������� ³����� ���
��������������� ° � ��������� ��� ��³��� ������ ��� ������� �� � ���Á�� ������¯��� �� � ����±�� ���
������Á�� µ � ������������·� ��� ���³����� ��� ��� ��� �¹����� ���������������� ��� � ��� �� �� ��º
����� � ������������ ����� �� �·��� �� �� ��±������� ��� n ���� � ��� �� �� ³��� ������ �������� ��� ��
���¯�Á� � ���������� p ��������� �� ������� ���¯�� �� ¯��� ±�� � ������������ µ

­ ��� �±��� ��������� ����� ���¯�Á� �� �� ������²��� ���������� �� � ����� �� ���� ��� ��������
��� ��������� ��·����¹� ����� �����² ��������� n �� � ������������·� ��� ���³����� ��� ���� �� � ����
������ � ������ n ���� ���� ����Ë��� ��� �� ��·����¹� � �� �� ����������� � ��� ���������� �� ������
�����²�������� y ��� ����� Á���� �� ���¯�Á� � ���� ��� �x�� ��� ��� � ���� ��� ������ �� ��� �����²����
�� �� ������ �� ���� ��� �� �������� � ���� ����± ��� ������¯��� ���� �� ������ µ �� � ������������·� � ����
�������������� � ��� �����² �� �� �� ���¯�Á� � � ������������·� ��� ���³����� ��� �Ë��� �� ·����
������ � ������ n ���� ����� ������� �� ������� ���������� p ���������� ��� ��������� �� � �������
� ������ � ��� �����² �� �� �� ���¯�Á� � �� ·����� ������ µ ó� � �����º��·��������� �� � ������ �� ������º
��� � ��� �����² �� �� ��������� ���¯�Á� �� � ������������·� ��� ���³����� ��� �Ë��� �� ·���� ������
� ������ n ���� ���� ����� � ��²������� �� ������� � æ��±���� � ��� ��·��� æ �� � ������� ������� ���º
������ �q�¹�� � ��±��� ���� ��������� �l ����� ��� ��� �� � ���� ���¯�� �� � ������ ³�����������
�� ��������� µ
ç ¢£½XÁ»Ì½ è �������·���� ����s������ ° �����������·� ��� ���³����� ��� ° �����² ������� � ° ���������
������������ �� Ã ��x�±
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��· ���¯��� � µ o������������ ��·����¹� � ��� �������� ¯Ë �¹� Æ�Ë ��³��� ����� �� ��������� ¯Ë
�¹� ¯���� n �¹�Ë ���Ë �� � ���·� ���Æ��x �³ ¹�·¹�Ë �������������� ������ ����� ° Æ¹��¹ �������
��� ������ ��³��� ����� �� � ������¯���� ��� � ����±��Ë �������� Æ�Ëµ ´���³����� ��� �������· �� �
������������� �¹���Ë �¹�� ������¯ �� �¹� ����������� ¯ ��Æ��� �� �·��� ��� �� ��±����� ��� n ��
���¯��� �� ��������Ë ³��� ����� ·���º�������� �������· ³��� ����������� µ

}� ¹�±� ���������� �¹��� ���¯��� � ° Æ ��¹ ���������· ������² ��Ë° ��� �¹�Æ� �¹�� �¹�Ë ���
¯ � ���±�� Æ ��¹ ������������� ��·����¹� � n �� ´���³����� ��� �������· �� � �� ��� ����� ����� n Æ�
�²����� � Æ���ºx��Æ� ��·����¹� �� ����� �� ¯���� � ������������� ���Æ��x n ���¯��� ����� �����
��� ������ ���� Æ��·¹��� ����� ��� ����������� ��� �������· �� �¹� ������ �³ � ������¯���� ����±��Ë
�� �¹� ���Æ��x µ �� �������· � �������������� ³�� �����² �� ����· � ����³����� ��� �������· ���¯���
Æ ��¹ � ���·� ����� ����� n Æ� ���±��� �� ��·����¹� ³�� ����� �������Ë ¯������· � ����� �����
��������� �� ����� �� �����²�� ��� � ���·� ���¯��� µ ó� }��³º��·��������� �³ �� ��������� � ������ ³��
�����² �� ����· ±������ ����³����� ��� ���¯��� � Æ ��¹ � ���·� ����� ����� n Æ� �²����� � ���±��� ���
�������� �������¹ ��� �¹�Æ �¹�� ±������ ���x� ��� �l ������Ë ¯ � ������ �±�� � ������ ���¯ �� �³
�� ��������� ³��������� � ������ µ
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