1/29

Inférence statistique

Séance 7

Tests statistiques d’hypothése:

rappels
comparaison de deux échantillons gaussiens
tests d'ajustement a une loi
tests d'indépendance

Frédéric Sur

Mines Nancy
https://members.loria.fr/FSur/


https://members.loria.fr/FSur/

Plan

ﬂ Rappels

© Tests de comparaison de deux échantillons
@ Cas gaussien

© Tests d'adjustement 3 une loi
@ Test de Kolmogorov-Smirnov

@ Tests d'indépendance
@ Test du x?

© Conclusion

2/29



Loi d'une variable aléatoire
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Variable aléatoire discréte (a valeurs dans N)
loi de X = suite p, = P(X = n)

Variable aléatoire continue (a valeurs dans R)
loi de X = les P(X € ) pour tout / borélien de R.

— Variable aléatoire absolument continue
loi de la v.a. déterminée par sa densité : f > 0 intégrable t.q.
Jrf =1, et pour tout intervalle | C R,

P(X 1) = /f(x)dx
I

Lorsque les intégrales existent
E(X) = [pxf(x)dx et Var(X) = [p(x — E(X))?*f(x)dx



Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire.
Sa fonction de répartition F est définie par :

J R—=R
x— P(X<x) =["_f(x)dxsiva. ac

Propriétés :
@ pourtout x e R, 0 < F(x) <1
@ F est croissante
@ limy oo F(x) =0 etlimyi00 F(x)=1

@ en tout x € R ou f est continue, F'(x) = f(x).
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Fonction de répartition et densité
Pour une v.a. absolument continue :

Densité de probabilité

0.40 4 —— Fonction de densité f(x)

Probabilité P(0.5 =X =2)
0.35 Probabilité P(X < —0.5)

030 |
025 |
= 020
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X

P(X < —0,5) = F(=0,5), P(X > —0,5)=1— F(—0,5)
P(0,5 < X < 2) = F(2) — F(0,5)
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Quantiles
Quantiles : valeurs qui divisent un jeu de données en intervalles de
méme probabilité
Exemples : quartiles, médiane

Nip, o)

Par Igr.png : ArkOnderivative work : Gato ocioso (talk) — Iqr.png, CC BY-SA 3.0,

6/ https ://commons.wikimedia.org/w/index.php ?curid=14702157
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Quantiles et fonction de répartition
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Si F bijective (ici : continue strictement croissante) :
Le quantile d'ordre a € [0,1] est : g, = F ()

da Vérifie : P(X < go) = a.

Médiane : gos  Quartiles : go 25, qo,5, 90,75

Quantile & 95% d'une loi normale centrée réduite

040 Densite f(x)
Probabiité cumuiée = 0.95
== Quantile 95% = 1.645
035
030
025

Densité f(x)
o
N
S

40 35 30 -25 20 -5 -10 -05 00 05 10 15 20 25 30 35 40
Valeurs de x (Axe des abscisses)

Pour la loi normale N(0,1), go,0s = 1,645, et go.o75 = 1,96



Loi normale (ou loi de Gauss)

Une v.a. X suit une loi normale de moyenne p et de variance o2 si

sa densité est : ) ,
(x=p)
f(x)= ——e 22

V2rm

On note : X ~ N (u,0?)
N(0,1) est la loi normale centrée réduite.

Si X ~ N(u,0?), alors Z = (X — p)/o ~ N(0,1)
On dit qu'on a centré et réduit X.
Z est appelé Z-score (plutdt avec estimateurs empiriques de u et o)

Pourquoi la loi normale est-elle si importante ?
— théoréme central limite
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Loi du x?
Soient X1, Xo, ..., X, k v.a. indépendantes identiquement
distribuées selon la loi A/(0,1).

k

Par définition, X = >~ X7 suit la loi du x2 & k degrés de liberté
i=1

On note X ~ Xﬁ

06 Densités de la loi du 2 pour différents degrés de liberté (k)

05

=]

0.4

03

Densité f(x)

02

01

0.0
0.0 25 5.0 75 10.0 1.5 1.0 17.5 20.0

Propriétés : E(X) = k, Var(X) = 2k
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Loi de Student
Soient Z ~ N(0,1) et U ~ x2 pour k > 1, indépendantes

Par définition, T = L suit la loi de Student a k d.d.l.

Vv U/k
Onnote T ~ Ty

Densités de la loi de Student pour différents degrés de liberté (k)

0.40 s, ==l
/7 — k=2
—_— k=3
0.354 — k=5
k=10
==~ LoiNormale (k — e}
0.30
025

Densité f(x)
o
N
S

01151
0.10
0.05 A N
4 3
4 N
0,001 ==d =
4 2 0 2 4

Propriétés : si k > 1, E(T) =0, si k >2,Var(T) =k/(k—2)
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Loi de la variance d'un échantillon gaussien

Soit (X1, ..., X,) un n-échantillon de loi N (1, 0?)
— on sait que X ~ N(u,02/n)

Soit S? la variance empirique (non corrigée)

alors nS%/0% ~ x2_,

(voir I'exercice 3 de la séance 2 de la premiére partie du cours)
Avec S* variance empirique corrigée : (n — 1)5*2 /0% ~ x2_;

Conséquence : B
X —
Y f

_ z § _ X—p
En effet, T_\/mou Z_o/ﬁ

Tn—l

=(n—1)§*?/5?
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Loi de Fisher(-Snedecor)

Soient Uy ~ Xgl et Up ~ ng indépendantes, alors

(/1 (11 . . .
F = / suit la loi de Fisher-Snedecor a d; et d> d.d.l.
Uz/d>
10 Densités de la loi de Fisher (F-distribution)
) — di=1,d3=1
— di=1,d2=3
— h=6,d;=4
084 — th=2.d2=10
— i =12,dp =12
06+
3
2
a 0.4
0.2
0.0 T
0 1 2 3 4
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Cas de deux échantillons gaussiens
Voici les notes en maths de deux groupes parmi 160 éléves :
Groupe 1 : 60 éleves ayant suivi un programme renforcé en maths
Groupe 2 : 100 éléves n'ayant pas suivi ce programme

Comparaison de la distribution des notes

[ Groupe 1 (Effectif : 60)
[ Groupe 2 (Effectif : 100)

20

@

3

Nombre d'éleves

"
Notes /20

Question : Le programme a-t-il un effet?
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Test d'égalité des variances
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Modélisation statistique :
Dans le groupe 1 : notes distribuées selon A (u1,0?)
Dans le groupe 2 : notes distribuées selon N (p2,03)

Test d’égalité des variances : Hy : 0% = 03,

On calcule les variances empiriques corrigées :
2-515 s32=571

Voir cours : la statistique de test est F = S32/S;2
rapport choisi pour étre > 1, donc H; : 03 /02 > 1

F suit une loi de Fisher-Snedecor a 99 et 59 degrés de liberté.
On calcule : fops = 522/5 =1,1092
p-valeur pour un test unilatéral a droite : P(F > 1,1092) = 0, 3364

Conclusion : on ne peut pas rejeter Hy au risque de 5%.



Représentation graphique, comparaison au seuil critique

Test de Fisher Unilatéral (H1: var2 > var1)

—— Densité de Fisher F(99, 59)
Zone de rejet (5%)
== Fobservé =1.1092

175

1
1
1
1
1
4 1
1.50 |

1.25

1.00 4 3
:Seuil critique: 1.486

0.75 4

Densité de probabilite

0.50 1

0.25 1

0.00 1

00 0s 10 5 20 25 30
Valeur de F (s2°2/s1"2)
Seuil critique it tel que P(F > feit) = 0,05

a comparer avec f = 1,1092
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Test d'égalité des moyennes

Modélisation statistique :
Dans le groupe 1 : notes distribuées selon A (u1,02)
Dans le groupe 2 : notes distribuées selon N(p2, 02)

Test d’égalité des moyennes : Ho : 1 = po; Hi: p1 # i
On calcule les moyennes empiriques :

X1 = 11,605 X, = 11,458

Voir la statistique de test dans le cours :

T suit une loi de Student a ny + n, — 2 d.d.l.

On calcule : ty,ps = 0,3839
p-valeur pour un test bilatéral : P(|T| > 0,3839) = 0,7016
Conclusion : on ne peut pas rejeter Hy au risque de 5%.

Attention : ne signifie pas que le programme renforcé ne sert pas!
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Représentation graphique, comparaison au seuil critique

Test de Student : Comparaison des moyennes

—— Densité de Student t(158)
Zone de rejet (5% total)
= tobservé =0.3839

o
N
o

Densité de probabilité

0.05 ’/4

0.00

-4 -3 -2 -1 o] 1 2 3 4
Valeur de t

Remarque 1 : on peut se référer au quantile de la loi normale

Remarque 2 : si on veut tester 3 = up alors que o1 # 027

— test t de Welsh.
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Tests d'ajustement a une loi
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Tests d’ajustement ou tests d’adéquation ou tests de conformité

Question : on observe la réalisation d'un n-échantillon. Cette
observation est-elle cohérente avec I'hypothése d'une distribution
selon une loi donnée?

Exemple (cours précédent) : des MTBF de 39,0 - 191,1 - 156,7 -
5.2 - 157.7 - 47.2 heures sont-ils cohérents avec une loi
exponentielle de paramétre A =1/1007

Principe général : calculer une < distance > entre une distribution
empirique (observée) et une distribution théorique (attendue).



Fonctions de répartition empirique et théorique P(X < x)
Fonction de répartition empirique : Femp(Xx) = - #{i, X; < x}
— réalisation Fn(x) = 2 #{i, x; <x} (ici: n=6)

Fonction de répartition théorique : Fih(x) = 1 — exp(—Ax)
avec A =1/100

Comparaison des Fonctions de Répartition (Test K-S)

1.0 4 =—— FR Empirique (Fn)
——- FR. Théerique (ExpA = 0.01) ’

08 o
2 T
z
$ 061 =
E
£
3
]
3 -
804
3
&

02

‘
K
;
0.0 . . . ,
0 50 100 150 200 250

Valeurs (x)
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Test de Kolmogorov-Smirnov
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Distance de Kolmogorov-Smirnov D, : plus grand écart
(vertical) entre les deux courbes

Sous hypotheése Hy que le n-échantillon suit la loi supposée,
v/nDj, suit asymptotiquement la loi de Kolmogorov-Smirnov

— test unilatéral a droite car rejeter Hg signifie : D, < grand .
Ici : Dops = 0,2914

Valeur critique pour n =6 :
poly : Deit = 0,554 (= 1,358/4/6) (loi asymptotique)
table : Dt = 0,519 (correction car n petit)

Résultat : comme Dyps < Degit, on ne peut pas rejeter Hp.
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Test pour des variables qualitatives

Exemple : existe-t-il un lien entre le genre musical diffusé dans un
point de vente et la catégorie de produits achetés par les clients?

Table de contingence :

Genre X / Produit Y | Vétements Accessoires Gadgets Total

Classique ni; = 50 np» = 30 ni3 =20 ny. =100
Pop Rock n»; = 20 ny = 40 n3 =40 np =100
Total ny =70 n, =70 n3 =60 n =200

Ho : le choix du produit est indépendant du type de musique.
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Effectifs théoriques attendus sous H,

Estimation de la loi des observations :

P(X=ietY =j)~n;/N

PX=i)=37 P(X=ietY=j)~3> nj/N=n/n
P(Y=j)=S7,PX=ietY=j)~>7 n;/N=nj/n
Loi théorique sous Hj :

P(X=ietY =j|Ho)=PX=1i)P(Y =])~ninj/n?

Effectifs attendus : mj =nP(X =iet Y =j|Ho)=ninj/n

On calcule :

Genre X / Produit Y | Vétements Accessoires Gadgets
Classique my; = 35 ni» =35 ni3 = 30
Pop Rock my; = 35 ny = 35 ny3 = 30
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Distance du x?

2 3
ZZ )
=1 j=1

mij

est (pour n < grand ) réalisation d'une v.a. ~ x3.

Critere de Cochran (1954) : m;; > 1, et 80 % des classes mj; > 5. ..

Calcul détaillé :

— 35)? —35)2 (20 —30)?
d2:(50 35) +(30 35) +( 0 )
35 35 30
20 —35)2 (40 —35)% (40 — 30)?
+( )+( )+( )
35 35 30
d?> =6,43+0,71 +3,33+ 6,43+ 0,71 + 3,33

d? ~ 20,94
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Test d'indépendance du 2

05 Distribution du x2 et Test d'Indépendance

04

o
@

o
N

Résultat du test:
X? observé > Valeur critique
(P-value < 0.001)

Densité de probabilité

o1 —— Densité du ¥? (ddi=2)
Zone derejet (Ho)

~== Valeur eritique (5.99)

—— x? observé (20.94)

0.0

5 10 15 20 25
Valeur du x*

Conclusion : rejet de I'hypothése H

Attention : le test prouve une association, pas forcément une causalité.
Une variable de confusion peut entrainer |'association : peut-étre que la
musique classique est diffusée le matin, moment ol les clients achétent
naturellement plus de vétements.

Prochaine séance : étude de I'influence de différents facteurs.
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Conclusion

Aujourd'hui :

© Tests de comparaison de deux échantillons

e variables gaussiennes : amphi + poly + ex 1
e variables qualitatives : poly (test d’homogénéité du x?) +
ex. 4-5 (test des signes)

@ Tests d'ajustement a une loi

e ajustement une loi fixée, test de Kolmogorov-Smirnov : amphi
+ poly + ex 2a

o test d'ajustement du x? pour variables qualitatives : poly +
ex 2b

© Tests d'indépendance

o tests de corrélation : poly
o test d'indépendance du x? : amphi + poly + ex 3
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