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Motsinfinis}

@ Alphabet 0, .
@ Mots infinis a droite L R NN N
/
@ Objet fondamental
e Systéemes dynamiques
e Théorie de I'information
° ... [ [ [ | [ ]| [ome

Problématique
Mesurer la régularité des mots infinis
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QuelquesInotionsfclassiquesde]régularite]

o Périodicité m m m m m (m

o Complexité en facteurs Py (n)
o Py (n) = # facteurs de longueur n

OmCOmCOe0Omod - -

e Entropie topologique h(w) e

o Non-nulle ssi Py, (n) exponentiel Pe(3) =4
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QuelquesInotionsfclassiquesde]régularite]

o Périodicité ORCOEOROeCOEON - -
o Complexité en facteurs Py (n)

o Py (n) = # facteurs de longueur n a mE u EE EEE
e Entropie topologique h(w) e

o Non-nulle ssi Py (n) exponentiel Pr(3) =4
@ Uniforme récurrence

o Tout facteur se retrouve 3 D!\DB.D!\DE!E@‘ .

intervalles bornés —

Fréquences des facteurs
o Convergence Yu
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@Quasiperiodicite

Soit w un mot et g un mot fini.

s— A NN
G R e e

Le mot w est g-quasipériodique
s'il est recouvert de copies de q.

@ w fini ou infini OECORORCORCOOmd - - -
——
e g#fw

@ g préfixe de w

Un mot sans quasipériode est
superprimitif.

OmDOmCECOmeoOm0- -
S —
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@ Introduction
© Quasipériodicité en une dimension
© Quasipériodicité en deux dimensions

@ Conclusion
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EEEE——————
lltavauxfantérieursfsurdlafquasipériodicité]

Algorithmes de détection Premiére approche
@ Quasipériodes o Définition et questions
@ Facteurs quasipériodiques max. [Mleaus, 2055

[Apostolico, Ehrenfeucht 1996] Point de vue dynamique

@ Mots circulaires
@ Cas multi-échelles

@ Calcul parallele
[Marcus, Monteil 2006]

@ Mots 2D
[Crochemore et al. 2000] Sturmiens

o ... @ Quasipériodes des sturmiens

FOI’me normale [Levé, Richomme 2007]

@ Quasipériodes des épisturmiens

@ [Mouchard, 2000] [Glen, Levé, Richomme 2008]

7/32

Guilhem Gamard



INN——.
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Bormelnormaleldesfmotsfquasipériodiques]
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Deux situations :
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Bormelnormaleldesfmotsfquasipériodiques]

,_iﬁ,_/\ﬁ —_— e — N —_——
[l [mE (e e (e e e e (e (e e
———— ——— ———

Deux situations :
q

——
O UmbUm [mtOm
q
q
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————

q
bord
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~——

antibord
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INN——.
Bormelnormaleldesfmotsfquasipériodiques]

,_iﬁ,_/\ﬁ —_— e — N —_——
[l [mE (e e (e e e e (e (e e
———— ——— ———

Deux situations :

q T
PR, Théoreme (Mouchard, 2000)

o Lmm \DEE_,./ Un mot est g-quasipériodique ssi c'est
q une concaténation d'antibords de g
commencant par g.

—
Q Umimbm
———

@ Bord : préfixe + suffixe

q
bord @ Antibord : complémentaire droit
URCOOECOON d’un bord
~——
antibord

8/32

Guilhem Gamard Couverture d'un mot bidimensionnel par un motif chevauchant



quasiperiodiques

@ Enchaflner les antibords

o Créer des quasipériodiques
irréguliers

9/32

Guilhem Gamard Couverture d'un mot bidimensionnel par un motif chevauchant



quasiperiodiques

@ Enchaflner les antibords

o Créer des quasipériodiques
irréguliers

@ Non-uniformément récurrents

@ D’entropie élevée

@ Sans fréquences de facteurs

[Marcus, Monteil 2006]
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BN
QuasiperiodicitefmultizZéchelles

Un mot est

quasipériodique multi-échelles
s'il a une infinité de quasipériodes.
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QuasiperiodicitefmultizZéchelles

Un mot est

quasipériodique multi-échelles
s'il a une infinité de quasipériodes.

o Multi-échelles implique :
e Uniforme récurrence
e Entropie nulle
o Convergence des fréquences

[Marcus, Monteil 2006]

10/32

Guilhem Gamard Couverture d'un mot bidimensionnel par un motif chevauchant




QuasiperiodicitefmultizZéchelles

Un mot est

quasipériodique multi-échelles
s'il a une infinité de quasipériodes.

o Multi-échelles implique :
e Uniforme récurrence
e Entropie nulle
o Convergence des fréquences

o Bonne notion de régularité [Marcus, Monteil 2006]
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@QuasiperiodesIdesImotsfsturmiens]

Mot sturmien : codage de 1-droite

Z

7

7

7

(0,0)
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@QuasiperiodesIdesImotsfsturmiens]

Mot sturmien : codage de 1-droite

/]

@ Bonnes propriétés

/|

L7

/

(0,0)
Mot sur alphabet —,
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@QuasiperiodesIdesImotsfsturmiens]

Mot sturmien : codage de 1-droite

X @ Bonnes propriétés

/ @ Standard : passe par (0,0)

@ Lyndon : x-w avec x lettre et
w standard

L7

/

(0,0)

Mot sur alphabet —,
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@QuasiperiodesIdesImotsfsturmiens]

Mot sturmien : codage de 1-droite

/]

/|

L7

/

(0,0)

Mot sur alphabet —,

@ Bonnes propriétés
@ Standard : passe par (0,0)

@ Lyndon : x-w avec x lettre et
w standard

Théoréme (Levé, Richomme, 2007)
© Lyndon : superprimitifs
@ Autres sturmiens : multi-échelles

@ Information sur les quasipériodes
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Déterminerdlesfquasiperiodesydyunfmotyinfini

Que peut-on dire sur I'ensemble des quasipériodes d'un mot infini arbitraire ?
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Déterminerdlesfquasiperiodesydyunfmotyinfini

Que peut-on dire sur I'ensemble des quasipériodes d'un mot infini arbitraire ?

Soit w un mot infini et g I'une de ses quasipériodes.

@ Si g est toujours suivi de la méme lettre a, alors ga est quasipériode.

@ Réciproque ? Supposons ga quasipériode mais gb facteur de w.

Jp, s tels que pg'bs=q aq
, d'oll ps= ¢, donc |pq'bs|, = |q’'aq’|, implique a= b

donc |ps| = ¢
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Deéterminedlesfquasipériodestdiunimotiinfini

T héoré ME (Gamard, Richomme)

Soit w un mot infini, g un facteur et x une lettre.
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Deéterminedlesfquasipériodestdiunimotiinfini

T héoré ME (Gamard, Richomme)

Soit w un mot infini, g un facteur et x une lettre.
@ Supposons g quasipériode ; alors
e gx est quasipériode ssi g est toujours suivi de la lettre x.

@ Supposons gx quasipériode ; alors

@ g est quasipériode ssi g est facteur interne de gxqg ou bien
gxq n'est pas facteur de w.

o Etudier les préfixes = déterminer les quasipériodes
o Production d'exemples

o Caractérisations
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BN
[deYquasiperiodicité

Définition
Soit w un mot infini,
alors Qw(n) est son nombre de quasipériodes de longueur n.
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BN
[deYquasiperiodicité

Définition
Soit w un mot infini,
alors Qw(n) est son nombre de quasipériodes de longueur n.

Théoreme 1 (Gamard, Richomme)

Un mot w est périodique ssi Qw(n) =1, Vn assez grand.
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[deYquasiperiodicité

Définition

Soit w un mot infini,
alors Qw(n) est son nombre de quasipériodes de longueur n.

Théoreme 1 (Gamard, Richomme)

Un mot w est périodique ssi Qw(n) =1, Vn assez grand.
Théoréme 2 (Gamard, Richomme)

Un mot w est sturmien standard si et seulement si
les intervalles ol Qw s'annule sont de longueur 1, sauf le premier.
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[deYquasiperiodicité

Définition

Soit w un mot infini,
alors Qw(n) est son nombre de quasipériodes de longueur n.

Théoreme 1 (Gamard, Richomme)

Un mot w est périodique ssi Qw(n) =1, Vn assez grand.

Théoréme 2 (Gamard, Richomme)

Un mot w est sturmien standard si et seulement si
les intervalles ol Qw s'annule sont de longueur 1, sauf le premier.

— condition « maximale »
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Prepertion de quesipéoiedss

o Périodique

o Minimum de facteurs (borné)

o Maximum de quasipériodes ([n; +00[)
e Sturmien standard

e Minimum de facteurs apres les périodiques
e « Maximum » de quasipériodes apres les périodiques

La proportion de quasipériodes est liée a la complexité en facteurs.
Bonne mesure de régularité ?
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ProblémeYouverH

Probleme

Caractériser tous les Sturmiens et pas seulement les standards 7
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L
ProblémeYouverH

Probleme

Caractériser tous les Sturmiens et pas seulement les standards 7

Idée

Travailler sur les mots bi-infinis (indicés par Z).
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L
ProblémeYouverH

Probleme

Caractériser tous les Sturmiens et pas seulement les standards 7
Travailler sur les mots bi-infinis (indicés par Z).

o Plus de notion de « préfixe »

o Les preuves ne se généralisent pas

o Applications aux systémes dynamiques
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RécapitulatifplD)

Etat de I'art

@ Quasipériodicité définie sur les mots infinis

@ Quasipériodes des mots sturmiens bien connues
@ Forme normale
°

Quasipériodicité multi-échelles

Contributions
@ Déterminer I'ensemble des quasipériodes d’un mot infini
o Caractérisation de la périodicité

@ Caractérisation des sturmiens standard

Question
@ Généraliser aux bi-infinis
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@ Introduction
© Quasipériodicité en une dimension
© Quasipériodicité en deux dimensions

@ Conclusion
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S
Mots]bidimensionnels

@ Un alphabet fini
@ Mot 2D : fonction Z? — %

@ Bloc : facteur rectangulaire
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S
Mots]bidimensionnels

Un alphabet fini
Mot 2D : fonction Z? — %

@ Bloc : facteur rectangulaire

Motivation | : pavages de Wang

@ mots 2D particuliers
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S
Mots]bidimensionnels

@ Un alphabet fini
@ Mot 2D : fonction Z? — %

@ Bloc : facteur rectangulaire

@ Motivation | : pavages de Wang

@ mots 2D particuliers

@ Motivation Il : quasipériodicité
comme regle locale

o Recouvrir le plan par des

occurrences de g
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Quesiréiodichs an 2 dinendens

Définition

Soit g un bloc. Un mot 2D w est g-quasipériodique si

elle est recouverte d'occurrences de q.
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(Gombinatoireldes]blocs]

o Complexité en blocs :

Pw(m, n) = # blocs (m, n) dans w
o Entropie
o Fréquences des blocs } comme en 1D

@ Uniforme récurrence

Généraliser les résultats 1D
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B
Quasiperiodesfautorisantjleldésordrel

La quasipériode [ n'autorise que oz,
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B
Quasiperiodesfautorisantjleldésordrel

La quasipériode [ n'autorise que oz,

Th éoréme (Gamard, Richomme)

Soit g un bloc.
Il existe un mot 2D apériodique, g-quasipériodique ssi
la racine primitive de g possede un bord non-vide.
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Quasiperiodesfautorisantjleldésordrel

La quasipériode [ n'autorise que oz,

Théoréme (Gamard, Richomme) Bord
Soit g un bloc. Bloc dans deux
Il existe un mot 2D apériodique, g-quasipériodique ssi coins opposés

la racine primitive de g possede un bord non-vide.

Racine primitive
L'unique v minimal
tel que u= v™*"

22/32

Guilhem Gamard Couverture d'un mot bidimensionnel par un motif chevauchant




Quasiperiodesfautorisantjleldésordrel

La quasipériode [ n'autorise que oz,

Théoréme (Gamard, Richomme) Bord
Soit g un bloc. Bloc dans deux
Il existe un mot 2D apériodique, g-quasipériodique ssi coins opposés

la racine primitive de g possede un bord non-vide.

Idée de preuve

@ Construire des tuiles a partir de g
@ Paver le plan de facon libre

Racine primitive
L'unique v minimal

tel que u= v™*"
22/32

Guilhem Gamard Couverture d'un mot bidimensionnel par un motif chevauchant



23/32

ilhem Gamard Couverture d'un mot bidi sionnel par un motif chevauc







Motsp2DIquasiperiodiques

L

Remarque

f(w) n'est définie sur w € {a, b, ¢, d}%*
que si w satisfait certaines contraintes
locales

PrOpOSItlon (Gamard, Richomme)

VYw, f(w) est g-quasipériodique
De plus, f préserve :

o périodicité

o uniforme récurrence

@ convergence des fréquences
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Eflientropick’(1>)

@ La substitution f n'est définie que sur certains
mots
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@ La substitution f n'est définie que sur certains
mots, qui sont tous d'entropie nulle.
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@ La substitution f n'est définie que sur certains
mots, qui sont tous d'entropie nulle.

@ Les mots 2D obtenus sont d'entropie nulle.
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Eflientropick’(1>)

@ La substitution f n'est définie que sur certains
mots, qui sont tous d'entropie nulle.

@ Les mots 2D obtenus sont d'entropie nulle.

Quelles quasipériodes autorisent des mots 2D
d'entropie positive ?
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Eflientropick’(1>)

@ La substitution f n'est définie que sur certains
mots, qui sont tous d'entropie nulle.

@ Les mots 2D obtenus sont d'entropie nulle.

Question
Quelles quasipériodes autorisent des mots 2D E
d'entropie positive ?

o Celles ayant un bord pleine hauteur ou pleine
largeur.
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Eflientropick’(1>)

@ La substitution f n'est définie que sur certains
mots, qui sont tous d'entropie nulle.

@ Les mots 2D obtenus sont d'entropie nulle.

Question
Quelles quasipériodes autorisent des mots 2D E
d'entropie positive ?

o Celles ayant un bord pleine hauteur ou pleine
largeur.

o D’autres ?
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= Penirepiz © @@

Théoreme (Gamard, Richomme)

Si un bloc g possede un coin sans bord, alors tout mot 2D
g-quasipériodique est d'entropie nulle.

Idée de preuve

Cette situation :

q q

force la 4°™ occurrence de g (en haut 2 droite).

Un carré n X n est donc uniquement déterminé par les occurrences de q
couvrant sa frontiére.
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BN
= Penirepiz © @@

Théoreme (Gamard, Richomme)

Si un bloc g possede un coin sans bord, alors tout mot 2D
g-quasipériodique est d'entropie nulle.

Idée de preuve

Cette situation :

q q

force la 4°™ occurrence de g (en haut 2 droite).

Un carré n X n est donc uniquement déterminé par les occurrences de q
couvrant sa frontiére.

Dernier cas : ouvert
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Quasiperiodicitelmultizechellesfeny2 ),

Rsppe

Tout mot 1D w multi-échelles a
@ Uniforme récurrence Quid des mots 2D
@ Entropie 0 multi-échelles ?

@ Des fréquences qui convergent
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Quasiperiodicitelmultizechellesfeny2 ),

Rsppe

Tout mot 1D w multi-échelles a
@ Uniforme récurrence Quid des mots 2D
@ Entropie 0 multi-échelles ?

@ Des fréquences qui convergent

T héoréme (Gamard, Richomme)

Tout mot 2D w multi-échelles a
@ entropie 0

@ convergence des fréquences
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BN
Quasiperiodicitelmultizechellesfeny2 ),

Rsppe

Tout mot 1D w multi-échelles a
@ Uniforme récurrence Quid des mots 2D
@ Entropie 0 multi-échelles ?

@ Des fréquences qui convergent

Théoréme (Gamard, Richomme) Idées de pl’euve

Tout mot 2D w multi-échelles a
@ entropie 0 O Adaptation directe preuve 1D

@ convergence des fréquences Q Tres calculatoire
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29/32

Guilhem Gamard Couverture d'un mot bidimensionnel par un motif chevauch



NS
UniformeJrécurrenceldesfmotsi2 DImreN
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Récapitulatifg2 D)

Etat de I'art

o Quasipériodes des mots 2D infinis : ()

Contributions
@ Déterminer les quasipériodes « non-triviales »

o Autoriser les irrégularités
e J Quasipériodes = entropie 0

@ Propriétés des mots 2D multi-échelles

Questions
@ Question de I'entropie : cas des 4 coins
o Etudier I'ensemble des quasipériodes d'un mot 2D ?

@ Liens avec les pavages ?
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@ Introduction
© Quasipériodicité en une dimension
© Quasipériodicité en deux dimensions

@ Conclusion
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o
Conclusion

Contributions Contributions

@ Outil pour étudier les @ Mots 2D quasipériodiques

quasipériodes irréguliers

@ Caractérisation périodicité @ Multi-échelles = entropie 0

@ Sturmiens standard @ Multi-échelles = fréquences
Questions Questions

@ Généraliser sur Z @ Question de I'entropie

@ Quid des autres sturmiens ? o FEtudier les quasipériodes

@ Autres caractérisations ? © Quid de N% ?

Merci pour votre attention !
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