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Geometrie de |la
Realité Augmentee

Gilles Simon

4
Myt hu’a,_ @ HE"I?EFI?F?LTIEE « C’est une chose qui me parait toujours
e et admirable, qu’on ait découvert de si sublimes
verités avec I’aide d’un quart de cercle et d’un
peu d’arithmétique »
Voltaire, quinzieme Lettre philosophique,1727



La perspective centrale

Ambrogio Lorenzetti, Les effets du bon gouvernement, 1340
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La perspective centrale

« Quand donc la lumiere du jour entoure le flux issu des yeux, alors le
feu intérieur qui s’échappe, le semblable allant vers le semblable,
apres s’étre combiné avec la lumiere du jour se constitue en un seul
corps ayant les mémes propriétes tout le long de la droite issue des
yeux, quel gue soit I’endroit ou le feu qui jalllit de I’'intérieur entre en
contact avec le feu qui provient des objets extérieurs »

Platon, Timée, vers -360
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La perspective centrale
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La tavoletta de Brunelleschi, vers 1420
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La perspective centrale

Masaccio, La Trinité, 1427
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La perspective centrale
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La perspective centrale

Albrecht Durer, Instructions pour mesurer (Le
dessinateur de la femme couchée), 1527
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La perspective centrale
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La perspective centrale
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Ce modele est-il respecté
(prolongé) a I’intérieur de I’'ceil ?



La perspective centrale
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La perspective centrale
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La perspective centrale
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La perspective centrale
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La perspective centrale
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Solutions algebriques

L A

GEOMETRIE.
LIVRE PREMIER.

Des problefimes quon peus confPruire [ans
_y employer que des cercles ¢o des
lgnes drortes.

4 penuent facilewment reduire atels termes,
06 qu'il n’eft befoin paraprés que de connoi-
7oMR ftre lalongeur dequelques lignesdroites,

. pour les conftruire.

Et comme toute I’ Arithmetique n'eft compofée, que commé:
dequatre ou cing operations, qui font I'Addition, n e coiend
Souftraction, la Multiplication, la Diuifion, & FExtra~ tmeti-
@ion des racines, qu'on peut prendre pour vae efpece 1
de Divifion : Ainfi n‘at'on autre chofe a faire en Geo- aux ape:
metrie touchant les lignesqu'on cherche, pour les pre- e g
parera eftre connués, que leur en adioufter d’autres , ou e
en ofter, Oubien en ayant vne, que 1€ nommeray I'vnité
pour la rapporter d‘autant micux aux nombres , & qui
pcuturdiuairemcnr eftre prife a difcretion,puis enayant
encore denx autres, en trouuer vie quatricime , qui foit
al'vne de ces deux,comme l'aucre eft al'vnité, ce quieft
le mefime que laMultiplication ; oubien en trouuervne
quatriefme, quifoital'vne de cesdeux, comme Uvnite

René Descartes, 1637
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Origine de la trigonométrie

» Du grec "trigone" (triangle) et "metron" (mesure)

Aryabhata I'Ancien (476 ; 550)
utilise la demi corde :
premieres tables de sinus

Hipparque de Nicée (-190 ;
-120) : premieres tables
trigonomeétriques

L

La regle de Ptolémée
(90 ; 168)
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Rappels sur la trigonomeétrie et le
produit scalaire
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Rappels sur les changements de
repere
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Y

Si (X,Y) sont les coordonnées du point Méme question si le repere (f ; f ) est, Transformation inverse :

M dans le repére (I ,] ), que valent ses de plus, translaté d'un vecteur £ (x ) =0OM=T +R, (X )

coordonnées dans le repére (7,7 ) ? OM =t+Xl+7Y] y ¥ p Y1

OM =XI+7Y] g () o(3)=Rs' () - Re'T
ty Y

=1 (Gnor TR

X
NG T BTG R )

= ()3t —xm)(5)



Rappels sur les changements de
repere

» Exemple : Quelle sont les coordonnées du point M dans le
repere (I, J) ?
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Projection dans le plan image

Distance focale
////////////)L pV1CXirn
. o
IVlcam
C IIIII
Y Repére caméra
/my
4 [ ‘I ]
Calcul des coordonnées de m dans le plan ;
image a partir des coordonnées de M_,,,, ¢
exprimées dans le repere caméra (Thales) : A
e
Gl

N
)
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Passage aux coordonnées pixels

Repére image

f

I Repere caméra

m, =UuU, +km,, m,=v,+km,

N
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Synthese

Sous forme matricielle
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La matrice de calibration interne

La matrice 0
k,f v,

Vv

0 0O 1

est appelée “matrice de calibration interne” ou “matrice de calibration
intrinseque” ou matrice de calibration” ou “matrice des parametres
intrinseques”

Elle est généralement notée K et paramétrée par quatre valeurs a,, q,,
Ugs Vo

a, 0 u,

K= 0 ¢« V,
0O 0 1

Le nombre de parametres peut étre réduit sous certaines hypotheses :
* (Uy, V) est parfois pris au centre de I'image
e O, = Q, suppose que les pixels sont carrés
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Passage du repere monde au
repere camera

» La projection dans le plan image considere des coordonnées 3D
exprimées dans le repere cameéra

» Les coordonnées des points de la scene sont exprimées dans un
repere arbitraire, appelé « repere monde »

Repére monde

/ ?

/

Repére caméra

N
N
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Passage du repere monde au
repere camera

Il s’agit d’un changement de repere correspondant a une
transformation rigide de R3 (rotation + translation) :

M.,,=RM+T
ou :

R est une matrice de rotation de taille 3x3 et
T est un vecteur de taille 3

Xcam cam
M, =RM+T — [YcamJ—R[ CamJ—(R|T — Mg, =(R|TM
Z

cam

cam
1

)

M (représente le point M en coordonnées homogénes)

(R| T) est une matrice 3x4

N
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La matrice de calibration externe

La matrice

Rll R13 R13

(R|T): I:\)21 22 23
R, R, R

est appelée “matrice de calibration externe” ou “matrice de
calibration extrinseque” ou “matrice des parametres
extrinseques”

Elle peut étre paramétrée par 6 valeurs : 3 pour la rotation (angles
d’Euler, ...), 3 pour la translation
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La matrice de projection

En composant la projection et le changement de repéere on
obtient :

P=K(R|T) est appelée matrice de projection

N
~
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Calibration de la cameéra

» La matrice de projection P = K(R | T) comporte une partie
intrinseque (K) et une partie extrinseque (R et )

» Les parametres intrinseques de la cameéra restent géenéralement
fixes pour un dispositif de RA donné

» lls sont calculés préalablement a I’utilisation du systeme de RA, au
cours d’une phase dite de calibration de la caméra

» Utilisation d’une mire de calibration ou d’un damier imprimé

N
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L’algorithme de calibration DLT

Chaque correspondence donne ,

lieu & deux équations : g = kit PoYi+ Rz + Py
| P31>(i + P32Yi + P33Zi + P34

V. = I:)21>(i + I:)22Yi + PZBZi + I:)24

L | F)31><i + F)32Yi + I:)33Zi + F)34

{Pllxi + P12Yi + PlSZi + I:)14 - P31Xiui o P32Yiui o PSSZiui o P34ui =0
P21Xi + PzzYi + PZBZi + I:)24 o I:)31XiVi o P32Yivi o PBSZiVi o P34Vi =0
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XY Z 1 0 0 0 0 -Xu -Yu -Zu
O 0 0 O X, Y Z 1 —Xv, —Yv, -Zv,

11 coefficients a estimer

Chaque correspondance 3D-2D donne 2 equations
— 6 correspondances doivent étre connues

En pratique, un plus grand nombre de correspondances sont utilisées




L’algorithme de calibration DLT

» Extraction de la matrice K

On considere la matrice P, constituée des 3 premieres colonnes de P:

P=(P;|c,)
P, =KR

On calcule

P,P] = (KR)(KR)" =KRR'KT = KK

K étant une matrice triangulaire (supérieure), elle peut étre calculée en
utilisant la méthode de factorization de Cholesky

La matrice @ = (KKT)_1 est appellée image de la conique absolue

8
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Calcul du point de vue

» Nous considérerons deux méthodes de positionnement base image :
» Méthode 1 : Utilisation de points du modele identifiés dans I'image

» Méthode 2 : Utilisation de contraintes entre des points de fuite de I'image

Centre,
optique

8
=
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Méthode 1

Correspondancgs
3D/2D

aw
[:'f.:-_'! ¥

l Recalage

W s

W
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llustration géometrique

» Les points du modele correspondant aux points de I'image doivent
se trouver sur les "rayons inverses" de I'image

» Un seul point de vue (orientation + position) est possible lorsque
4 correspondances de points sont connues

W
w

9102/10/TL

99jUBWBND 9}(D81 D] BP BLIBUWO0DD)



Le probleme PnP

» PnP (Perspective-n-Points) : estimation de |’orientation R et de la
position T du repere monde par rapport au repere cameéra, a partir
de n correspondances de points 3D/2D

» P3P : suffisant en théorie mais 4 solutions — ajout de contrainte
nécessaire
MB

1/ 7
/mz

W
N
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La méthode P3P

C

Chaque paire de correspondances M;<m; et M;~m; donne une contrainte sur les

distances (inconnues) x; = | [M;-C| | et ;=] |M;-C| |:
2 =2 2

d;i® = X2 + X*— 2 X; X; COSOy,

d; = 1 IM; - M;] | estla distance (connue) entre M; et M;

0;; est I'angle (connu) entre (CM;) et (CM))

W
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La méthode P3P

(cm,J fem,) _

_—

cosé., =

Cm, =K™m,

coso; =

2 2
(mJTa)mj)U (miTa)mi)U

cm,J fem)

i Hc—mj’ cmiH W

avec w = (KKT )‘1 I'image de la conique absolue

LW
(@)
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La méthode P3P

Algorithme :
1. Résoudre les distances x;
2. Calculer les positions M.¢ des points M. dans le repere camera

3. Calculer R et T comme la transformation rigide entre les M; et les M.¢

@)
~
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Optimisation non linéaire

» Les méthodes PnP peuvent manquer de précision, surtout lorsque n
est petit

» Le point de vue est généeralement affiné en utilisant une
optimisation non linéaire (Gauss-Newton, Levenberg Marquardt, ...
tenant compte de tous les appariements disponibles :

N’

- 2
min Z||K[R|T]I\/Ii —m;|

» Intéréts:

» Minimisation d’une erreur ayant un sens physique (erreur de
reprojection, en pixels)

» Peut prendre en compte un nombre arbitraire de points

W
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Méthode 2 : utilisation des points
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Méthode 2 : utilisation des points
de fuite de I'image
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Le point de fuite
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Obtient-on un point de convergence ?
Si oui, comment le construire
géomeétriguement ?




Le point de fuite

Point de fuite
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Géométrie de la réalité augmentée
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Le point de fuite
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Géométrie de la réalité augmentée
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Point de fuite




Le point de fuite




Le point de fuite

La droite reliant le point de vue au point de fuite es

parallele aux directions de I’espace dont les
projections convergent vers le point de fuite




Géeométrie de la réalité augmentée
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Le point de fu




Le point de fuite
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Le point de fuite

Géeométrie de la réalité augmentée
12/01/2016
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Le point de fuite
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Est-ce un hasard ?
Que peut-on en déduire ?




Calcul du point de vue a partir d’un carrée au
sol, parallele au plan de projection

—

I v
\ 1211»3 de fuite
" “‘

o)
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Calcul du point de vue a partir d’un carrée au
sol, parallele au plan de projection

Exemple : L'Ecole d'Athénes (Raphaél)

Ol
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Calcul du point de vue a partir de deux points
de fuite horizontaux

Point principal (projection
orthogonale du centre optique
dans le plan image)

.OI
L

Ligne de terre




Calcul du point de vue a partir de deux points 53
de fuite horizontaux

| Deux points de fuite
/ correspondant a des

directions orthogonales




Calcul du point de vue a partir de deux points 54
de fuite horizontaux

Ligne d’horizon
(contient le point
principal)




Calcul du point de vue a partir de deux points 55
de fuite horizontaux




Calcul du point de vue a partir de deux points
de fuite horizontaux

Comme les deux directions
des points de fuite sont
perpendiculaires, le centre
optique est sur ce cercle




Calcul du point de vue a partir de deux points
de fuite horizontaux

Le centre optique BN
estici!




Calcul du point de vue a partir de deux points 58
de fuite horizontaux

« Projection inverse »
de la face au sol




Calcul du point de vue a partir de deux points 59
de fuite horizontaux




Application : photomatch (Sketchup)
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Application : photomatch (Sketchup)
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Application : photomatch (Sketchup)
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Application : photomatch (Sketchup)

| i
2 F A re ey [T
+ 4 BF a0 ko T L v T o %
} ol L e 'y A e el

¥ "g',' by S

@))
w

9102/10/TL

99jUBWBND 9}(D81 D] BP BLIBUWO0DD)



Les calculs

V' ow
(VTCOV)1/2 (WT(DW)UZ

avecm = (KKT )'1 I'image de la conique absolue

cos@ =

0= % — v'ow =0, ce qui permet d'obtenir K

Puis:
SV

W = K'lw/HK'le
R=(V W VxW)

o
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