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La perspective centrale

Ambrogio Lorenzetti, Les effets du bon gouvernement, 1340



La perspective centrale

« Quand donc la lumiere du jour entoure le flux issu des yeux, alors le
feu intérieur qui s’échappe, le semblable allant vers le semblable,
apres s’étre combiné avec la lumiere du jour se constitue en un seul
corps ayant les mémes propriétes tout le long de la droite issue des
yeux, quel gue soit I’endroit ou le feu qui jalllit de I’'intérieur entre en
contact avec le feu qui provient des objets extérieurs »

Platon, Timée, vers -360



La perspective centrale

f’.n'nrmg
with ~~_ -~ /" Al K :
sighting
hole

Sjgbr line

La tavoletta de Brunelleschi, vers 1420




La perspective centrale

Albrecht Durer, Instructions pour mesurer (Le
dessinateur de la femme couchée), 1527



La perspective centrale
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Naissance de la geometrie

alaébrique LA
g q CEOMETRIE.
LIVRE PREMIER.

Des problefmes quon peut confEruire [ans
_y employer que des cercles ¢o des
lignes droites.

4 penuent facilement reduire atels termes,

76 qu'il n'eft befoin paraprés que de connoi-

R ftre lalongeur de quelques lignes droites,
pour les conftruire.

Et come toute |’ Arithmetique n'eft compofée, que commé:
de quatre ou cing operations, qui font I'Addition, als Solcnl
Souftraction, [a Multiplication, la Diuvifion, & IEXtra- thmeti-

. @ ue [e
&ion des racines, qu’on peut prendre pour voe efpece :Eir?vu .

de Divifion : Ainfi n_l'at'on autre chofe a faire en Geo- s ops
metrie touchant les lignesqu'on cherche, pour les pre- Geome.
pareraeftre connués, que leur en adioufter d'autres , ou -
enofter, Qubien en ayant vae, que ¢ nommeray ['vnueé

pourla rapporter d‘autant micux aux nombres , & qui

peut ordinairement eftre prife a difcretion ,puis en ayant

encore denx autres, en trouuer vie quatricime , qui foit

al'vne de ces deux, comme laucre eft al'vnité, ce quieft

le mefme que la Maultiplication ; oubien en trouuer yne
quatriefme, qui foita I'vne de cesdeux, comme l'vnite

René Descartes, 1637



Origine de la trigonométrie

» Du grec "trigone" (triangle) et "metron" (mesure)

Aryabhata I'Ancien (476 ; 550)
utilise la demi corde :
premieres tables de sinus

Hipparque de Nicée (-190 ;
-120) : premieres tables
trigonomeétriques

L

La regle de Ptolémée
(90 ; 168)

10



Rappels sur la trigonomeétrie et le
produit scalaire

11



Rappels sur les changements de 12
repere

Y

Si (X,Y) sont les coordonnées du point Méme question si le repere (f ; f ) est, Transformation inverse :

M dans le repére (I ,] ), que valent ses de plus, translaté d'un vecteur £ (x ) =0OM=T +R, (X )

coordonnées dans le repére (7,7 ) ? OM =t+Xl+7Y] y ¥ p Y1

OM =XI+7Y] g () o(3)=Rs' () - Re'T
ty Y

=1 (Gnor TR

X
NG T BTG R )

= ()3t —xm)(5)



Rappels sur les changements de
repere

» Exemple : Quelle sont les coordonnées du point M dans le
repere (I, J) ?

13



Projection dans le plan image

Distance focale
/ Mcam
- ®
IVlcam
C IIII/
Y Repére caméra
/My
; ®
Calcul des coordonnées de m dans le plan
image a partir des coordonnées de M, ¢
exprimées dans le repere caméra (Thales) : 3
® X

14



Passage aux coordonnées pixels

Repére image

m, =V, +k,m,

15



Synthese

Sous forme matricielle
k, f

U’
v | =| O
w 0

u
v | définit m en coordonnées homogenes —
W




La matrice de calibration interne 17

La matrice 0
k,f v,

Vv

0 0O 1

est appelée “matrice de calibration interne” ou “matrice de calibration
intrinseque” ou matrice de calibration” ou “matrice des parametres
intrinseques”

Elle est généralement notée K et paramétrée par quatre valeurs a,, q,,

Uy, Vo:

Le nombre de parametres peut étre réduit sous certaines hypotheses :
* (Uy, V) est parfois pris au centre de I'image
e O, = Q, suppose que les pixels sont carrés




Passage du repere monde au
repere camera

» La projection dans le plan image considere des coordonnées 3D
exprimées dans le repere cameéra

» Les coordonnées des points de la scene sont exprimées dans un
repere arbitraire, appelé « repere monde »

Repére monde

/ ?

/

Repére caméra




Passage du repere monde au
repere camera

Il s’agit d’un changement de repere correspondant a une
transformation rigide de R3 (rotation + translation) :

M.,,=RM+T
ou :

R est une matrice de rotation de taille 3x3 et
T est un vecteur de taille 3

Xcam cam
M, =RM+T — [YcamJ—R[ CamJ—(R|T — Mg, =(R|TM
Z

cam

cam
1

)

M (représente le point M en coordonnées homogénes)

(R| T) est une matrice 3x4

19



La matrice de calibration externe

La matrice
Rll I?13 I?13

(R|T): I:\)21 22 23
R, R, R

est appelée “matrice de calibration externe” ou “matrice de
calibration extrinseque” ou “matrice des parametres
extrinseques”

Elle peut étre paramétrée par 6 valeurs : 3 pour la rotation (angles
d’Euler, ...), 3 pour la translation

20



La matrice de projection

En composant la projection et le changement de repéere on
obtient :

P=K(R|T) est appelée matrice de projection

21






Calibration de la cameéra 23

» La matrice de projection P = K(R | T) comporte une partie
intrinseque (K) et une partie extrinseque (R et )

» Les parametres intrinseques de la cameéra restent géenéralement
fixes pour un dispositif de RA donné

» lls sont calculés préalablement a I’utilisation du systeme de RA, au
cours d’une phase dite de calibration de la caméra

» Utilisation d’une mire de calibration ou d’un damier imprimé




L’algorithme de calibration DLT

Chaque correspondence donne ,
lieu & deux équations : g = kit PoYi+ Rz + Py

| P31>(i + P32Yi + P33Zi + P34
V. = I:)21>(i + I:)22Yi + PZBZi + I:)24
L | F)31><i + F)32Yi + I:)33Zi + F)34

{Pllxi + P12Yi + PlSZi + I:)14 - P31Xiui o P32Yiui o PSSZiui o P34ui =0
P21Xi + PzzYi + PZBZi + I:)24 o I:)31XiVi o P32Yivi o PBSZiVi o P34Vi =0

XY Z 1 0 0 0 0 -Xu -Yu -Zu
O 0 0 O X, Y Z 1 —Xv, —Yv, -Zv,

11 coefficients a estimer

Chaque correspondance 3D-2D donne 2 equations
— 6 correspondances doivent étre connues

En pratique, un plus grand nombre de correspondances sont utilisées




L’algorithme de calibration DLT

» Extraction de la matrice K

On considere la matrice P, constituée des 3 premieres colonnes de P:

P=(P;|c,)
P, =KR

On calcule

P,P] = (KR)(KR)" =KRR'KT = KK

K étant une matrice triangulaire (supérieure), elle peut étre calculée en
utilisant la méthode de factorization de Cholesky

La matrice @ = (KKT)_1 est appellée image de la conique absolue

S
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Le probleme PnP

» PnP (Perspective-n-Points) : estimation de |I’orientation R et de |la
position T du repere monde par rapport au repere cameéra, a partir
de n correspondances de points 3D/2D

Correspondances
3D/2D

1r:m

W es '




Le probleme PnP

» Les points du modele correspondant aux points de I'image doivent
se trouver sur les "rayons inverses" de I'image

» Un seul point de vue (orientation + position) est possible lorsque
4 correspondances de points sont connues

28



La méthode P3P

» P3P :suffisant en théorie mais 4 solutions — ajout de contrainte

nécessaire
M3
\Y
f g
ms

Vs




La méthode P3P

Chaque paire de correspondances M;<m; et M;~m; donne une contrainte sur les
distances (inconnues) x; = | [M;-C| | et ;=] |M;-C| |:

dij ij?

d; = 1 IM; - M;] | estla distance (connue) entre M; et M;

2= X+ X#— 2 X; X, COsO

0;; est I'angle (connu) entre (CM;) et (CM))

30



La méthode P3P

cmJiem)  [em[iem)

i Hc—mj’ cmiH W

Cm, =K™m,

cosé., =

CosO; = avec w = (KKT )‘1 I'image de la conique absolue

2 2
(mJTa)mj)U (miTa)mi)U

31



La méthode P3P

Algorithme :
1. Résoudre les distances x;
2. Calculer les positions M.¢ des points M. dans le repere camera

3. Calculer R et T comme la transformation rigide entre les M; et les M.¢

32



Méethodes PnP

» RANSAC P3P ou autres méthodes directes

» Affinement utilisant une optimisation non linéaire (Gauss-Newton,
Levenberg Marquardt, ...) tenant compte de tous les appariements
disponibles :

- 2
min Z||K[R|T]I\/Ii —m;|

33



Points de fuite d’une image

34



Projection de droites paralleles 35

Obtient-on un point de convergence ?
Si oui, comment le construire
géomeétriguement ?




>
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Point de fuite




Point de fuite



Exemple 1

38



Exemple 2

39



Des points de fuite au point de vue

40



Propriété des points de fuite




Propriété des points de fuite




Propriété des points de fuite

Propriété

La droite reliant le centre optique au point de fuite est parallele aux
directions de I’espace ayant engendré le point de fuite




Propriété des points de fuite




Propriété des points de fuite

45



Proprieté des points de fuite

; \\\ﬁ._ et
T
“!\.'i“ |i|

| y e \
| i T wa BN
i F L P B Tl .
3 I 5 3 N e W
1 | - 4 el | |
4 v !
\ 4 g -
- ]
= =

= | Masaccio, La Trinité, 1427
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Propriété des points de fuite 47

Est-ce un hasard ?
Que peut-on en déduire ?




Des points de fuite au point de vue 48




Des points de fuite au point de vue 49




Des points de fuite au point de vue 50




Des points de fuite au point de vue 51

Repére de Manhattan




Des points de fuite au point de vue 52




Des points de fuite au point de vue 53




Des points de fuite au point de vue 54




xemple : photomatch (Sketchup) 55
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Exemple : photomatch (Sketchup)
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Exemple : photomatch (Sketchup) 57




Exemple : photomatch (Sketchup) 58
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Stéréovision

» Deux caméras calibrées observent la scene en méme temps

60



Stéréeovision

* Trouver R,t (mouvement relatif) tels que tous les "rayons inverses"se "
croisent = on obtient les points 3D en sous-produit




La contrainte epipolaire

Droite épipolaire




La contrainte épipolaire




La contrainte epipolaire

» Utile pour ’'appariement de points (exemple sur deux images
rectifiées)

‘ left image band (x)
i right image band (x/)

‘ correlation

Courtesy Oxford,
Visual Geometry
Group

disparity = x/ - X



Exemple de reconstruction dense

£ St b7 X

Image de gauche




Exemple de reconstruction dense

Vue du nuage de
Carte de points reconstruits
profondeur triangulé et texturé
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