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Résumé : Dansle but de modélisel’apprentissageleslanguesaturellesnous
nousintéressonal’apprentissagdeslangageséguliersd’arbresapartird’exemples
positifseteninteractionavec un expert.L'expertestun oraclequi connaitie lan-
gageappriset qui réponda desquestionsi’appartenancéNousdonnonsin algo-
rithme efficaced’apprentissagdansce paradigmenousmontronssacorrection
etl'illustrons surun exempledétaillé.

Mots clef : langageséguliersd’arbresapprentissagejuestiong’appartenance

1 Introduction

1.1 Des motiv ations linguistiques

Depuisles années$0, Chomsly et son écoleont mis en évidence’existenced’'une
grammaireuniverselleinnéedanslaquellechaqudanguepeutétredécrite.Cettecapa-
cité a gérerles donnéepermetde découvrirla structuredesphraset les catégories
associéeaux mots. Une conséquencestnotrefacultéa décidersi unephraseestou
n’est pasgrammaticalementorrectesansconnaitrenécessairemenme sensde chaque
mot qui la composel’information apportégarle sensd’'un mot n’estpasdirectement
utile, mais permetjuste de désambiguiseplus rapidementune phrase Nous voyons
quele constituantde basede I'apprentissagestla phraseet nonle mot. Le sensd’'un
mot pris commesuite de phonémesstarbitraire.L'apprentissage’une languepasse
obligatoiremenparl’apprentissagele sonlexique.Cependantynephrasen’estpasun
amalgamede mots qui seraitgénéréepar un automated’étatsfinis piochantdansun
lexigue.Au contraire,nousne connaissonpastoutesles phrasesparcontrenouspou-
vonsles générerL'apprentissagelu langageconsisted détermineres structuresdes
phrases.
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Pourcela,il fautpenserunephrasecommeun arbredanslequellesmotsdépendent
lesunsdesautres.Cetarbreestconstruita partir de la spécialisatiorde la grammaire
universellede la langueétudiée.Ainsi Christophe(Christophe,2000) montrele rdle
capitalde I'intonation, ce que Pinker (Pinker, 1994) appelleles leconsde grammaire
implicite infligéesaux bébésen « Motherese». L'intonation structureles motsde la
phraseUn bébéa accésnon a une phraselinéaire maisbien a uneinformation semi-
structurédaite d’'une suitede phonemeséparépar desfrontieresmarquéesA partir
d’'unvocahulaire,'enfantcommencé produiredesphrasegu’il n’ajamaisentendues.
Cettegénéralisatiorestla conséquencéela constructiordereglescohérentesvecles
exemplesCesreglesmettentenrelationdesmotset permettenta productionde struc-
turessimilairesaux structuresdesphraseentendueslLa phraseestcomprisecomme
un objetsemi-structuréi.e. un arbrecommecelaestillustré parla figure 1, et queles
phrasesontconstruitegarcalcul.

Un autreaspecimportantdoit étrementionné I'environnementlUn enfantapprend
une languepar interactionavec sesproches.Ce dialoguefournit desinformationsa
I'enfant.Nouspourrionsentamemunelonguediscussiorsurla natureexactedel'infor -
mationapportéeparl’environnementDansl’hypothésda plusbassecelle-ciseréduit
a savoir si oui ou nonune phraseproduiteestcorrecte Ainsi, il paraitraisonnablede
pensergue I'enfant peutconcluredu fait qu’un phrasegu’il vient de prononcem’est
pascomprise guecelle-cin’estpascorrecte.

1.2 Inférence des langages régulier s d’arbres

D’un pointdevueformel,nousnousplagonslande cadregénérabdesgrammairesé-
gulieresd’arbres Bienqueceslangagesoienttrésutiliséseninformatiquejls semblent
délaissépour le traitementautomatiquedeslanguegTAL). Pourtantles grammaires
pourle TAL manipulentréssouwentauncertainniveaudeslangageséguliersd’arbres.
Par exemple,les ensemblesl’arbresd’analysedesgrammairesalgébriquest catégo-
riellessontréguliers L'apprentissagdeslangageséguliersd’arbresa étéétudiéed’un
point de vue stochastiquelans(Carrascecet al., 1998). Notre cadred’inférencegram-
maticaleestcelui de I'identification exactea partir d'un ensembldini d’exempleset
derequétesi’appartenanceNousdisposonsd’'un ensembldini d’arbresd’un langage
régulier L etnouscherchonsin automategui reconnaitl, enposantdesrequétes!’ap-
partenanc@un oracle.Pourl'apprentissagelu langageles exemplessontdesphrases
forméesdesmotset de leursdépendanceg.e. desarbresde dépendancesgt lesre-
guétesd’appartenanceontobtenuespar« I'oracle » formé parles parentdel'enfant.

1.3 Inférence a partir de requétes d’appar tenance

Le paradigmejuenousconsidéronsgstbienconnudela communaut@uisqu’il s’agit
d’apprentissag@ partir de requétesLe lecteurpourrase référera différentsétatsde
I'art commecelui de Angluin (Angluin, 1988).Différentstypesderequétesontprisen
comptesasavoir I'appartenancd,équivalencele testde sous-ensemble, .

De nombreuxtravaux ont porté sur I'inférence grammaticalea partir de testsd’ap-
partenanceet d’équivalence.Angluin (Angluin, 1987) a démontréque les langages
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La phrasex Ertol estun chat» peutétremisesousformed’un arbrede dépendance

Ertol estun chat

[

FIG. 1 — Exemplesemi-structurés

réguliersde mots sontainsi identifiables.SakakibargSakakibara,1 988) a étudiéles
langagesl’arbresde dérivationdesétiquetéskeletontreg de grammaireslgébriques.

A notreconnaissancde seultravail qui ne prenden compteque desrequétesd’ap-
partenanc@ourl’inférencegrammaticalestceluide Angluin (Angluin, 1981)ausujet
deslangageséguliersde mots. Dansun contete linguistique,unerequéted’équiva-
lencen’a pasde sens.Un enfant ne peutpasdemandeg sesparentssi la grammaire
gu’il a élaboréestbienéquivalentea celledu francais.

Danscet article, nousproposonsun algorithmeefficace, polynémial dansla taille
desexemples,qui apprendles langageséguliersd’arbres.La corvergenceest assu-
réesi 'ensembled’exemplescontientles exemplescaractéristiquedu langagecible.
Typiguement,un exemplecaractéristiquestun exemplequi excite unetransitionde
l'automated’arbres.L’algorithme est prochede ceux décritspar Angluin dans(An-
gluin, 1981)et (Angluin, 1987).Mais il comporteaussidesdifférencesotoires.Tout
d’'abord,la signaturedesarbresentraine sil'on n'y prendgarde uneexplosioncombi-
natoire.En effet, Angluin testetoutesles transitionspossiblesd’un automatede mots.
Or, le co(itde cetteénumératiorseraitexponentielenl'arité dessymbolesdela signa-
turedansle casdesarbres De cefait, nousremplagongetteapprocheparla définition
d’'un ensemblesufiisantde contextespourdémarremvecunepartitioncorrecte L'autre
différenceestla constructiord’un contecte quand’algorithmeconstatequel’automate
estnon-déterministeDansle casdesmots,il suffit derajouterunelettre.Pourlesarbres,
il fautcalculerunensemblale contecte pourdéterminequelestle sousarbrecoupable.

2 Langages regulier s d’arbres

Pourtoutensemblele symbolesF ettoutensemblalevariables X', lestermessont
définispar: un symbolede F estun terme,une variablede X' estun termeet si f
estun symbolede F etty,...,t, sontdestermes,alorsf (ty,...,t,) estunterme.
L'ensembledestermesestnoté 7(F, X) et I'ensembleT (F) = T(F, ) estl'en-
semblesdestermesclos. Ainsi, les arbresordonnéset étiquetésse représentenpar
destermes.Pour tout termet, I'ensembledessous-termesle t est'ensembleS(t)
définipar: t € S(t) etsif (t1,...,t,) € S(t) alorsty,...,t, € S(t). Pourtout
ensemblede termesé, S(€) estla réuniondesensemblesles sous-termesles élé-
mentsde £. Pourtout termet et tout sous-termes det, la profondeurdepth(t, s) de

1. Lesvariablessontconsidéréesommedessymbolesspéciauwd’arité 0.
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s danst estégalea 0 sit = s etégaleal + depth(t,f (t1,...,t;,S, tit1,-.-,tn)) Si
f(ts,---,t,8,tiy1,---,t,) €stunsous-termelet.

Un contete estun termecfo] qui contientune variable particuliéreo a une seule
occurencela variables marqueun emplacementide dande terme.La substitutionde
© paruntermes senotec[s]. On pourrautiliser cettenotationpourindiquerquele terme
s estun sous-termealec[s]. Pourunensemblelonnédetermest, C[£] estl'ensemble
descontextes obtenusa partir de tout élémentt de £, en remplagantexactementun
sous-termelet paro. Enparticulierpourtoutensemblaletermes, C[£] contiento.

Un automated’arbresd’étatsfini (NFTA) estun quadrupletd = (F, Q, Or, —4)
ou @ estun ensembildini d'états,Qr C Q estl'ensembledesétatsfinauxet — 4 est
I'ensembledestransitionsUnetransitionestuneregledelaformef (¢i,...,¢.) =4 ¢
olgq etq,-..,q, sontdesétatsde Q etf estun symbolede F. En particulier une
transitionpeutétredelaformea — 4 g olle symbolea auneariténulle.

Un automated’arbresd’étatsfini estdéterminist§DFTA) s'il n’existepasdeuxtran-
sitionsdistinctespossédantlespartiesgauchesdentiquesPourcesautomatesia rela-
tion — 4 estle graphed’une fonctionnotéed 4. Commedansle casdesautomatesle
mots,il aétémontréquepourtoutlangagereconnuparun automatenon-déterministe,
il existeun automatedéterministequi le reconnai{Comonetal., 1997).

La dérivation simple — 4 estdéfiniepart — 4 s si et seulemensi il existe une
transitionf (¢1,...,q,) —4 g tellequet = uff (q1,...,¢n)] €ts = u[g]. On notera
que—4C T(F, Q) x T(F, Q), etquelesétatsde Q sontvuscommedesvariables.

Larelationdedérivation—, 4 estla cltureréflexiveettransitvede— 4. Lelangage
d'arbresreconnupar A estl’ensemblef 4 = {t € T(F) : t =, 4 g7 etgs € Qr}.

Soit un automated’arbres A = (F, Q, O, —4) et unefonction surjective ¢ de
Q dans@’, ou Q' = ¢(Q) estun ensembl€ini quelconque¢ définit un automate
A = ¢(A), avec A’ = (F, $(Q), p(Qr), p(—4)) etg(— 4) estl’'ensembledesregles
delaformef (¢(q1),...,d(qn)) =4 ¢(q), pourtoutesréglesf (¢1,...,q,) =4 ¢
dans— 4. Pourtout arbret, sit —. 4 ¢ alorst —. 4 ¢(qg), ce qui implique que
L4 C L. Si¢ esthijective, on dit que ¢ estun renommagedes étatset I'on a:
;CA = ,CA/.

D’aprésle théoremede Myhill-Nerode (Comonet al., 1997),tout langagel, défi-
nit unerelationd’équivalence=, par: pourtoutt ettouts dansS(L£), t =, s si et
seulemensi pourtout contexte c[¢] dansC[T (F)], c[t] € £ < c[s] € L. Le théoréme
de Myhill-Nerode implique que pour tout langage’, il existe un automateDFTA A4,
nommeéautomateminimalde £ tel que:

- L=La,

— pourtoutautomated’ tel queL = L 4+, le nombred'étatsde A’ estsupérieuiou
égalaunombred’étatsde A.

De plus,cetautomateestuniquea un renommagelesétatspres,et pourtoutarbret et
toutarbret’ ona: §4(t) = da(t') sietseulemensit =, t'.
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3 Ensemb le caractéristique

Si £ estunlangageégulierd’arbresquelconquestC un sous-ensemblge £, ondira
queC estun ensemblearactéristiquede £ si pourun automateminimal A de £, pour
toutereglef (¢1,...,¢,) =4 gdeA, il existeunarbret =f (ty,...,t,) dansS(£) tel
quevl < i < n, §4(t;) = ¢;2. Puisque’automateminimal d’un langageestuniquea
unrenommagelesétatsprés,la définitiond’ensemblecaractéristiquestindépendante
du choix d’un automateminimal particulier

De maniéreinformelle, un ensemblecaractéristiquel’un langagel estun sousen-
semblefini C tel que pour automateminimal de £, chaqueregle a été utilisée pour
produireune fois au moinsun élémentde C. Enfin tout ensemblefini contenantun
ensemblearactéristiguestaussicaractéristique.

Exemplel Soitl'automateminimal.A; définipar lesrégles:

c A4 4
b —A Q1
a(qi,q) —a QD
a(q05 q) —A 4o

ou go estle seulétatfinal. Ona £ 4, = {a(...(a(b,c))...,c) : n > 0} etpourtout
N——

n

n > 1, le singleton{a(. .. (a(b,c)) ..., c)} estun ensemblecaractéristiquede L 4, .
N——
n
Soitpourtoutm > 0, 'automate4,,, suivant
cC —A,. g

—Anm  dm
a(gm,q) —An Gm-1

a(quq) _>-Am do
a(go,q9) —A.

ou go estle seulétatfinal. Alors £ 4,, = {a(...(a(b,¢))...,c) : n > m}. Pourtout
——
n
n, le singleton{a(. .. (a(b,c)) ..., c)} estunensemblearactéristiquede tout langage
N—_——r

n
La,,,pourd < m < n.

4 Apprentissa ge

Nousnousintéressons I'identification de la classedeslangageséguliersd’arbres
a partir d'un ensemblecaractéristiqueOn dira qu’un algorithme estun algortihme

2. PuisqueA estdéterministepnad 4(t) = g.
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d’apprentissageour la classedeslangageséguliersd’arbressi: pour tout langage

L, si I recoitun ensemblecaractéristiquesn entrée,alors A donneun automatemi-

nimal A ensortieavec L = L4. D'apresl’exemplequi précédejl ne peutexister

d’'algorithmed’apprentissagainsidéfini pourla classedeslangageséguliersd’arbres.

En effet, si un tel algorithmeexiste, il doit étre capablede trouver un unique auto-

matepourl’entrée{a(.. . (a(b,c)) ..., c)}, oun estunentierquelconqueOr pourtout
——

n
n > 1, {a(...(a(b,c))...,c)} estun ensemblecaractéristiquele plusieurslangages
N —

(I’ensemblegesﬁAm, pour0 < m < n). Pourrésoudrde problemed’apprentissage,
I doit pouwir bénéficierd’information supplémentaireoncernante langagea iden-
tifier. Cetteinformationsupplémentairdui estfournie gracea uneinteractionavecun
oracleO. L'oracle O connaitle langagecherchéet il estcapablede répondrea des
questiond’appartenancd’un termeproposépar acelangageAinsi I prendenentrée
un ensemblecaractéristiqued’un langageinconnu £, il poseune sériedesquestions
d'appartenancéetermest qu'il choisita un oracleO et l'oracle lui répondvrai ou
fauz suvantquet appartienta £ ou pas.Le processus’arrétequand] n’a plus de
questionasoumetred O et I fournit unautomateA ensortie.

4.1 Réduction du probléeme

Classiguementpousallons montrerque le problemed’identification d’'un langage
réguliera partir d’'un ensemblecaractéristiqué€ peutseréduirea un problémede par
titionnementde C. Soit £ un langagerégulier d’arbresquelconquest C un ensemble
caractéristiquele £. Si = estunerelationd’équivalencesurC alors= définitun auto-
mateAc — par: Ac = = (Fe,=, Qc,=, Qr,c,=, —4c.=), OU

— Fe,= estl'ensembledessymbolesttiquetantesarbresdeC,

— Qc,= ={[t],t € S(C)}, ou[t] estla classed’équivalencedet,

- Qrc=={[t],teC},

— e =T ([tu]s .-, [ta]) 2ac o [F (tr, o t0)], (1,00 1) € S(O)}.
Onnoteraquedansle casgénéral A¢ = n'a aucuneraisonparticuliered'étre détermi-
niste.

Lemme2
PourtoutlangageC, pourtoutensemblearactéristiqué deL, 'automateAc,
unautomateninimaldeL, ou= ¢ estla restrictionde=,. surS(C).

=, est

Démonstration.Considéronsin automateminimal A = (F, Q, Qr,—4) de L etla
fonctiony : Q — {[t],t € S(C)} définiepary(d(t)) = [t], pourtoutt dansS(C).
PuisqueC estun ensemblecaractéristiqueq chaquedtatq de Q, correspondin terme
t dansS(C) tel qued 4(t) = ¢ (chaquedtatq apparaidansla partiedroited’uneregle
de— 4). Alors ¢ estbiendéfinieet on vérifie facilementquey estunrenommageales
étatsde A.

D’apresle lemmeprécédentgui estuneconséquencdirectedu théoréemede Myhill-
Nerode e problémede constructiord’un automateminimal pourunlangageC a partir
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d’'un ensemblecaractéristiqu& peutseréduireau problémede partitionnemente C
suivantlarelation= ¢. Eneffetle théorémele Myhill-Nerodecaractéris¢outlangage
régulierd’arbres(résultatéquivalentsurles mots)entermed’ensembldini de classes
d’'équivalence Chaqueclassecorrespondand un étatd’un automateminimal pourle
langage reconstruirecet automaterevient a reconstruirda relation d’équivalencesur
unensemblearactéristique.

4.2 Tableau d’obser vation

Commedans(Angluin, 1987),I'information traitéeparl’algorithme d’apprentissage
serastockéedansuntableaunommétableaud’observation

Soit £ un langagequelconquef un ensemblequelconquede termesfini et F un
ensembldini quelconquele contextes.Le tableaud’observationT . (€, F) relatif a £,
& andF, estdéfinipar:

— chaqudigne correspondiun élémenidef,

— chaquecolonnecorrespondun élémenteF,

— pourchaque dans€ etchaquecfo] dansF, T (t, c[o]) = vrai sic[t] estdansl
etT.(t,c[¢]) = fauz sinon.

Un tableaud’obsenationT (£, F) définitunerelationd’équivalence=r, ¢ r) suré
par: pourtoutt ettoutt’ dans&, t =5, ¢ r) t' si etseulemensi lesmotsiigne(t) et
ligne(t') construitssurl'alphabet{vrai, fauz}* etcorrespondamespectiementaux
lignesdet ett’ dansT. (&, F) sontégaux.

Remarque 3 Pourtoustermest ett’ de&, sit 7, (¢,r) t, alorst Z. F t'. End’autres
termesja partition = r raffinetoujoursla partition =7, (¢ ).

Untableaw’obsenationT (£, F) estdit conéentlorsquepourtoustermed (ty,...,t,)
etf (t,...,t,) deS(£) , sipourtoutl < j < nona:

ti =106 1

alors
f(ts,. . te) Erem f(H,. ., 1,).

Nousallons maintenandéfinir notre algorithmed’apprentissageCelui-ci prendun
ensemblecaractéristiqued’un langageinconnuen entrée,puis construitune sériede
tableauxd'obsenational'aide del'oracle. L'algorithmeterminelorsquele dernierta-
bleauconstruitestcohérent.

4.3 VLalgorithme IRTL

Initialisation: F = C[C];
Constructiordu tableauT' (S(C), F) al'aide dequestionsi’appartenanca O;
TANTQUE
T (S(C),F) il existef (t1,...,t,) etf (t},...,t,) dansS(€) telsque
f(te,...,tn) Zrose)p f(t,---,t,) etpourtoutl < i < n,
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ti Sra(s(0).p) b
FAIRE
Trouverun contexte c[¢] dansF tel quec]f (ti,...,t,)] € £
etc[f (t},...,t,)] ¢ £;
F=FU{c[f (t1,..-,ti—1,0, tit1,.--,tn)], 1 <i <n};
ConstructiordeT(S(C), F) al'aide dequestionsl'appartenanca O;
FINTANTQUE
Retournef'automateA=, ) -

4.4 Preuve de correction

Nousallonsmontrerquela constructionitérative du tableauet la verificationde la
cohérencé chaquettapepermetderaffiner la partitionjusqu’al’obtentionde = ¢.

Lemme4

Soient unlangagerégulierd’arbres,£ un ensemblele termesquelconque un en-
semblecaractéristiqugoour L, F un ensemblede contextes contenaniC[C] et A un
automateminimal pour L. Pour toute paire de termest ett' de&, sit =r, (s t,
alorspourtouteréglede la formef (q1,..., ¢i—1,04(t), ¢ix1,---, gn) =4 T dansA,
il existe égalementin régledela formef (q1,...,¢i—1,04{t"), Gix1,---,qn) =4 1’
dansA.

Démonstration.Supposons =1, ¢ ) t' dans€ etf (qi,...,¢-1,04(t), Gy1,-- -,
gn) — 4 r uneréglede A. PuisqueC estcaractéristiqueet F contientC[C], il existe
un contexte de la forme c[f (t1,...,t;_1,9,tit1,...,t,)] dansF, ot d4(t;) = g;,
V1 < j # i < n. Daprésle définitionde T (€,F), ona Tz (t,c[f (t1,...,ti—1,9,
tiy1,..-,tn)]) = vrai. Deplus,t =7, ¢ ) t' impliquequeT,(t', c[f (ti,...,ti—1,9,
tit1,--.,tn)]) = vrai. Puisquecf (t1,...,t;—1,t', tiy1,...,ty)] €stdans., il doit
existerunereglef (q1,---,qi—1,04(t), gix1,---,qn) =4 1’ dansA.

Théoréme5

Soit L un langagerégulierd’arbres,C un ensemblecaractéristiquede L etF un en-
semblede contextescontenanC|[C]. Si=r, ¢ ) n'estpaségalea=. c, il existedeux
termed (ti,...,ti—1,ttipr,... t,) etf (ty,...,t;_;,tti, , ..., 1)) dansS(C) tels
que:

- f (tla SRR PR ) VAR PR 7tn) ?_éTL(C,F) f (tlla I 7t{5717t17t{i+17 ER 7t;z)7

-ti=¢c t;-, pourtoutl < j #1i<mn,

-1 ETL(C,F) t'.

Démonstration.Si =7, (¢ r) N'estpaségalea =, c, il existe deuxtermest ett’ dans
S(C) telsquet =7, (c,r) t' ett Z, ¢ t'. t Z, ¢ t' implique l'existenced’un contexte
clo] tel quec[t] € L etc[t'] ¢ L.
Définissonde contexte c[o] par:
— il existedeuxtermess ets’ dansS(C) telsque

— !
— S=T.(CF) S
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—c[s] € Letc[s']| ¢ L
— depth(c[o]) = min{depth(c'[¢]),Ju,u’ € S(C),u =1, (¢, U, c[u] € L et
c[u] ¢ £}
Montronstout d’abordquedepth(c[¢]) > 0. Sidepth(c[¢]) = 0, onac[oe] = <. Or
o estun contexte de F, doncsis € L ets' ¢ L, alorss Z7, (¢, s’ cequi montre
unecontradictionPar conséquent[¢] peuts’écrired|f (s1,...,Si—1,©,Si,--.,54)], OU

S1,--.5Si—1,Si+1,- - -, Sn_SONtdestermeset d[¢] un contexte tel que depth(cfo]) =
depth(d[¢]) + 1. Puisqued|[f (s1,.-.,Si—1,S,Si+1, - - - ,Sn)] €Stdans., danstout auto-
mate.A minimal pour L, il existeuneréglef (g1,..., ¢i—1,04(S), Git1s---5qn) = A T,

avecg; = 04(s;), pourtoutl < j # i < n. D'aprésle lemme4, il existe aussiune
reglef (gi,--.,¢i-1,04(5'), ¢it1,---,qn) =4 7' dansA, avecg; = 6.(s;), pour
toutl < j # 4 < n.Sir =71, alorsonads(f(si,---,5 1,5Sit15---,52)) =
0a(f (s1,-.-,8i-1,5",Si41,---,5n)) €td[f (s1,...,Si—1,S,Si+1,- - - ,Sn)] €StdANsC im-

pliquequed]f (s1,...,Si—1,S,Si+1, - - - » Sp)] €StdansL cequi contredit’hypothéseC
estunensemblearactéristiqueglorsauxreglest (g1, ..., ¢i—1,0.4(S);, Git1,---5qn) =4
retf (q,...,q-1,04("), gi+1,---, gn) =4 ' corresponderdeuxtermes (ty, ...,

tion, ttigr, ..o te), F(E, .ttt .. 1) dansS(C), avecd A (t;) = (SA(tg.) =
g;, pourtoutl < j #14 < net_&A(f (t1ye-estict, ttip1, ..o tn)) = retda(f (tf,...,
ti_,t,t,,...,t,)) = r'. Finalemensupposonguef (t1,...,ti—1, t,tig1,...,ty)
=1, f(ty, .-ttt ,...,t;,) etmontronsquele contete d[o] contreditla
minimalité dedepth(c[¢]). En effet:

=ttt bt - te) S T, -ttt )

= d[f (t1,.. -, tic1, b, .. ty)] € Letd[f (t, .., t g, t .. 1) ¢ £

— depth(c[¢]) > depth(d[¢])
Onadoncbienf (ty,...,ti—1,t,tig1, ..., ta) Zrcr F (-t . t,)
cequi permetdeconclure.

Remarque6 Si=r, (¢ ) N'estpasegalea =, le théoremeprécédentmpliqueque
T.(C,F) n'estpascohéent. En d'autrestermes,si 'automateT(C, F) estcohéent,
le langage estappriset'algorithme s’arréte

Corollaire7
L'algorithmelI RT L apprenda classedeslangageséguliersd’arbres.

Démonstration.L'algorithmecommenceparla constructionde Tz (£, F) = T(S(C),
C[C]) puisentredansuneboucle.D’aprésle théorémes, si le programmesortde cette
boucle e tableawestcohérenetl'on a=y, ¢ r) estégalea= ¢, etd’aprese lemme2,
l'automateAc =, ¢ estunautomateninimal pour £. Montronsalorsquel'algorithme
termine.La bouclecollectetousles couplesde termesf (ty,...,t,) etf (t},...,t})
dansC, telsqu'’il existeuncontetec[o] dansF avecpourtoutl < i < n,t; =7, (c,F) t;,
c[f (t1,...,tn)] € Letc[f (t},...,t),)] ¢ L. D’aprésle théoréme, parmicescouples,

il enestunf (ti,...,t1,t,tiy1,...,t,) €LF (8], .. t;_,t' 1, ,,... 1), tel que
tj =c.c th, pourtoutl < j # i < n. c[f (t'l,...,t;_l,t',t;:_i_.l-,...,tib)] ¢ L estalors
equivalentac[f (t1,..., ti—1,t, tit1,...,t,)] ¢ L. Pardéfinitiond’ IRT L, lorsquela

bouclesetermine le contextec[f (ti1,...,ti—1, 9, tit1,---,t,)] @étéajoutédF, cequi
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différencidescolonnesiet etdet’ dansl’z (C, FU{c[f (t1,...,ti—1, 0, tit1,---,tn)]}).
Commecescolonnesttaientprécedemmergemblablegt commedeuxcolonnediffé-

rentesdansT.(C,F) le restentdansT,(C,F U {c[f (t1,...,ti—1,9, tix1,---,tn)]}), @

chaquepassagelansla boucle,la relationd’équivalence=y, (¢ ) seraffine (augmen-
tation du nombrede classes)Or =, ¢ esttoujoursplusfine que=r, ¢ r), etcomme
le nombrede classesle =, ¢ estfini (égalau nombred’étatd’un automateminimal

pourL), 'algorithme I RT L ne peutexécutercettebouclequ’un nombrefini defois.

4.5 Comple xité

La compl«ité en tempsde I'algorithme dépendde la taille desdonnéesd’entrée
ainsi que de la taille de 'automatea déterminerLe premiertableauconstruitestde
taille n2, oun estle nombretotal de nceudsiesarbresde I'ensemblecaractéristique
donné.En effet, chaqueligne du tableaucorrespondh un élémentde S(C) et chaque
colonnea un élémentde C[C] et |S(C)| = |C[C]| = n. Ensuite,le nombrede lignes
n'évolue plus et c’est le nombrede colonnesqui augmentede la manieresuivante:
chaquefois gu’uneitérationajoutek contextesaF, deuxlignesdu tableaunitialement
égalessontdifférenciéesOr le nombrede lignesdifférentescorrespondaunombrede
classedl’équivalenceet esttoujoursplus petit quele nombrem d'étatsde 'automate
minimal. De plus, le nombrek de contextesajoutésa chaqueitérationestinférieur a
n. Le nombrede contextes ajoutésestdoncinférieura m x n etle nombrefinal de
colonnesestinférieura m x n + n, soit un tableaufinal den x (m x n + n) cases
rempliespardesquestiong’appartenanced.a compleité estdoncden x (m x n+n)
multiplié paruneconstanteorrespondarautempsderéponsealel’oracle. A celanous
devonsajouterle tempsde vérificationdu tableauqui estlui aussipolynomialdanssa
taille.

4.6 Comparaison

Il estici intéressantlecomparemotrealgorithmea celui de Angluin dans(Angluin,
1981).Cetalgorithmeidentifie la classedeslangageséguliers(de mots)a partir d’'un
ensembldive-completeet de questionsd’appartenanceUn ensembldive-complete
estun ensembléini d’exemplespositifs vérifiant la propriétéque, pour produirecet
exemple,chaqueétatd’un automateminimal a été utilisé. Cette définition estmoins
restrictve que celle d'ensemblecaractéristiqueuisquetout ensemblecaractéristique
estlive-completell estalorspertinentdevoir si l'algorithmefonctionnani partird’un
ensembldive-completeestadaptablei la classedeslangageséguliersd’arbres.ll ap-
paraitquel’utilisation dechaqueransitiondanslesexemplesestnécessairal’appren-
tissage Pourobtenirla propriétéd’'un ensemblecaractéristiqueé partir d’'un ensemble
live-completeAngluin commenceparconsidérechaquemotwa forméd’un préfixew
d’un mot appartenand sonensembldive-completeet d’un suffixe a qui estunelettre
del'alphabet.Ainsi, puisqu’achaquetatd’'un automateminimal correspondau moins
un préfixe w d’'un motdel’ensemblelive-completealorsl’ensemble{wa} obtenuest
caractéristiquePourappliquercettetechniquesurles arbres,il nousfauttrouver pour
chaquesous-arbrel’'un ensembldive-completedonnélc (avec une définition équiva-
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lente a celle deslangagesde mots), tout contexte susceptiblede correspondrex une
transitionde I'automateminimal cherché Ainsi pour chaquesous-arbre il nousfaut
construiretouslestermesdela forme f(ty, - . -, t;, t,ti11, - - -, t,) pourlesajouteraux
lignesdutableau,f étantun élémentdel’'alphabetdetaille k d'arité n(k) choisiparmi
tousles k possiblestlest; pourl < j < n étantchoisisparmitousles sous-arbres
delc. Cetteopérationnécessiteraitlonc X;n (k) !¢l étapesde calcul, ce qui enaccroit
trésnettementa compleité. Notre choix de considéretes ensemblesaractéristiques
permetdoncd’obtenirun algorithmeefficaceavecunepropriétéun peuplusrestrictve
surl’'ensembled’exemplespositifsdonné.

5 Un exemple d’exécution

Soitle langagel défini parl’automateminimal suivant.A3:

a(q1) = A Qo d(g3,q5) =A@ e(qr) = g3 9—=Aq

a(qz) = A qo d(qs,q5) =4 @1 e(gs) =4 @ h =4 gs

b(q1) =4 9o d(g3,q6) =4 @1 (@) =5 i —A Qo
cC=Aq d(q4,96) —4 G2 f(q10) =4 g6 J =4 quo

ol go estl'unique étatfinal. D'aprescettedéfinition,on a:
L ={a(c), b(c), a(d(e(g), f (1)), a(d(e(h), £ (i), a(d(e(g), £ (4))),
a(d(e(h), £(7))), b(d(e(9), f (7)), b(d(e(h), £ (i))), bd(e(9), £(4)))}-
Supposonslorsdonnél’ensemblecaractéristiqusuivant:
C =A{b(c), ald(e(9), f(2))), ald(e(h), f (i), ald(e(g), f(4))), ald(e(h), £ (1)))}-

IRT L commenceparla constructiorde F = C[C] etdeT(S(C),F) al'aide deques-
tionsd’appartenancéableaul).
IRTL remarqudestrois couplesdetermes

En effet,

e(9) =1.(s(c).F) e(h)
et

1) =T.(S(C),F) 1)

3. D’aprésle lemme4, la partition définie par un tableaud’obsenation n’est pascorrectesi I'automate
minimal du langageappriscontientdesreglesparticulieres desreglesidentiquesa un étatprésdansleur
partie gauche Si un automatene contientpasde tellesregles,le premiertableaucontruit estcohérentet
I'algorithme s’arréte . Afin d'illustrer au mieux une exécution,nousproposongioncun exemplede langage
dontl'automateminimal possedeetypederegles.
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TAB. 1-T(S(C), C[C)

S r © a(d(e(0), £(i))) | a(d(e(g), £(0))) | a(d(o, £(i))) | a(d(e(g),©)) | a(e) | a(d(e(h), f(o))) | a(d(e(h),¢)) | a(d(e(o), £(4))) | ald(e, f(4))) | b(o)
a(d(e(yg), F(7))) | vrai faux fauz faux fauz fauz fauz fauz faux fauz faux
L del9), f0) | fauw |  faue |  faws | faus | faus [ wrai |  faows | faus | = faww | fauw | wvrai |

e(g) faux faux faux vrai fauz faux faux faux faux vrai faux

(i) faux faux faux faux vrai faux faux vrai faux faux faux

g fauz vrai fauz fauzx fauzx fauz fauz fauz vrai fauz fauzx

i fauz faux vrati fauzx fauzx fauz vrai fauz faux fauz fauzx
a(d(e(h), f(i))) | vrai fauzx fauzx fauzr faux fauzx fauzx fauzx fauzr fauzx fauzx

[ de(n),fG) [ fauw [ fows | faus [  faus [  faus [ wrai |  faws |  faus [ fewe [ fauw | wrai |

e(h) faux faux faux vrai faux faux faux faux faux vrai faux

h faux vrai faux faux fauz faux faux faux vrai faux faux
a(d(e(g), £(4))) | vrai fauz fauzx faux faux fauzx faux faux fauz fauzx fauz
F() faux faux faux faux vrat faux fauzx vrai faux faux faux

7 fauzx faux vrat faux fauz fauzx vrai fauzx faux fauzx faux

d(e(h), f(j)) fauzx fauzx fauzx fauzx faux vrai faux fauzx fauzx fauzx fauzx
b(c) vras faux faux faux fauz faux faux faux faux faux faux
c fauzx faux fauzx faux fauz vrai fauz fauz faux fauzx vrai
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mais
b(d(e(g), £(i))) € £,
b(d(e(g), (7)) € £,
b(d(e(h), f(i))) € £
et

IRTL ajoutelescontextes

et
b(d(e, £(5)))

aF etcomplétde tableaud’obsenation(tableaw?).
IRT L remarquemaintenantjue

b(d(e(h), £(i))) € £,
b(d(e(h), f(4))) ¢ £

et
@t =T0(8(C)F) J
etque
b(d(e(9), £(4))) € £,
b(d(e(h), (7)) & £
et

9 =1.(80),F) h-

Il ajoutedonclesnouveauxcontectes

b(d(e(e), £(4)))

et
b(d(e(h), f(2)))

aF etcompléteun derniérefois le tableau(tableaud).

Le tableauest maintenantcohérentet I'algorithme donnel'automate A=, s, r
en sortie. On vérifie aisémentgue cet automateest un renommagele A et doncun
automateminimal pourle langageappris.
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TaB. 2-T¢(S(C), C[C] U {b(d(e(g), 0)), bld(e(h), ©)), bld(o, £(i)))}), b(d(o, f(j

)})

5(0) F ©° a(d(e(0), f(i))) | a(d(e(g), £(0))) | a(d(e, f(i))) | a(d(e(g), o)) a(o) a(d(e(h), f(0))) | a(d(e(h), <)) | a(d(e(e), f(5))) | a(d(o, £(5))) b(o)
2(d(e(9), 7)) | vrai Fauz Fauz Fauz Fauz Faua Faue Fauz Faue Faua Faue
(e(g), (1) Fauz Fauz Faue Faue Fauz vrai Fauz Faue Ffauz Ffauz orai
Tore B Toro Toro fiah Toro Tomo Toro L Toro Tomo
Fauz Fauz vrai fauz fauz fauz orai fauz Fauz fauz fauz
a(d(e(h), F(1) | wvrai faux Fauz Ffauz fauz Ffauz Fauz Ffauz Fauz Ffauz fauz
d(e(h), 7(1)) Fauz Fauz Fauz Fauz Fauz vrai fauz Fauz Ffauz Taua vrai
h e ERS Ters Ters ERE Tems Ters Ters i Tems Ters
a(d(e(9), FG))) | vrai Fauz Faue Faue Fauz Faue faue Faue Faue Faue faue
d(e(g), f(3)) faumx faux faumx faumx faumx vrai faux faumx faux faux vrai
3 Tere Tore EE Tomo Tame Tore Eah Tomo Tore Tore Tomo
a(d(e(h), F(3))) | vrai Fauz Faue faue Fauz faue Faue faue faue faue faue
d(e(h), 7G)) Fauz Fauz Fauz Fauz Fauz vrai Faue Fauz Fauz Fauz Fauz
b(c) orai Fauz Ffauz fauz Fauz Faue Ffaue Ffauz Ffaue Ffaue Ffaue
B Fauz Fauz Faue Faue Fauz vrai Fauz Faue Ffauz Ffauz orai
S(0) F b(d(e(g), 0)) | b(d(e(h), o)) | b(d(e, f(i))) | b(d(o, f(3)))
a(d(e(g), £(i))) fauz faua fauz fauz
d(e(g), 7(1)) Faux Fauw Fauz Faux
5 TeTE ¥ ¥k e
7 oro Teoo Fooo Tore
a(d(e(h), £(3))) fauz faua fauz fauz
a(e(h), 7)) Fauz Fauz Fauz Fauz
R TeTE ¥ ¥k e
a(d(e(g), £(3))) faux fauz faux faux
d(e(9), 7(3)) fauz Fauz fauz Fauz
] fauz fauz fauz fauz
a(d(e(h), TGO Fauw Fauw Fauz Fauz
a(e(h), 7G ) Faua Faus Fawa Faua
5(c) Fauz Fauz Fauz Fauz
- Faux Fauw Fauz Faux
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znof znof znof znof znovf 5
znof znof znof znof znof (9)q
znof znof znof zno [ znof (O (4)2)p
znof Tnof znof znof znof (O (9)2)p)o
znof zno [ znof znof znof C
xno f zno [ xno f @no f xno [ 1Dua (6)f
znof Tno [ znof znof znof Tnof ()7 (6)2)p
znof zno [ znof znof znof zno [ ((0)f “(B)a)p)»
xzno [ zno [ xzno [ xzno f xnof zno f Y
znof znof znof 1D.ia znof zno [ (4>
znof zno [ znof znof znof zno [ (07 “(Y)2)p
zno [ o[ zno [ Tno [ zno [ o[ ((0f (a)p)o
1oL znof znof znof znof znof
xzno f DU xzno f xzno f xznof zno [ 6
znof znof znof znof oia oua () f
znof znof oL oaa znof znof (6)2
znof znof znof znof znof zno [ ((1)f ‘(6)2)p
znof znof znof znof znof znof ()7 “(B)2)p)o
((()f “(w)2)p)a | (((O)F “(e)2)p)a | (((OF ‘e)p)a | (S “o)p)a | ((o“(y)2)p)a | ((o(F)2)p)q J ©)s
DU zno [ xzno [ xznof xznof DU xzno f xzno f xzno f xzno f xzno f o
znovf znof znof zno [ znof znof znof zno [ znof znof toaa (™)q
znof znof znof znof znof owa znof znof znof znof znof (O F (W)2)p
znof znof znof zno [ znof znof znof zno [ zno [ znof toaa (O (2)p)o
znof znof znof znof Dwa znof znof znof iDwa znof znof 3
znof znof znof TD2a znof znof oaa znof zno znof znof 0 f
oia znof znof znof znof oaa znof znof znof znof znof ((0)f “(6)2)p
znof znof znof znof znof Tnof znof znof znof znof ioaa ((O)f (B)=2)p)v
znof znof Da znof znof znof zno [ znof znof DL zno [ y
znof towa znof znof znof znof znof Dwa znof wnof znof (4)>
Dia znof znof zno [ znof iDaa znof znof zno [ znof znof ()7 (y)2)p
znof zno [ znof znof znof Tnof znof znof znof znof Toaa () (y)a)p)o
znof znof znof zno [ oia znof znof zno [ oaa znof znof 2
znof zno [ ioaa zno [ znof zno [ znof zno [ znof I zno [ 5
znof zno [ znof Daa znof zno [ toaa znof znof Tnof znof )3
znof oua znof znof znof znof znof oaa zno [ znof (6)2
Daa zno [ zno [ zno [ znof Dwa zno [ zno ) zno [ zno [ ()4 (6)2)p
znovf znof znof zno [ znof znof znof zno [ znof znof (1) “(B)a)p)»
(o)q () F o)p)e | (((O)F *(e)2)p)o | ((o (y)2)p)2 | ((()F ‘(u)2)p)» (e)o ((e*(B)2)p)o | (((2)F e)p) | (((0)f (B)2)p)o | (((2)F ‘(o)2)P)® ° J ©)s

{ () (@)2)P)g (((H)f “(2)2)p)q “(((£)f *0)p)q “((o (4)2)P)q ‘(o (6)2)p)q} N [0]D (D)) L—€ avl
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