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Résumé : Dansle but demodéliserl’apprentissagedeslanguesnaturelles,nous
nousintéressonsàl’apprentissagedeslangagesréguliersd’arbresàpartird’exemples
positifseteninteractionavecunexpert.L’expertestunoraclequi connaîtle lan-
gageapprisetqui répondàdesquestionsd’appartenance.Nousdonnonsunalgo-
rithmeefficaced’apprentissagedansceparadigme,nousmontronssacorrection
et l’illustrons surunexempledétaillé.

Mots clef : langagesréguliersd’arbres,apprentissage,questionsd’appartenance

1 Intr oduction

1.1 Des motiv ations linguistiques

Depuisles années60, Chomsky et sonécoleont mis en évidencel’existenced’une
grammaireuniverselleinnéedanslaquellechaquelanguepeutêtredécrite.Cettecapa-
cité à gérerles donnéespermetde découvrirla structuredesphraseset les catégories
associéesaux mots.Une conséquenceestnotrefacultéà décidersi unephraseestou
n’estpasgrammaticalementcorrectesansconnaîtrenécessairementle sensdechaque
motqui la compose.L’informationapportéeparle sensd’un mot n’estpasdirectement
utile, mais permetjuste de désambiguïserplus rapidementunephrase.Nousvoyons
quele constituantdebasede l’apprentissageestla phraseet non le mot. Le sensd’un
mot pris commesuitede phonèmesestarbitraire.L’apprentissaged’une languepasse
obligatoirementparl’apprentissagedesonlexique.Cependant,unephrasen’estpasun
amalgamede motsqui seraitgénéréepar un automated’étatsfinis piochantdansun
lexique.Au contraire,nousneconnaissonspastouteslesphrases,parcontrenouspou-
vonsles générer. L’apprentissagedu langageconsisteà déterminerles structuresdes
phrases.
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Pourcela,il fautpenseràunephrasecommeunarbredanslequellesmotsdépendent
lesunsdesautres.Cetarbreestconstruità partir de la spécialisationde la grammaire
universellede la langueétudiée.Ainsi Christophe(Christophe,2000)montrele rôle
capitalde l’intonation, ce quePinker (Pinker, 1994)appelleles leçonsde grammaire
implicite infligéesaux bébésen � � Motherese� � . L’intonation structureles motsde la
phrase.Un bébéa accèsnonà unephraselinéairemaisbien à uneinformationsemi-
structuréefaited’unesuitedephonèmesséparéspardesfrontièresmarquées.A partir
d’un vocabulaire,l’enfantcommenceàproduiredesphrasesqu’il n’a jamaisentendues.
Cettegénéralisationestla conséquencedela constructionderèglescohérentesavecles
exemples.Cesrèglesmettentenrelationdesmotset permettentla productiondestruc-
turessimilairesaux structuresdesphrasesentendues.La phraseestcomprisecomme
un objetsemi-structuré,i.e. un arbrecommecelaestillustré par la figure1, et queles
phrasessontconstruitesparcalcul.

Un autreaspectimportantdoit êtrementionné: l’environnement.Un enfantapprend
une languepar interactionavec sesproches.Ce dialoguefournit desinformationsà
l’enfant.Nouspourrionsentamerunelonguediscussionsurla natureexactedel’infor -
mationapportéeparl’environnement.Dansl’hypothèsela plusbasse,celle-ciseréduit
à savoir si oui ou nonunephraseproduiteestcorrecte.Ainsi, il paraîtraisonnablede
penserquel’enfant peutconcluredu fait qu’un phrasequ’il vient de prononcern’est
pascomprise,quecelle-cin’estpascorrecte.

1.2 Inférence des langa ges régulier s d’arbres

D’un pointdevueformel,nousnousplaçonsdansle cadregénéraldesgrammairesré-
gulièresd’arbres.Bienqueceslangagessoienttrèsutiliséseninformatique,ils semblent
délaisséspour le traitementautomatiquedeslangues(TAL). Pourtant,lesgrammaires
pourleTAL manipulenttrèssouventàuncertainniveaudeslangagesréguliersd’arbres.
Par exemple,lesensemblesd’arbresd’analysedesgrammairesalgébriqueset catégo-
riellessontréguliers.L’apprentissagedeslangagesréguliersd’arbresaétéétudiéed’un
point de vuestochastiquedans(Carrascoet al., 1998).Notrecadred’inférencegram-
maticaleestcelui de l’identification exacteà partir d’un ensemblefini d’exempleset
derequêtesd’appartenance.Nousdisposonsd’un ensemblefini d’arbresd’un langage
régulier

�
et nouscherchonsun automatequi reconnaît

�
enposantdesrequêtesd’ap-

partenanceà un oracle.Pourl’apprentissagedu langage,lesexemplessontdesphrases
forméesdesmotset de leursdépendances(i.e. desarbresde dépendances),et les re-
quêtesd’appartenancesontobtenuespar � � l’oracle � � forméparlesparentsdel’enfant.

1.3 Inférence à par tir de requêtes d’appar tenance

Le paradigmequenousconsidérons,estbienconnudela communautépuisqu’il s’agit
d’apprentissageà partir de requêtes.Le lecteurpourraseréférerà différentsétatsde
l’art commeceluideAngluin (Angluin,1988).Différentstypesderequêtessontprisen
comptes,àsavoir l’appartenance,l’équivalence,le testdesous-ensemble,. . .

De nombreuxtravaux ont portésur l’inférencegrammaticaleà partir de testsd’ap-
partenanceet d’équivalence.Angluin (Angluin, 1987) a démontréque les langages
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La phrase� � Ertol estun chat � � peutêtremisesousformed’un arbrededépendance

Ertol estun chat

FIG. 1 – Exemplessemi-structurés

réguliersde motssontainsi identifiables.Sakakibara(Sakakibara,1988)a étudiéles
langagesd’arbresdedérivationdesétiqueté(skeletontree) degrammairesalgébriques.

A notreconnaissance,le seultravail qui neprendencomptequedesrequêtesd’ap-
partenancepourl’inférencegrammaticaleestceluideAngluin (Angluin,1981)ausujet
deslangagesréguliersde mots.Dansun contexte linguistique,unerequêted’équiva-
lencen’a pasde sens.Un enfant ne peutpasdemanderà sesparentssi la grammaire
qu’il a élaboréestbienéquivalenteàcelledu français.

Danscet article, nousproposonsun algorithmeefficace,polynômial dansla taille
desexemples,qui apprendles langagesréguliersd’arbres.La convergenceest assu-
réesi l’ensembled’exemplescontientles exemplescaractéristiquesdu langagecible.
Typiquement,un exemplecaractéristiqueestun exemplequi excite unetransitionde
l’automated’arbres.L’algorithme est prochede ceux décritspar Angluin dans(An-
gluin, 1981)et (Angluin, 1987).Mais il comporteaussidesdifférencesnotoires.Tout
d’abord,la signaturedesarbresentraine,si l’on n’y prendgarde,uneexplosioncombi-
natoire.En effet, Angluin testetoutesles transitionspossiblesd’un automatedemots.
Or, le coûtdecetteénumérationseraitexponentielenl’arité dessymbolesdela signa-
turedansle casdesarbres.De cefait, nousremplaçonscetteapprocheparla définition
d’un ensemblesuffisantdecontextespourdémarreravecunepartitioncorrecte.L’autre
différenceestla constructiond’un contextequandl’algorithmeconstatequel’automate
estnon-déterministe.Danslecasdesmots,il suffit derajouterunelettre.Pourlesarbres,
il fautcalculerunensembledecontextepourdéterminerquelestle sousarbrecoupable.

2 Langa ges régulier s d’arbres

Pourtoutensembledesymboles� et toutensembledevariables1 � , lestermessont
définis par: un symbolede � est un terme,une variablede � est un termeet si f
estun symbolede � et ���
	����	���� sontdestermes,alorsf ������	�����	������ estun terme.
L’ensembledestermesest noté ������	 � � et l’ensemble ��������� ������	"!#� est l’en-
semblesdestermesclos. Ainsi, les arbresordonnéset étiquetésse représententpar
destermes.Pour tout terme � , l’ensembledessous-termesde � est l’ensemble $%���&�
défini par: �(')$*���&� et si f ��� � 	����	�� � �+',$%���&� alors � � 	�����	�� � ',$%���&� . Pour tout
ensemblede termes - , $%��-.� est la réuniondesensemblesdessous-termesdesélé-
mentsde - . Pour tout terme � et tout sous-terme/ de � , la profondeur021�34�657����	&/ ) de

1. Lesvariablessontconsidéréescommedessymbolesspéciauxd’arité 8 .
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/ dans� estégaleà 9 si �:�;/ et égaleà <%=>0#1#3��65?����	 f ��� � 	�����	���@&	�/�	���@BA � 	�����	�� � � ) si
f ��� � 	�����	���@�	�/	���@CA � 	�����	�� � � estun sous-termede � .

Un contexte est un terme D#E F2G qui contientune variableparticulière F à une seule
occurence.La variableF marqueunemplacementvidedansle terme.La substitutionde
F parunterme/ senote D2E /�G . Onpourrautilisercettenotationpourindiquerquele terme
/ estun sous-termede D#E /�G . Pourun ensembledonnédetermes- , HIE -JG estl’ensemble
descontextesobtenusà partir de tout élément� de - , en remplaçantexactementun
sous-termede � par F . Enparticulierpourtoutensembledetermes- , HIE -KG contientF .

Un automated’arbresd’étatsfini (NFTA) estun quadrupletLM�ON��P	4QR	4QTSU	?VXWZY
où Q estun ensemblefini d’états, QTS\[]Q estl’ensembledesétatsfinauxet VXW est
l’ensembledestransitions.Unetransitionestunerègledela formef �&^ � 	�����	4^ � �_V W ^
où ^ et ^ � 	�����	`^ � sontdesétatsde Q et f estun symbolede � . En particulier, une
transitionpeutêtredela formea V W ^ où le symbolea auneariténulle.

Un automated’arbresd’étatsfini estdéterministe(DFTA) s’il n’existepasdeuxtran-
sitionsdistinctespossédantdespartiesgauchesidentiques.Pourcesautomates,la rela-
tion VXW estle graphed’unefonctionnotéeaW . Commedansle casdesautomatesde
mots,il a étémontréquepourtout langagereconnuparun automatenon-déterministe,
il existeun automatedéterministequi le reconnaît(Comonet al., 1997).

La dérivation simple VXW est définie par ��VXWb/ si et seulementsi il existe une
transitionf ��^���	�����	`^����cVXW;^ telle que �c�ed?E f �&^"�
	�����	4^&���fG et /R�ed?Eg^�G . On notera
que VXW%[h������	`Q%�Uij������	`Q%� , et quelesétatsde Q sontvuscommedesvariables.

La relationdedérivation Vlk6m W estla clôtureréflexiveet transitivede V W . Le langage
d’arbresreconnupar L estl’ensemblen W �po��U'j�����q�Xr*�IVlk�m W ^&s et ^�s�'(Q SUt .

Soit un automated’arbres Lu�vN���	`Qc	`Q S 	"V W Y et une fonction surjective w de
Q dans Q%x , où Qyxc�zw{�&Q*� est un ensemblefini quelconque.w définit un automate
L x �|w{�}LR� , avec L x �~N���	"w.��Q%��	�w{�&QTS_��	�w{��VXW���Y et w{�fV�W�� estl’ensembledesrègles
de la formef �}w{�&^"�4�6	�����	�w{�&^&�����:V�W{�yw{�&^
� , pour toutesrèglesf ��^���	����	`^����:V�W�^
dans V�W . Pour tout arbre � , si �jV k�m W�^ alors �jV k�m W � w.��^
� , ce qui implique que
nUWz[�nUW.� . Si w est bijective, on dit que w est un renommagedesétatset l’on a:
nUWX��nUW.� .

D’aprèsle théorèmede Myhill-Nerode (Comonet al., 1997),tout langagen , défi-
nit unerelationd’équivalence�*� par: pour tout � et tout / dans $%��n�� , ���*�>/ si et
seulementsi pour tout contexte D#E F#G dansHIE �������fGf	&D#E ��G_'�n���D#E /�G_'�n . Le théorème
de Myhill-Nerode implique quepour tout langagen , il existe un automateDFTA L ,
nomméautomateminimalde n tel que:

– nh��n W ,
– pourtoutautomateLcx tel que nh��n W � , le nombred’étatsde Lcx estsupérieurou

égalaunombred’étatsde L .

De plus,cetautomateestuniqueà un renommagedesétatsprès,et pourtout arbre� et
toutarbre� x on a: aW*���&�_�|aW%��� x � si et seulementsi �_�*��� x .
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3 Ensemb le caractéristique

Si n estun langagerégulierd’arbresquelconqueet � unsous-ensemblede n , ondira
que � estun ensemblecaractéristiquede n si pourun automateminimal L de n , pour
touterèglef �&^ � 	�����	4^ � �IV W ^ de L , il existeunarbre�_� f ��� � 	����	�� � � dans$*��nU� tel
que ��<c�����>� , a W ����@����]^�@ 2. Puisquel’automateminimal d’un langageestuniqueà
unrenommagedesétatsprès,la définitiond’ensemblecaractéristiqueestindépendante
duchoix d’un automateminimalparticulier.

De manièreinformelle,un ensemblecaractéristiqued’un langagen estun sousen-
semblefini � tel que pour automateminimal de n , chaquerègle a été utilisée pour
produireune fois au moins un élémentde � . Enfin tout ensemblefini contenantun
ensemblecaractéristiqueestaussicaractéristique.

Exemple1 Soitl’automateminimal L � définipar lesrègles:

� V W����� V W����`�� � �4� 	 � ��V W������ � � �2	 � ��VXW ��� �
où ��� estle seulétatfinal. On a n W�� �,o � ������� �� �6�  

�
� � 	 � �&�¡����	 � �pr���¢\9 t et pour tout

�~¢�< , le singleton o � ������� �� �6�  
�
� � 	 � ���¡�����	 � � t estun ensemblecaractéristiquede nUW � .

Soitpour tout £b¢¤9 , l’automateLc¥ suivant:

� VXW{¦ �� VXW{¦ � ¥� � � ¥§	 � �¨VXW{¦ � ¥%©J�
...� � � ��	 � �¨VXW{¦ � �� � ��� 	 � �¨V W ¦ ���

où � � estle seulétatfinal. Alors nUW.¦p�)o � ������� �� �6�  
�
� � 	 � ���¡�����	 � �\r��(¢>£ t . Pour tout

� , le singletono � ������� �� ���  
�
� � 	 � �&�¡����	 � � t estun ensemblecaractéristiquedetout langage

n W ¦ , pour 9qªl£bªh� .

4 Apprentissa ge

Nousnousintéressonsà l’identification de la classedeslangagesréguliersd’arbres
à partir d’un ensemblecaractéristique.On dira qu’un algorithme « estun algortihme

2. Puisque¬ estdéterministe,ona �®I¯C°}±³²�´ .
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d’apprentissagepour la classedeslangagesréguliersd’arbressi : pour tout langage
n , si « reçoit un ensemblecaractéristiqueen entrée,alors µ donneun automatemi-
nimal L en sortie avec n��¶n W . D’aprèsl’exemplequi précède,il ne peut exister
d’algorithmed’apprentissageainsidéfinipourla classedeslangagesréguliersd’arbres.
En effet, si un tel algorithmeexiste, il doit être capablede trouver un uniqueauto-
matepourl’entrée o � ������� �� ���  

�
� � 	 � ���K����	 � � t , où � estunentierquelconque.Or pourtout

�·¢e< , o � ������� �� �6�  
�
� � 	 � ���¡�����	 � � t estun ensemblecaractéristiquede plusieurslangages

(l’ensembledes nZW{¦ , pour 9¸ª·£ ª·� ). Pourrésoudrele problèmed’apprentissage,
« doit pouvoir bénéficierd’information supplémentaireconcernantle langageà iden-
tifier. Cetteinformationsupplémentairelui estfourniegrâceà uneinteractionavecun
oracle ¹ . L’oracle ¹ connaîtle langagecherchéet il est capablede répondreà des
questiond’appartenanced’un termeproposépar « àcelangage.Ainsi « prendenentrée
un ensemblecaractéristiqued’un langageinconnu n , il poseunesériedesquestions
d’appartenancede termesº qu’il choisit à un oracle ¹ et l’oracle lui répond »2¼ � � ou½ �7¾À¿ suivant que º appartientà n ou pas.Le processuss’arrêtequand « n’a plus de
questionàsoumetreà ¹ et « fournit unautomateL ensortie.

4.1 Réduction du problème

Classiquement,nousallonsmontrerque le problèmed’identificationd’un langage
régulierà partir d’un ensemblecaractéristique� peutseréduireà un problèmedepar-
titionnementde � . Soit n un langagerégulierd’arbresquelconqueet � un ensemble
caractéristiquede n . Si � estunerelationd’équivalencesur � alors � définit un auto-
mate LÂÁ m Ã par: LÂÁ m Ã �~N���Á m Ã 	4QyÁ m Ã 	`Q*S m Á m Ã 	"VXW.Ä�Å ÆÇY , où

– ��Á m Ã estl’ensembledessymbolesétiquetantlesarbresde � ,
– Q Á m Ã(�po?E ��Gf	���'�$%���Ç� t , où E ��G estla classed’équivalencede � ,
– Q*S m Á m Ã �Èo7E ��G�	��Z'P� t ,
– V W Ä�Å Æ{�Èo f �&E � � G�	�����	�E � � G��ZV W Ä�Å Æ(E f ��� � 	����	�� � �fGf	 f ��� � 	�����	�� � �U'�$%���J� t .

On noteraquedansle casgénéral,LÂÁ m Ã n’a aucuneraisonparticulièred’êtredétermi-
niste.

Lemme2
Pourtout langagen , pourtoutensemblecaractéristique� de n , l’automateLÂÁ m ÃJÉ Å Ä est
unautomateminimalde n , où �*� m Á estla restrictionde �*� sur $*���Ç� .
Démonstration.Considéronsun automateminimal LÊ�ÊN��P	4QR	4QTSZ	"VXW�Y de n et la
fonction ËÌr�QÈÍVvo7E ��G�	��y'Î$*���Ç� t définiepar Ë%��a�Wy���&�����]E ��G , pourtout � dans$%���Ç� .
Puisque� estun ensemblecaractéristique,à chaqueétat ^ de Q , correspondun terme
� dans$%���Ç� tel que a�Wy��º��U�]^ (chaqueétat ^ apparaîtdansla partiedroited’unerègle
de VXW ). Alors Ë estbiendéfinieet on vérifie facilementque Ë estun renommagedes
étatsde L .

D’aprèsle lemmeprécédent,qui estuneconséquencedirecteduthéorèmedeMyhill-
Nerode,le problèmedeconstructiond’un automateminimalpourun langagen àpartir
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d’un ensemblecaractéristique� peutseréduireau problèmede partitionnementde �
suivantla relation � � m Á . Eneffet le théorèmedeMyhill-Nerodecaractérisetout langage
régulierd’arbres(résultatéquivalentsur lesmots)entermed’ensemblefini declasses
d’équivalence.Chaqueclassecorrespondantà un étatd’un automateminimal pour le
langage,reconstruirecet automaterevient à reconstruirela relationd’équivalencesur
unensemblecaractéristique.

4.2 Tableau d’obser vation

Commedans(Angluin, 1987),l’information traitéeparl’algorithmed’apprentissage
serastockéedansun tableaunommétableaud’observation.

Soit n un langagequelconque,- un ensemblequelconquede termesfini et Ï un
ensemblefini quelconquedecontextes.Le tableaud’observationÐK�Ñ��-_	�Ï7� relatif à n ,
- and � , estdéfinipar:

– chaqueligne correspondà un élémentde - ,
– chaquecolonnecorrespondà un élémentde Ï ,
– pourchaque� dans- et chaqueD2E F2G dans Ï , Ð � ����	�D#E F#G��_�|»2¼ � � si D2E ��G estdansn

et ÐK������	�D#E F#G��Ñ� ½ �7¾À¿ sinon.

Un tableaud’observation Ð � ��-_	�Ï7� définit unerelationd’équivalence�*Ò É³ÓCÔ?m Õ�Ö sur -
par: pour tout � et tout � x dans- , �*�*Ò É³ÓCÔ?m Õ�Ö � x si et seulementsi lesmots ×���Ø?�JÙ?���&� et
×���Ø?�JÙ7��� x � construitssurl’alphabet o�»7¼ � �"	 ½ �2¾À¿ t k et correspondantrespectivementaux
lignesde � et � x dansÐK�Ñ��-_	�Ï7� sontégaux.

Remarque3 Pour toustermes� et � x de - , si �%Ú�*Ò É³ÓCÔ?m Õ�Ö � , alors �*Ú�*� m Õ � x . End’autres
termes,la partition �*� m Õ raffinetoujours la partition �*Ò É ÓCÔ?m Õ�Ö .

Un tableaud’observation ÐK�Ñ��-_	Ï?� estdit cohérentlorsquepourtoustermesf �����
	������	������
etf ����x � 	�����	���x� � de $%��-.� , si pourtout <Â�ÜÛ��h� on a:

�fÝ%�*Ò É ÓCÔ?m Õ�Ö � xÝ
alors

f �����
	����	������_�*Ò É ÓCÔÞm Õ�Ö f ��� x � 	�����	�� x� �6�
Nousallonsmaintenantdéfinir notrealgorithmed’apprentissage.Celui-ci prendun

ensemblecaractéristiqued’un langageinconnuen entrée,puis construitunesériede
tableauxd’observationà l’aide de l’oracle. L’algorithmeterminelorsquele dernierta-
bleauconstruitestcohérent.

4.3 L’algorithme ßÇàPá�â
Initialisation: Ï:�pH_E �¡G ;
Constructiondu tableauÐ¡����$%���Ç�6	�Ï7� à l’aide dequestionsd’appartenanceà ¹ ;
TANTQUE

ÐK�Ñ��$%���Ç�6	Ï?� il existef ������	�����	������ etf ����x � 	�����	���x� � dans$%��-.� telsque
f ������	�����	������*Ú�*Ò É Óäã¡Ó Á Öfm Õ�Ö f ��� x � 	�����	�� x� � etpourtout <Â�h�_�l� ,
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��@Ç�*Ò É�ÓCã¡Ó Á Öfm Õ�Ö � x@
FAIRE

Trouveruncontexte D2E F2G dansÏ tel que D#E f ��� � 	�����	�� � ��GÇ'jn
et D#E f ��� x � 	�����	�� x� �fG�å'Pn ;
Ï:�ÈÏyæ�o`D#E f �����
	������	�� @ ©K��	�FÀ	�� @BA �4	�����	�������G�	�<*�l�I�h� t ;
Constructionde ÐK�Ñ��$%���Ç�6	�Ï7� à l’aide dequestionsd’appartenanceà ¹ ;

FINTANTQUE
Retournerl’automateL Ã.ç ÉÞèêé�è Ä6ëgÅ ì�ë .

4.4 Preuve de correction

Nousallonsmontrerque la constructionitérative du tableauet la verificationde la
cohérenceàchaqueétapepermetderaffiner la partitionjusqu’àl’obtentionde �*� m Á .
Lemme4
Soient n un langagerégulierd’arbres,- un ensembledetermesquelconque,� un en-
semblecaractéristiquepour n , Ï un ensemblede contextes contenantHIE �¡G et L un
automateminimal pour n . Pour toutepairede termes� et � x de - , si �P�*Ò É ÓCÔ?m Õ�Ö � x ,
alorspourtouterèglede la formef �&^ � 	�����	4^&@ ©K� 	&a W ���&��	4^&@CA � 	�����	³^ � �íV Wpî dansL ,
il existeégalementun règlede la formef ��^ � 	�����	`^�@ ©K� 	&a W ��� x ��	K^&@BA � 	������	4^ � �ÂV W,î
x
dansL .

Démonstration.Supposons�Î�*Ò É ÓCÔ?m Õ�Ö � x dans - et f ��^���	�����	4^ @ ©J�`	&a�W%���&�6	`^ @BA ��	�����	
^ � �qV W�î unerèglede L . Puisque� estcaractéristiqueet Ï contient HIE �¡G , il existe
un contexte de la forme D2E f ��� � 	�����	���@ ©K� 	�FÀ	���@BA � 	�����	�� � �fG dans Ï , où a W ��� Ý �+�ï^ Ý ,
��<+�ðÛÈÚ�����e� . D’aprèsle définition de Ð � ��-_	�Ï7� , on a Ð � ����	&D#E f ��� � 	�����	���@ ©K� 	&F³	
��@BA � 	����	�� � �fG����\»7¼ � � . De plus, ���*Ò É³ÓCÔÞm Õ�Ö � x impliqueque Ð � ��� x 	&D2E f ��� � 	�����	���@ ©K� 	&F³	
��@BA � 	����	�� � �fG��q�ñ»2¼ � � . PuisqueD#E f ��� � 	�����	���@ ©J� 	�� x 	���@CA � 	�����	�� � �fG estdans n , il doit
existerunerèglef �&^"�`	�����	4^ @ ©K��	&aW%���&��	4^ @CA ��	�����	4^&���_V�W î
x dansL .

Théorème5
Soit n un langagerégulierd’arbres,� un ensemblecaractéristiquede n et Ï un en-
sembledecontextescontenantHIE �ÀG . Si �*Ò É Ó Á m Õ�Ö n’estpaségaleà �*� m Á , il existedeux
termesf �����`	�����	�� @ ©K�`	���	�� @BA ��	�����	����³� etf ��� x � 	�����	�� x@ ©K� 	�� x 	�� x@CA � 	������	�� x� � dans$%���Ç� tels
que:

– f ��� � 	����	���@ ©J� 	���	���@BA � 	�����	�� � �%Ú�*Ò É³Ó Á m Õ�Ö f ����x � 	�����	���x@ ©K� 	���x}	���x@BA � 	�����	���x� � ,
– �fÝy�*� m ÁÂ��xÝ , pourtout <Â�ÜÛjÚ�>�I�h� ,
– �_�*Ò É³Ó Á m Õ�Ö � x .

Démonstration.Si �*Ò É Ó Á m Õ�Ö n’est paségaleà �*� m Á , il existedeuxtermes� et � x dans
$*���Ç� telsque �%�*Ò É³Ó Á m Õ�Ö � x et ��Ú� � m Á � x . ��Ú� � m Á � x implique l’existenced’un contexte
D2E F2G tel que D2E ��GÇ'jn et D#E � x GUå'�n .

Définissonsle contexte D2E F2G par:
– il existedeuxtermes/ et /�x dans$%���Ç� telsque

– /Z�*Ò É Ó Á m Õ�Ö / x
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– D#E /�GÇ'Pn et D#E / x GUå'Pn
– 021�34�65?�}D#E F#G��Ñ�¤òqóBôJo4021�34�657�}Dx�E F2G��6	�õ¡d7	d`x¡'P$%���J��	�dT�*Ò É³Ó Á m Õ�Ö d`x}	&D�x�Eäd4GÇ'�n et
D x Eäd x G�å'Pn t

Montronstout d’abordque 0#1#3��65Þ��D2E F2G��Â¢~9 . Si 0#1#3��65Þ��D2E F2G��%�,9 , on a D2E F2GÑ�)F . Or
F estun contexte de Ï , doncsi /Î'·n et / x å'pn , alors /+Ú�*Ò É Ó Á m Õ�Ö / x ce qui montre
unecontradiction.ParconséquentD2E F2G peuts’écrire 0³E f ��/6�
	����	�/ @ ©K��	�FÀ	�/ @ 	����	&/&����G , où
/"�
	�����	�/ @ ©J�
	&/ @BA �`	�����	�/�� sont destermeset 0ÀE F2G un contexte tel que 021�34�65Þ��D#E F2G��Î�
0#1#3��65?��0ÀE F2G��Ç=|< . Puisque0ÀE f ��/"�
	�����	&/ @ ©K��	�/	&/ @BA �`	�����	�/��Þ�fG estdansn , danstout auto-
mateL minimalpour n , il existeunerèglef ��^���	����	`^ @ ©K�
	&a�W%��/��6	`^ @BA ��	����	`^����_VXW î ,
avec ^ Ý �]a W ��/ Ý � , pour tout <��·ÛhÚ�]�Â�~� . D’aprèsle lemme4, il existeaussiune
règlef �&^ � 	�����	4^&@ ©K� 	&a W ��/ x ��	4^&@CA � 	�����	4^ � �¸V W�î
x dans L , avec ^ Ý �za W ��/ Ý � , pour
tout <h�OÛ)Ú�ö�¸�b� . Si î � î
x , alors on a a W � f ��/ � 	�����	�/&@ ©K� 	�/�	�/&@BA � 	����	&/ � ���¸�
a W � f ��/ � 	�����	�/�@ ©J� 	�/ x 	&/&@BA � 	�����	�/ � ��� et 0ÀE f ��/ � 	�����	�/�@ ©J� 	&/	�/�@CA � 	����	�/ � ��G estdansn im-
pliqueque 0³E f ��/ � 	�����	�/&@ ©K� 	�/�	�/&@BA � 	����	&/ � �fG estdansn cequi contreditl’hypothèse.�
estunensemblecaractéristique,alorsauxrèglesf ��^ � 	�����	`^�@ ©K� 	&a W ��/��6	�^&@CA � 	�����	4^ � �IV W
î etf ��^���	�����	4^ @ ©J�`	&a�W%��/ x �6	`^ @BA ��	����	`^����_VXW î
x correspondentdeuxtermesf ������	�����	
� @ ©J�`	���	�� @BA �
	������	������ ,f ��� x � 	����	�� x@ ©J� 	�� x 	�� x@CA � 	�����	�� x� � dans$%���Ç� , avec a�Wy���fÝ`�_�>a�Wy��� xÝ �I�
^fÝ , pourtout <Â�+ÛjÚ�>�_�h� et a�Wy� f ������	�����	�� @ ©K��	���	�� @CA �`	�����	��������_� î et aW%� f ��� x � 	�����	
� x@ ©J� 	�� x 	�� x@CA � 	�����	�� x� ���_� î
x . Finalementsupposonsquef ������	�����	�� @ ©J�
	���	�� @BA ��	����	������
�*Ò É Ó Á m Õ�Ö f ��� x � 	�����	�� x@ ©K� 	�� x 	�� x@BA � 	�����	�� x� � et montronsquele contexte 0ÀE F2G contreditla
minimalitéde 0#1#3��65Þ��D2E F2G�� . Eneffet :

– f �����`	�����	�� @ ©K�`	���	�� @BA ��	����	������_�*Ò É Ó Á m Õ�Ö f ��� x � 	����	�� x@ ©J� 	�� x 	�� x@CA � 	����	�� x� �
– 0ÀE f �����`	�����	�� @ ©K�
	���	�� @BA ��	�����	������fGÇ'Pn et 0³E f ��� x � 	����	�� x@ ©J� 	�� x 	�� x@CA � 	�����	�� x� �fG�å'Pn
– 021�34�65?�}D#E F#G��Z¢h021�34�65?�}0³E F2G��

Onadoncbienf ������	�����	�� @ ©J�
	���	�� @BA �`	�����	������%Ú�*Ò É Ó Á m Õ�Ö f ��� x � 	����	�� x@ ©K� 	�� x 	�� x@BA � 	�����	�� x� �
cequi permetdeconclure.

Remarque6 Si �*Ò É³Ó Á m Õ�Ö n’estpaségaleà � � m Á , le théorèmeprécédentimpliqueque
Ð � ���Ñ	Ï7� n’est pascohérent.En d’autrestermes,si l’automate Ð � ����	�Ï7� estcohérent,
le langageestappriset l’algorithmes’arrête.

Corollair e7
L’algorithme «7÷%Ð � apprendla classedeslangagesréguliersd’arbres.

Démonstration.L’algorithmecommencepar la constructionde Ð¡�Ñ��-_	Ï?�y�·ÐK����$*���Ç�6	
H_E �¡G�� puisentredansuneboucle.D’aprèsle théorème5, si le programmesortdecette
boucle,le tableauestcohérentetl’on a �*Ò É³Ó Á m Õ�Ö estégaleà � � m Á , etd’aprèsle lemme2,
l’automateL Á m Ã É m Á estun automateminimal pour n . Montronsalorsquel’algorithme
termine.La bouclecollectetous les couplesde termesf ��� � 	�����	�� � � et f ��� x � 	����	�� x� �
dans� , telsqu’il existeuncontexte D2E F2G dansÏ avecpourtout <Â�l�_�l� , ��@.�*Ò É³Ó Á m Õ�Ö � x@ ,
D#E f ��� � 	�����	�� � ��G.'Pn et D#E f ��� x � 	�����	�� x� �fGUå'Pn . D’aprèsle théorème5, parmicescouples,
il en est un f �����`	�����	�� @ ©K�
	���	�� @BA ��	����	������ et f ��� x � 	�����	�� x@ ©K� 	�� x 	�� x@BA � 	�����	�� x� � , tel que
�fÝc�*� m Áq� xÝ , pour tout <q�¤ÛÜÚ�~�í�\� . D2E f ��� x � 	�����	�� x@ ©K� 	�� x 	�� x@BA � 	�����	�� x� ��G*å'Ün estalors
equivalentà D#E f ������	����	
� @ ©K�
	���	�� @CA ��	�����	������fG*å'�n . Par définitiond’ «7÷*Ð � , lorsquela
bouclesetermine,le contexte D2E f �����
	����	�� @ ©K��	�FÀ	�� @BA �4	�����	������fG a étéajoutéà Ï , cequi
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différencielescolonnesde � etde � x dansÐ � ���Ñ	Ï?æZo4D2E f ��� � 	�����	���@ ©K� 	&F³	���@CA � 	����	�� � �fG t � .
Commecescolonnesétaientprécedemmentsemblablesetcommedeuxcolonnesdiffé-
rentesdansÐ � ���Ñ	Ï7� le restentdansÐ � ���Ñ	ÏÂæ�o4D2E f ��� � 	�����	���@ ©K� 	&F³	���@CA � 	����	�� � �fG t � , à
chaquepassagedansla boucle,la relationd’équivalence�*Ò É³Ó Á m Õ�Ö seraffine (augmen-
tation du nombrede classes).Or �*� m Á esttoujoursplus fine que �*Ò É³Ó Á m Õ�Ö , et comme
le nombrede classesde �*� m Á estfini (égalau nombred’état d’un automateminimal
pourn ), l’algorithme «7÷*Ð � nepeutexécutercettebouclequ’unnombrefini defois.

4.5 Comple xité

La complexité en tempsde l’algorithme dépendde la taille desdonnéesd’entrée
ainsi quede la taille de l’automateà déterminer. Le premiertableauconstruitestde
taille �Jø , où � estle nombretotal denœudsdesarbresdel’ensemblecaractéristique�
donné.En effet, chaqueligne du tableaucorrespondà un élémentde $%���J� et chaque
colonneà un élémentde HIE �¡G et ù $*���Ç�ù_�zù HIE �¡G�ù��e� . Ensuite,le nombrede lignes
n’évolue plus et c’est le nombrede colonnesqui augmentede la manièresuivante:
chaquefois qu’uneitérationajoute ú contextesà Ï , deuxlignesdu tableauinitialement
égalessontdifférenciées.Or le nombrede lignesdifférentescorrespondaunombrede
classesd’équivalenceet esttoujourspluspetit quele nombre£ d’étatsde l’automate
minimal. De plus, le nombre ú de contextesajoutésà chaqueitérationest inférieur à
� . Le nombrede contextesajoutésestdonc inférieur à £ûi+� et le nombrefinal de
colonnesest inférieur à £¶i��Î=>� , soit un tableaufinal de �hil��£ûi��¸=��Ç� cases
rempliespardesquestionsd’appartenance.La complexité estdoncde �PiP��£;i§�Â=Î�Ç�
multiplié paruneconstantecorrespondantautempsderéponsedel’oracle.A celanous
devonsajouterle tempsdevérificationdu tableauqui estlui aussipolynomialdanssa
taille.

4.6 Comparaison

Il estici intéressantdecomparernotrealgorithmeà celui deAngluin dans(Angluin,
1981).Cetalgorithmeidentifie la classedeslangagesréguliers(demots)à partir d’un
ensemblelive-completeet de questionsd’appartenance.Un ensemblelive-complete
estun ensemblefini d’exemplespositifs vérifiant la propriétéque,pour produirecet
exemple,chaqueétatd’un automateminimal a étéutilisé. Cettedéfinition estmoins
restrictive quecelle d’ensemblecaractéristiquepuisquetout ensemblecaractéristique
estlive-complete.Il estalorspertinentdevoir si l’algorithmefonctionnantàpartird’un
ensemblelive-completeestadaptableà la classedeslangagesréguliersd’arbres.Il ap-
paraîtquel’utilisation dechaquetransitiondanslesexemplesestnécessaireà l’appren-
tissage.Pourobtenirla propriétéd’un ensemblecaractéristiqueà partir d’un ensemble
live-complete,Angluin commenceparconsidérerchaquemot üIý forméd’un préfixe ü
d’un mot appartenantà sonensemblelive-completeet d’un suffixe ý qui estunelettre
del’alphabet.Ainsi, puisqu’àchaqueétatd’un automateminimalcorrespondaumoins
un préfixe ü d’un mot de l’ensemblelive-complete,alorsl’ensembleo�üIý t obtenuest
caractéristique.Pourappliquercettetechniquesur lesarbres,il nousfaut trouver pour
chaquesous-arbred’un ensemblelive-completedonné × � (avecunedéfinition équiva-
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lenteà celle deslangagesde mots), tout contexte susceptiblede correspondreà une
transitionde l’automateminimal cherché.Ainsi pourchaquesous-arbre� il nousfaut
construiretouslestermesdela forme

½ ��� � 	�����	���@�	���	���@BA � 	�����	�� � � pourlesajouteraux
lignesdu tableau,

½
étantun élémentdel’alphabetdetaille ú d’arité �_��ú�� choisiparmi

tousles ú possibleset les �fÝ pour <P�\ÛÜ�~� étantchoisisparmi touslessous-arbres
de × � . Cetteopérationnécessiteraitdonc þ�ÿ`�_��ú���� ����� étapesdecalcul,cequi enaccroît
trésnettementla complexité. Notrechoix deconsidérerlesensemblescaractéristiques
permetdoncd’obtenirun algorithmeefficaceavecunepropriétéun peuplusrestrictive
surl’ensembled’exemplespositifsdonné.

5 Un exemple d’exécution

Soit le langagen définiparl’automateminimalsuivant L 3:

� � � ���IVXW � � �³� ��� 	 �
	 �_VXW � � Ù7� ��� �_V�W �
� ØqVXW ���� � � ø �IVXW � � �³� ��� 	 �
	 �_VXW � � Ù7� �� �_V�W ��� � VXW ��� � � ���_VXW � � �³� ��� 	 �
� �_VXW � � ½ � ��� �IVXW ��	 �ÑV�W �
�� V W��`� �³� � � 	 � � �_V W�� ø ½ � �4��� �_V W(� � Û§V W��`���
où � � estl’unique étatfinal. D’aprèscettedéfinition,on a:

nh�·o � � � ��	 � � � �6	 � ���³�}Ù?��Ø��6	 ½ ����������	 � ���À��Ù?� � ��	 ½ �����&���6	 � ���À��Ù?��Ø��6	 ½ �CÛ?���&�6	
� ���À��Ù?� � �6	 ½ �CÛ?���&�6	 � ���À��Ù?��Ø��6	 ½ �������&�6	 � ���À��Ù?� � �6	 ½ �������&�6	 � ���À��Ù?��Ø��6	 ½ �CÛ?���&� t �

Supposonsalorsdonnél’ensemblecaractéristiquesuivant:

�Î�po � � � ��	 � ���À��Ù?��Ø��6	 ½ �������&�6	 � ���³�}Ù?� � �6	 ½ ����������	 � ���À��Ù?��ØÞ��	 ½ �CÛ?�&���6	 � ���À��Ù?� � �6	 ½ �CÛ?���&� t �
«2÷*Ð � commencepar la constructionde Ï��~HIE �¡G et de ÐK�Ñ��$%���J��	Ï?� à l’aide deques-
tionsd’appartenance(tableau1).

IRTL remarquelestroiscouplesdetermes:

�À��Ù?� � �6	 ½ ������� et �À��Ù?� � �6	 ½ �CÛ?���
�³�}Ù7��ØÞ��	 ½ �����&� et �À��Ù?� � ��	 ½ �CÛ?�&�
�³�}Ù7��ØÞ��	 ½ �BÛ7�&� et �³�}Ù7� � ��	 ½ �BÛ7�&�

Eneffet,
Ù?��Ø��Ñ�*Ò É ÓCã¡Ó Á Öfm Õ�Ö Ù?� � �

et ½ �����_�*Ò É Óäã¡Ó Á Öfm Õ�Ö ½ �CÛ?�
3. D’aprèsle lemme4, la partition définiepar un tableaud’observation n’est pascorrectesi l’automate

minimal du langageappriscontientdesrèglesparticulières: desrèglesidentiquesà un étatprèsdansleur
partiegauche.Si un automatene contientpasde telles règles,le premiertableaucontruit est cohérentet
l’algorithmes’arrête.Afin d’illustrer aumieuxuneexécution,nousproposonsdoncun exemplede langage
dontl’automateminimalpossèdecetypederègles.
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mais � ���À��Ù?��Ø��6	 ½ �������&�U'Pn%	
� ���À��Ù?��Ø��6	 ½ �CÛ?���&��'�n%	
� ���³�}Ù?� � �6	 ½ ���������U'jn

et � ���À��Ù?� � ��	 ½ �CÛ?�&���cå'jny�
IRTL ajoutelescontextes � ���À��Ù?��Ø��6	&F?�&�6	

� ���À��Ù?� � ��	�FÞ���6	
� ���³��F³	 ½ �������&�

et � ���³��F³	 ½ �CÛ?���&�
à Ï et complètele tableaud’observation(tableau2).
«2÷*Ð � remarquemaintenantque

� ���À��Ù?� � ��	 ½ �����&����'Pny	
� ���³�}Ù?� � �6	 ½ �BÛ?�����cå'�n

et
���*Ò É³Óäã¡Ó Á Öfm Õ�Ö Û

etque � ���À��Ù?��Ø��6	 ½ �CÛ?���&��'�n%	
� ���³�}Ù?� � �6	 ½ �BÛ?�����cå'�n

et
Ø��*Ò É³Óäã¡Ó Á Ö�m Õ�Ö � �

Il ajoutedonclesnouveauxcontextes

� ���À��Ù?��FÞ�6	 ½ �CÛ?���&�
et � ���À��Ù?� � ��	 ½ ��FÞ���&�
à Ï et complèteun dernièrefois le tableau(tableau3).

Le tableauest maintenantcohérentet l’algorithme donnel’automate L Ã ç É è é�è Ä"ë�Å ì�ë
en sortie.On vérifie aisémentquecet automateest un renommagede L et doncun
automateminimalpourle langageappris.
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