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Les mots convergeants

On note :
@ Wi : le Q-espace vectoriel engendré par les mots dans I'alphabet N*

e WL C Wi~ le s.e.v engendré par le mot vide, noté (), et les mots
dont la premiére lettre est plus grande que 2.

(2,3) € WO, 0+ (5) + (4,5) € W™, (1,55) ¢ W .

® Wi,y : le Q-espace vectoriel engendré par les mots dans I'alphabet
{x,v}

° W{C)‘Z’}Y} C Wik lesev enge.ndré par le mot vide, noté (), et les mots
commencant par x et se terminant par y.

D+ xxyxy € WETL, oy @ WEE, xxyx & WEE.
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Multizéta stuffle

Définition : multizéta stuffle (.,

On définit la fonction linéaire

Gw 1 WEY o R
0 > 1

1
(a]_...ak) —> Z m

n
n>n>...>n>0 172
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Multizéta stuffle

Définition : multizéta stuffle (.,

On définit la fonction linéaire

Cawy @ W R
0 > 1

1
(a]_...ak) —> Z m

n
n>n>...>n>0 172

v

1 1
w(23)= > s (5,L,1)= > =

nynan
ny>n>>0 1 n1>n2>n3>0 1 2113

Cui(k) = Z 1 C(k) (généralisation de la fonction ¢ de Riemann).
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Produit de multizéta stuffle

1 1 1
On a (u(2,3)¢u(4) = ( Z n%n3> <Z ng) - Z W'

n>np>0 2 n3>0 ny>ny>0,
n3>0

On peut partitionne I'ensemble sur lequel on somme:
{(n1,m,n3), n3 >0et ng > ny>0}={(n,nmn3), n3>ny >ny>0}
U {(n1, n2, n3), ny > n3 > np >0}
U {(n1, n2, n3), ny > np > n3 >0}
U{(n1,n2,n3), ng > ny>0et n3 =ny}
U{(n1,n2,n3), ng > ny>0cet n3=ng}
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Produit de multizéta stuffle

1 1 1
On a (u(2,3)¢u(4) = ( Z n%n3> <Z ng) - Z W'

n>np>0 2 n3>0 ny>ny>0,
n3>0

On peut partitionne I'ensemble sur lequel on somme:
{(n1,m,n3), n3 >0et ng > ny>0}={(n,nmn3), n3>ny >ny>0}
U {(n1, n2, n3), ny > n3 > np >0}
U {(n1, n2, n3), ny > np > n3 >0}
U{(n1,n2,n3), ng > ny>0et n3 =ny}
U{(n1,n2,n3), ng > ny>0cet n3=ng}

Ainsi 1 1 1
insi =) 2 3E > 23 > 23T
ny>np>0 177273 n3>n1>n>>0 17273 ni>n3>ny>0 1772773
n3>0

1 1 1
> wmEt X wmat 2

n nsnsn
m>m>m>0 17273 m>m>0, 17273 n>np>0, 17273
n3=no n3=n
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Produit stuffle

Définition : stuffle 14!

On définit la fonction linéaire : L1 : W™ @ W™ — WL définie
récursivement par pour tout wy, wo € W2 non vide
o (ltiwy = wyll) = wy,
o (a-w))tl(b- wy) =
a- (wilH(b-wy)) + b ((a- wy)tiwg) + (a+ b) - (wyllws)
L4 =3,4+4,3+7
(2,3)£14 = (2,3,4+2,4,3+2,7) + (4,2,3) + (6, 3)
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() est un morphisme pour [+

Ona (2,3)l14 = (2,3,4+2,4,3+2,7) + (4,2,3) + (6,3), d'o

1
Cwi(2,3)Cw(8) = E 33
n%n3n
n1>n2>0, 177273
n3>0

n3>ny1>n>>0 1

1 1 1
D ot D 2 ) 230

n1>ny>n3>0 1

= (u((2,3)14).
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() est un morphisme pour [+

Ona (2,3)l14 = (2,3,4+2,4,3+2,7) + (4,2,3) + (6,3), d'o

1 1 1
+ g+ g+ —
2 At X aat 2

n1>ny>n3>0 1

= (u((2,3)£14).

Proposition

Pour tout wy, wo € W™,  (u(wilEiws) = Cuy(wi)Cs(w2).
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Multizéta shuffle (

Définition : multizéta shuffle (,,
On définit la fonction linéaire

TR 4 !
— 1
(51,,,51) — wal(tl)...wgl(t/)

1>t1>-->4>0

ol w,(t) = d si €j = x et w,(t) = 7Z; sinon.

remarque : Ce sont des intégrales itérées, on a
/ ey (1) -, (1) =
1>t1>->t>0

/01w€1(t1) </0t1 we, (t2) ( .. (/Otl_l%l(t,)dt,> > dt2) dty
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Produit shuffle

Définition : shuffle LLI
On définit la fonction linéaire : LLI; ng’;"} ® Weenv, — Weenv  définie

, x,y} x,y}
conv A

récursivement par pour tout wy, wp € W{X V) non vide
o MLliwy = wil Ll = wy,
o (e1-wy)lli(e2 - wy) =1 - (willi(e2 - w3)) + €2 - ((e1 - wy)llwy)

xLLIxy = 2xxy + xyx

xxyLLIxy = 3xxyxy + 6xxxyy + xyxxy
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(1) est un morphisme pour LL|

On utilise le méme principe que pour (i,
N CRIE) N CAREA

- / e (11) - ey (1) - ey (1) -+~ e ()
1>t;1>-->t>0 1>u1>>um>0

T 1m0 wey (1) - - we (Br)wey (1) - - - wer, (um)

1>up>-->um>0
:gm(gl...glu_lgi...glrn)
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(1) est un morphisme pour LL|

On utilise le méme principe que pour (i,

Cu(er -+~ en)Culer -+ )

- / e (11) - ey (1) - ey (1) -+~ e ()
1>t;1>-->t>0 1>u1>>um>0

T 1m0 wey (1) - - we (Br)wey (1) - - - wer, (um)

1>up>-->um>0
:gm(gl...glu_lgi...glrn)

Proposition

Pour tout wy, wy € WX, Quu(wallwa) = Qui(wa )G (we).
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Lien entre les deux formes

Définition de s

La fonction de binarisation, s, est la fonction linéaire de Wy« dans
Wiy telle que s(0) =0 et s(ar...a) = (X Xy X---Xy---X---xY)

a;—1 ar)—1 ap—1

avec ai, a,- - ,ap € N*.
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Lien entre les deux formes

Définition de s
La fonction de binarisation, s, est la fonction linéaire de Wy« dans
Wiy telle que s(0) =0 et s(ar...a) = (X Xy X---Xy---X---xY)

a;—1 ar—1 ap—1

avec aj, az, - ,ap € N*.

Proposition
conv

5 est un isomorphisme d'espace vectoriel de W52 dans W oy}

Relation de Kontsevich

Qu =Cuios

Exemple
CH;I(271) = CLIJ(ny)a CH;I(5a172) = CLI_I(XXXnyXy% CI:H(?’alal) =
Cu(xxyyy).-
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Fonction d’enracinement

On note
Q un alphabet (dans notre cas Q = N* ou {x, y}).

Grag le Q-e.v engendré par les graphes orientés acycliques décorés par
Q.

(V(G), E(G)) d'un graphe G I'ensemble des sommets et des arrétes
de G respectivement.

si v,v/ € V(G) et qu'il existe un chemin de v a v/ on notera v/ = v.

Définition

Soit B : Q x Graqg — Grag |'opération qui a un couple

(w, (G,d)) € Q x Graq associe le graphe Q-décoré obtenu a partir de G en
ajoutant une racine décorée par w reliée a chaque racine locale de G. Clest
la fonction d’enracinement.
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Arbres enracinés

Arbres enracinés

Les arbres enracinés sont une famille de graphes acycliques décorés par les
lettres d'un alphabet Q2 définis récursivement par :

o F=1.
e F=B,(f) avec w € Q et f un arbre enraciné Q-décoré.

1"

Bul) = o Bu(w) =1 Bufwnr)="V

e F =1f efavec f, > des arbres enracinés non vide 2-décorés.

! ’
Iz e, /= Iz e’

Dorian Perrot (LORIA) Vers I'aborification des valeurs multizétas 10/03/2025



Arbres enracinés

Arbres enracinés

Les arbres enracinés sont une famille de graphes acycliques décorés par les
lettres d'un alphabet 2 définis récursivement par :

o F=10.
e F=B,(f) avec w € Q et f un arbre enraciné Q-décoré.

’
/ W, "

B,(0)=..  Bulw)=1 Bu(eurrr) = 2

e F =1f efavec f, > des arbres enracinés non vide 2-décorés.

’ ’
Ii [ ) .w//: Iz .w//

Avec Q = N* : 21
By(Bi(0)) =1  Bs [54(33(@) . 82(51(@)))] - {(

3

Dorian Perrot (LORIA) Vers I'aborification des valeurs multizétas 10/03/2025



Sommaire

0 Valeurs multizétas

© Arborification (enracinée) des multizétas

@ Extension des applications (i, (1, ), L et s

Dorian Perrot (LORIA) Vers I'aborification des valeurs multizétas



Notons Fiy« (resp. Fiy,}) le Q-e.v engendré par les arbres enracinés
décoré par N* (resp. par {x,y}). Ainsi que

o F" le s.e.v de Fiy+ engendré par |'arbre vide et les arbres enracinés
dont les racines sont strictement plus grandes que 1.

conv 7 ] .
°o F v} le s.e.v de }"{X"y} engendré par |'arbre vide et les arbres
enracinés dont les racines sont décorées par x et les brachements et
les feuilles sont décorées par y.

On souhaite généraliser les trois propriétés suivantes aux arbres enracinés
Q Vwi, wo € W™, (ui(wr)(u(w2) = Quu(wilEwy),
Q Vwi, w2 € WP, Cuu(wi)Quu(we) = Cu(williwe),
Q Vw e W™, (ui(w) = (o s(w).
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La fonction multizéta arborifiée stuffle (T,

Définition de ¢,

La fonction multizéta arborifiée stuffle est la fonction linéaire, notée
¢L, a valeur de 72" dans R, telle que (1,(0) =1 et

00 1
Wr = > I oo
n,>0 veV(F) Y

v,-jvj:>nvj<nv,. et i#j

ou les v; désignent les sommets de F et «, la décoration du sommet v.

4
1

)= Y

=N 2 ) 234, "

n2nin¢ng

na>ne>ng>0
na>np>0
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La fonction multizéta arborifiée shuffle ¢,

Lo oo -T

Définition de (|,

La fonction multizéta arborifiée shuffle est |a fonction linéaire, notée
¢1,, a valeur de Fievi dans R, telle que @) =1et

(L(F) = /A [ w(2)

FveV(F)

o Ar € [0, 1]V et (21, , 2 ,) € AF & (vi 2 vj = 2, < 2,,) Ol

les v; désignent les sommets de F, €, représente la décoration du sommet
_ dz, _ _ dz :
vde Fetw,(zv) = F sie, = x ou we,(2,) = {Z£ sinon.

Exemple

y y 1
ol Yy )= dty dtrdt3dt.
Iaxtrt0 ti(1 - )(1-t3)(1 - ta)
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Stuffle et shuffle arborifié

Le produit stuffle arborifié noté [+17 de deux arbres enracinés F et G est
définie par récurrence sur |F| + |G|
o FLti'p=F, Q+7G=0G.
o Si F = B,(f) et G = Bp(g) sont des arbres enracinés avec une seule
composante connexe alors :

FlelT G = By(fl1" G) + By(Flui T g)+Baop (11 g).

e SiF="ffh---f,et G=g18 - gk avec f;,gj € Fq pour tout
1<i<netl< <k alors:

/:L_HTG:izz<(f,.L_HTgJ.)f1...?,....fkgl...gAj...gn>

Dorian Perrot (LORIA) Vers I'aborification des valeurs multizétas 10/03/2025



Stuffle et shuffle arborifié

Le produit shuffle arborifié noté 117 de deux arbres enracinés F et G
est définie par récurrence sur |F| + |G]|

o FLLITp=F, 0LTG=0G.
o Si F = B,(f) et G = Bp(g) sont des arbres enracinés avec une seule
composante connexe alors :

FLLITG = B,(fLLIT G) + By(FLLIT g).

e SiF="ffh---f,et G=g18 - gk avec f;,gj € Fq pour tout
1<i<netl< <k alors:

FLUTG:izz<(f,.LUTgJ.)f1...?,....fkgl...gAj...gn>
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Fonction de binarisation arborifiée §7

On définit récursivement s’ : F" — fc)ffvv} par
o 57 (0)=0.
o s'(By(f)) =B 1oB,os’(f).
05" (F-G)=s"(F)-5"(G) avec F et G non vide.

conv
* -

et on étend par linéarité a F;
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Différents résultats

On a

(s = CL_L oin+ et (11 = CLTu © ifx,y}

ou i+ (resp. igy 1) est I'injection canonique de W™ dans FE" (resp.

Wiy dans Fc)f’;‘a)

v

Proposition [Clavier 2019]

@ (L, est une combinaison linéaire (sur Q) de (.
o ([, est une combinaison linéaire (sur Q) de (.,
o VF,G e FE", CL(FTG) = CL(FGL(G),

o VF,G e Fn, CIL(FLITG) = ¢TL(F)GL(G).

A\

Dorian Perrot (LORIA) Vers I'aborification des valeurs multizétas 10/03/2025



Différents résultats

Proposition
On a

G = (Lo ine et Gy = ¢ 0 iy

ou i+ (resp. igy 1) est I'injection canonique de W™ dans FE" (resp.

Wiy dans Fc)f’;‘a)

Proposition [Clavier 2019]

@ (L, est une combinaison linéaire (sur Q) de (.
o (T, est une combinaison linéaire (sur Q) de (),
o VF,G e Fg™, (L(FHTG)=¢L(F)CL(G),

o VF,G e Fn, CIL(FLITG) = ¢TL(F)GL(G).

Probleme

(L #A L osT
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Définition de (!

Définition
Soit F € F2" alors:

¢A = > 11 > v eR.

ny>1 veV(F) \ v'eV(F)
veV(F) vi=v

Exemple

4

cy= ¥ ! e\,

~ (n1 + na+ n3 + ng)2(np + ng)3n3n}

ni,nz,n3,ns>1

¢ )= 3 - =B ).

a1 (n1 + np + n3)?(m + n3)5n3
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Généralisation de I'égalité de Kontsevich

Théoreme [Clavier 2022]

Pour tout F € FE" on a ([ 08" (F) = ('(F).

A-t-on pour tout F, G € F™, ¢H(FL11T G) = ¢(F)¢(G)?
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Généralisation de I'égalité de Kontsevich

Théoreme [Clavier 2022]

Pour tout F € FE" on a ([ 08" (F) = ('(F).

A-t-on pour tout F, G € F™, ¢H(FL11T G) = ¢(F)¢(G)?

Ona Ct(V 1T ) > CE( M )CE(ea ).

Existe-t-il une loi telle que ¢! soit un morphisme pour cette loi?
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Généralisation de I'égalité de Kontsevich

Théoreme [Clavier 2022]
Pour tout F € F2™ on a ([, 05" (F) = (t(F).

A-t-on pour tout F, G € F™, ¢H(FL11T G) = ¢(F)¢(G)?

Ona Ct(V 1T ) > CE( M )CE(ea ).

Existe-t-il une loi telle que ¢! soit un morphisme pour cette loi?

C'est une fonction qui est définie récursivement, notée I et prononcée
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La fonction linéaire I : 2" @ FQ2W — F2™ est définie récursivement
o NI =0, FARID=F, 0IF=F,.

e Si F; = B,(f1) et F, = Bp(f2) sont des arbres avec une seule
composante connexe alors F1{ F, vaut :

b—1

-1 .
a—1+i 2 b—1-+
)] G LT IS D] () A TA)
i=0 j=0 J
e SiFi =TTy ---Tyet Fp =titr---t, avec T;,t; € Fy+ pour tout

1<i<netl<j<kalors:

k n
F1~FF2:%ZZ((T;W)H---?"WTkt1--~?j--'tn>

i=1 j=1

ou Ty---T;--- Ty est la concaténation de T1,---, T, sans T;.
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oL =By(5 ) +2.B3(5 ) +3.B4(h )+ Bs(e2 $e1) +3.Ba(e1 1)

1

B 12B 43l 4B [B(1) 4 Bi(e)+ Bo(w1)]
+3.B4[Bi(e1) + Bi(e1)]

1 1 1

1 1
— B 4ok 3B 4B 4B LB L6l

1 1

— B 14k 4ob 4 H
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Exemple

oL =By(5 ) +2.B3(5 ) +3.B4(h )+ Bs(e2 $e1) +3.Ba(e1 1)

B 12B 43l 4B [B(1) 4 Bi(e)+ Bo(w1)]
+3.B4[Bi(e1) + Bi(e1)]

1 1

1 1 2
— B 4ok 3B 4B 4B LB L6l
1 2

1
— B 14k 4ob 4 H

Remarque : Plus rigouresement on définit I comme
(s")LolTo(s" ®s7), puis on en déduit son expression combinatoire.

Proposition [Clavier, Perrot 2023]

¢t est un morphisme pour .

Dorian Perrot (LORIA) Vers I'aborification des valeurs multizétas 10/03/2025



Sommaire

0 Valeurs multizétas

© Arborification (enracinée) des multizétas

@ Conclusion

Dorian Perrot (LORIA) Vers I'aborification des valeurs multizétas



Conclusion et ouverture

Le graphe suivant est commutatif

]:{\\:Tc:nv ® ]:cgnv fC(jnV

sT®s! 5T

\J

fCOnV ® conv I—I—lT f’COnV

x,y} oy} />
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Conclusion et ouverture

Le graphe suivant est commutatif
f onv ® f conv fC(inV
J‘

Y
conv conv I—I—l conv
Ty ® T 7

Questions ouvertes

o Interprétation géométrique (en terme de multizéta coniques) de la
fonction yew 7

@ Une généralisation a tout Direct Acyclic Graph est-elle possible ?
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