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Autour des permutations séparablesMathilde BouvelMémoire de Master MPRI-2à la suite du stage e�e
tué au Liafasous la dire
tion de Dominique RossinMars à Août 2006Le travail dont le présent mémoire rend 
ompte se situe au 
on�uent de deuxvastes domaines de re
her
he : la 
ombinatoire (en parti
ulier énumérative) etl'algorithmique (à travers les problèmes de re
her
he de sous-stru
tures).La 
ombinatoire est une bran
he des mathématiques dis
rètes qui étudie des
olle
tions �nies d'objets et dont un but est de 
ompter les éléments dans 
esensembles �nis. Les permutations sont un exemple d'objets 
ombinatoires.En algorithmique, les problèmes de re
her
he de sous-stru
tures sont trèsrépandus : re
her
he de motifs dans les mots, re
her
he de sous-graphes possé-dant 
ertaines propriétés. . . Le problème algorithmique qui est au 
entre de montravail est la re
her
he de motif dans les permutations.Les objets 
ombinatoires auxquels nous allons nous intéresser dans 
e quisuit sont les permutations séparables. La 
lasse des permutations séparables faitpartie des nombreuses 
lasses de permutations à motifs ex
lus. Ce rapport sepla
e dans une dynamique de re
her
he a
tuelle étant donné qu'une grande par-tie des travaux 
ombinatoires ré
ents sur les permutations 
on
ernent des 
lassesde permutations à motifs ex
lus.Ce mémoire est organisé de la façon suivante. D'abord, une introdu
tion mo-tive et dé
rit le problème de re
her
he de motif dans les permutations. Ensuite,je présente les permutations séparables, en en donnant di�érentes dé�nitionsque l'on trouve dans la littérature. Puis j'envisage des questions d'énumérationsur les permutations séparables, prin
ipalement ave
 une appro
he bije
tive,nouvelle pour 
ette 
lasse de permutations. En�n je traite des problèmes algo-rithmiques de re
her
he d'un motif séparable dans une permutation quel
onque,et de re
her
he de plus grand motif 
ommun à une permutation séparable et unepermutation quel
onque. Pour terminer, j'utilise l'outil de la dé
omposition enintervalles 
ommuns des permutations pour donner un résultat sur le problèmede re
her
he de plus grand motif 
ommun dans une 
lasse de permutations pluslarge que la 
lasse des permutations séparables.Dans une annexe, j'aborde un tout autre sujet, qui reste 
ependant au 
roi-sement de l'algorithmique et de la 
ombinatoire : les mots bi
oloriés.3
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1 Motivations et présentation du problèmeLe travail dont je rends 
ompte dans 
e rapport trouve sa motivation prin
i-pale dans un problème transversal à de nombreux domaines de l'informatique :la re
her
he de plus grande �sous-stru
ture� 
ommune à deux objets stru
turés.Un exemple de problème entrant dans 
e 
adre est la re
her
he de plus grandsous-graphe 
ommun à deux graphes, problème dont les 
hamps d'appli
ationssont nombreux et très divers, allant de la 
himie et de la biologie ([30℄ en est unexemple parmi beau
oup d'autres) au traitement de l'image [32℄. Ce problèmeest malheureusement NP -
omplet [20℄, et on s'intéresse don
 à des sous-
lassesde graphes pour lesquelles on espère trouver des algorithmes polynomiaux.Parmi les sous-problèmes étudiés, la re
her
he de plus grand sous-arbre 
om-mun à deux arbres a fait 
ouler beau
oup d'en
re. Par exemple [7℄ et [36℄ pré-sentent un panorama des résultats 
onnus sur 
e thème, et sur le 
al
ul de ladistan
e d'édition sur les arbres, 
es deux problèmes étant très naturellementreliés. Comme le montre l'algorithme fondateur de Zhang et Shasha en 1995[39℄, la re
her
he de plus grand sous-arbre 
ommun (de même que le 
al
ul dela distan
e d'édition entre deux arbres) peut être résolue en temps polynomial.Dulu
q et Touzet [14℄ ont montré par la suite que 
et algorithme et un autre,dé
rit par Klein [25℄, sont en fait des 
as parti
uliers d'une stru
ture généraled'algorithmes 
al
ulant un plus grand sous-arbre 
ommun en temps polynomial.Plus ré
emment, Anne Mi
heli et Dominique Rossin ont montré [27℄ que lare
her
he de plus grand motif 
ommun (i.e. d'une sous-permutation 
ommunede longueur maximale) à deux permutations triables par pile est un problèmequi peut être formulé 
omme re
her
he de plus grand sous-arbre 
ommun à deuxarbres. L'algorithme de Zhang et Shasha fournit alors un algorithme polynomialpour la re
her
he de plus grand motif 
ommun à deux permutations triables parpile, alors que 
e problème est NP -
omplet dans le 
as de deux permutationsquel
onques [9℄.Ce résultat a sus
ité l'espoir que, dualement au 
as pré
édent, des algo-rithmes pour la re
her
he de plus grand motif 
ommun à deux permutations(prises dans une 
ertaine 
lasse un peu plus grande que les permutations triablespar pile) fournissent des outils pour re
her
her des sous-graphes 
ommuns à deuxgraphes pris dans une 
lasse plus générale que les arbres. Pour nous diriger dans
ette voie, nous nous sommes intéressés aux permutations séparables, qui nonseulement possèdent des propriétés 
ombinatoires intéressantes, mais qui ontaussi été étudiées d'un point de vue algorithmique. On dispose en e�et depuis1996 de l'algorithme de Bose, Buss et Lubiw [9℄ (amélioré ensuite par Ibarra[23℄) qui re
her
he une o

urren
e d'un motif séparable dans une permutationquel
onque en temps polynomial.En modi�ant un peu l'algorithme de Bose, Buss et Lubiw, nous avons pudonner un algorithme qui 
al
ule, en temps polynomial, un plus grand motif
ommun à deux permutations dont une est séparable. Cet algorithme a pu enoutre être étendu à une 
lasse de permutations plus générales que les séparables,en faisant intervenir une 
onstru
tion asso
iée à la dé
omposition modulaire degraphes. Dans la suite du rapport, je dé�nis, puis énumère les permutations7



séparables, avant de présenter lesdits algorithmes.Le rapport 
omporte une dernière partie indépendante qui ne traite pas despermutations mais des mots bi
oloriés, sujet qui a o

upé le début de mon stage.2 Généralités sur les permutations séparablesLes permutations séparables sont au 
oeur du travail que j'ai e�e
tué dansmon stage. Elles ont été introduites dans [9, 23℄, et on peut en proposer plusieursdé�nitions équivalentes. Cette se
tion en introduit les dé�nitions �historiques�ainsi que quelques propriétés, et on verra plus loin (théorème 5.6) une 
ara
té-risation nouvelle de 
ette 
lasse de permutations.2.1 Permutations à motifs ex
lusLa 
lasse des permutations séparables fait partie des 
lasses de permutationsà motifs ex
lus. De nombreuses 
lasses de permutations étudiées dans la litté-rature peuvent être dé�nies 
omme des 
lasses de permutations à motifs ex
lus,même si 
e n'est pas toujours ainsi qu'elles sont introduites à l'origine. C'estle 
as par exemple des permutations triables par pile [27℄, des permutationsde S
hröder [5℄, des �deque permutations� de Knuth [38℄, des permutations deBaxter [10℄, des involutions vexilliaires [10℄, et de nombreux arti
les s'atta
hentà leur étude [2, 16, 37℄. Je donne dans 
e qui suit les dé�nitions essentielles pour
omprendre 
e que sont les permutations à motifs ex
lus.Dans la plupart des travaux menés en algorithmique et en 
ombinatoire, lespermutations sont représentées 
omme des séquen
es �nies de nombres, tellesque dans une séquen
e de longueur n apparaisse exa
tement une fois 
haqueentier entre 1 et n (n est la taille de la permutation). Nous é
rirons par exemple
145326 la permutation de {1, 2, 3, 4, 5, 6} qui à 1 asso
ie 1, à 2 asso
ie 4, à 3, 5,à 4, 3, à 5, 2 et à 6, 6. Cette représentation permet d'employer 
ertains 
on
eptsgénéralement asso
iés aux mots, 
omme les sous-séquen
es ou sous-mots. Pré-
isons aussi que, pour tout n ∈ N, nous notons Sn l'ensemble des permutationsde {1, 2, 3, · · ·n} et S = ∪n≥1Sn.Dé�nition 2.1. Soient π ∈ Sn et τ ∈ Sk deux permutations, ave
 n > k.On dit que π évite τ s'il n'y a pas de sous-séquen
e πi1πi2 . . . πik

ave
 1 ≤ i1 <
i2 < . . . < ik ≤ n qui est isomorphe en ordre à τ , 
'est-à-dire telle que les
oe�
ients πij

soient dans le même ordre que les 
oe�
ients de τ .Si au 
ontraire une telle sous-séquen
e existe, on dit que π 
ontient τ , et que
πi1πi2 . . . πik

est une o

urren
e de τ dans π.La permutation τ est appelée motif.Par exemple, la permutation 135624 évite le motif 321 mais 
ontient le motif
132 (dans la sous-séquen
e 164 par exemple).Nous noterons par Sn(τ) l'ensemble des permutations de Sn qui évitent τ ,et Sn(T ) l'ensemble des permutations de Sn qui évitent tous les motifs de l'en-semble de motifs T . Pour un ensemble de motifs T donné, S(T ) = ∪n≥1Sn(T )8



est une 
lasse de permutations à motifs ex
lus.Un des résultats les plus importants sur les permutations à motifs ex
lus estla 
onje
ture de Stanley-Wilf, démontrée en 2004 par Mar
us et Tardos [26℄ :Théorème 2.2. Pour tout motif τ , 
onsidérons la 
lasse S(τ) de permutations àmotifs ex
lus. Il existe une 
onstante cτ telle que pour tout n ∈ N, |Sn(τ)| ≤ cn
τ .Une 
lasse de permutations à motifs ex
lus 
ontient don
 une très petiteproportion de l'ensemble des permutations.2.2 Dé�nition des permutations séparablesLes permutations séparables peuvent être dé�nies en termes de motifs ex-
lus :Dé�nition 2.3. Les permutations séparables sont les permutations évitant lesmotifs 2413 et 3142 : S(2413, 3142).Il existe une dé�nition alternative, l'équivalen
e de 
es deux dé�nitions étantdémontrée dans [9℄ :Dé�nition 2.4. Les permutations séparables sont 
elles pour lesquelles il existeun arbre de séparation.Un arbre de séparation d'une permutation π de taille n est un arbre binaireplan dont les feuilles sont, dans l'ordre de le
ture de gau
he à droite, π1, π2,

. . ., πn, et tel que pour tout noeud V de l'arbre, l'ensemble des feuilles dans lesous-arbre de ra
ine V forme un intervalle.Démonstration. Il est 
lair que pour une permutation qui n'est pas séparable,
'est-à-dire qui 
ontient un motif 2413 ou 3142, il n'existe pas d'arbre de sépa-ration.Pour la ré
iproque, on raisonne par ré
urren
e sur la longueur n des permu-tations séparables.On peut prendre n = 4 pour le 
as de base, et on véri�e aisément que toutesles permutations de taille 4 hormis 2413 et 3142 sont séparables au sens de ladé�nition 2.3 et possèdent un arbre de séparation.Supposons maintenant que toutes les permutations séparables de taille n ausens de la dé�nition 2.3 possèdent un arbre de séparation. Soit π une permuta-tion de taille n + 1 ne 
ontenant au
un motif 2413 ni 3142. Il su�t de montrerqu'il y a un indi
e i, 1 ≤ i ≤ n tel que {πi, πi+1} forme un intervalle. Ainsi, enappliquant l'hypothèse de ré
urren
e à la permutation π′ dé�nie parpour 1 ≤ j ≤ i :{ π′
j = πj si πj ≤ min(πi, πi+1)

π′
j = πj − 1 si πj > min(πi, πi+1)pour i < j ≤ n :{ π′
j = πj+1 si πj+1 ≤ min(πi, πi+1)

π′
j = πj+1 − 1 si πj+1 > min(πi, πi+1)on pourra 
on
lure que π possède bien un arbre de séparation. Il su�t pour 
elade rempla
er, dans l'arbre de séparation de π′, la feuille 
orrespondant à π′

i parun noeud interne ayant deux �ls qui sont des feuilles d'étiquettes πi et πi+1, et9



de 
orriger les étiquettes des autres feuilles en 
onséquen
e. Remarquons que lapermutation π′ dé�nie évite bien 2413 et 3142, puisque π évite 
es deux motifs,et don
 qu'il est li
ite d'appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à π′.Reste à démontrer l'existen
e d'un tel indi
e i.Supposons que π1 > π2, le 
as π1 < π2 se traitant de manière analogue. Si
π1 = π2 + 1, l'indi
e i = 1 
onvient. Sinon, il existe un indi
e k > 2 tel que
πk = π1 − 1. Dé�nissons aussi j le plus petit indi
e tel que R = {π2, π3, . . . , πj}
ontienne toutes les valeurs π2, π2 + 1, . . . , πk − 1, πk. Nous avons don
 π2 <
πj ≤ πk < π1.Si R n'est pas un intervalle, deux 
as se présentent :� soit il existe un indi
e ℓ ∈ {2, . . . , j} tel que πℓ > πk, et don
 tel que

πℓ > π1,� soit il existe un indi
e ℓ ∈ {2, . . . , j} et un indi
e m > j tels que πℓ <
πm < π2.Dans le premier 
as, π1π2πℓπj est une o

urren
e de 3142. Dans le se
ond 
as,
'est π2πℓπjπm qui est une o

urren
e de 3142. Ce
i 
ontredit le fait que π estséparable. On 
on
lut don
 que R est un intervalle.Ainsi, on peut dé�nir la permutation πR par πR

p = πp+1−min{π2, π3, . . . , πj}
+1, pour 1 ≤ p ≤ j − 1. Elle est séparable au sens de la dé�nition 2.3. Onpeut don
 lui appliquer l'hypothèse de ré
urren
e : elle possède un arbre deséparation. Une 
onséquen
e évidente est alors l'existen
e d'un indi
e i entre 2et j − 1 tel que {πi, πi+1} forme un intervalle.À 
haque noeud d'un arbre de séparation, on asso
ie don
 un intervalle. Ladé�nition d'un arbre de séparation implique que 
haque noeud interne possèdel'un des deux types suivants :� noeud positif + : si l'intervalle de son �ls gau
he 
ontient des valeurssupérieures à 
elles de l'intervalle de son �ls droit,� noeud négatif − : si l'intervalle de son �ls gau
he 
ontient des valeursinférieures à 
elles de l'intervalle de son �ls droit,Remarquons que pour une permutation donnée, il peut exister plusieursarbres de séparation. La �gure 1 représente par exemple deux arbres de sépara-tion possibles pour la permutation π = 856791234.
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térisation en termes de graphes est aussi 
itée dans [9℄ :10



Dé�nition 2.5. Soit π une permutation de taille n. Son graphe asso
ié a pourensemble de sommets {1, . . . , n}, et {i, j} est une arête (pour i < j) si et seule-ment si i apparaît après j dans π.Dé�nition 2.6. Soit G un graphe. Un P4 dans G est un 
hemin induit sur 4sommets.Propriété 2.7. Une permutation est séparable si et seulement si le grapheasso
ié à la permutation ne 
ontient pas de P4.Démonstration. Soit π une permutation, et G son graphe asso
ié.Supposons d'abord que π n'est pas séparable. π 
ontient don
 une o

ur-ren
e du motif 2413 ou du motif 3142, disons πiπjπkπl, ave
 i < j < k < l.Considérons le sous-graphe G′ de G induit sur les sommets {πi, πj , πk, πl}.Dans le 
as d'une o

urren
e de 2413, les seules arêtes de G′ sont, d'aprèsla dé�nition 2.5, {πk, πi}, {πk, πj} et {πl, πj}. Pour une o

urren
e de 3142, lesarêtes de G′ sont exa
tement {πj , πi}, {πl, πi} et {πl, πk}.Comme le montre la �gure 2, G′ est un P4 dans 
es deux 
as. Don
 G 
ontientun P4 induit.
(a) (b)πi πlπk πi πlπkπjπj

Fig. 2 � Le sous-graphe de G induit sur {πi, πj , πk, πl} lorsque πiπjπkπl est uneo

urren
e de (a) 2413 ou de (b) 3142Supposons à présent que G 
ontient un P4 induit G′, sur les sommets {i, j, k,
l}, les arêtes de G′ étant {i, j}, {j, k} et {k, l}. Par 
onstru
tion de G, la présen
ede 
es trois arêtes signi�e que :(1.a) i < j et i est après j dans π ou (1.b) i > j et i est avant j dans π(2.a) j < k et j est après k dans π ou (2.b) j > k et j est avant k dans π(3.a) k < l et k est après l dans π ou (3.b) k > l et k est avant l dans πEn outre, G′ étant un P4 induit, {i, k}, {i, l} et {j, l} ne sont pas des arêtesde G. Par dé�nition de G on a en
ore :(4) si i < k alors i est avant k et si i > k alors i est après k(5) si i < l alors i est avant l et si i > l alors i est après l(6) si j < l alors j est avant l et si j > l alors j est après lIl su�t alors de raisonner par 
as en fon
tion de qui de (1.a) ou (1.b) (resp.de (2.a) ou (2.b), resp. de (3.a) ou (3.b)) est vrai. Dans 
ha
un des huit 
as, onarrive à démontrer que les valeurs {i, j, k, l} forment une o

urren
e de 2413 oude 3142 dans π, ou bien on trouve une 
ontradi
tion. Le tableau suivant résumeles résultats obtenus dans tous les 
as :11



Formule (1) Formule (2) Formule (3) Motif formé par {i, j, k, l} dansvraie vraie vraie π ou 
ontradi
tion
(1.a) (2.a) (3.a) 
ontradi
tion ave
 (5) par ex.
(1.a) (2.a) (3.b) 
ontradi
tion ave
 (4)
(1.a) (2.b) (3.a) {i, j, k, l} forment un motif

2413 ou 3142
(1.a) (2.b) (3.b) 
ontradi
tion ave
 (6)
(1.b) (2.a) (3.a) 
ontradi
tion ave
 (6)
(1.b) (2.a) (3.b) {i, j, k, l} forment un motif

2413 ou 3142
(1.b) (2.b) (3.a) 
ontradi
tion ave
 (4)
(1.b) (2.b) (3.b) 
ontradi
tion ave
 (5) par ex.2.3 Arbres de séparation ; arbres de S
hröderLes arbres de séparation tels que dé�nis 
i-dessus ont l'avantage d'être desarbres binaires, et don
 se prêtent bien à des manipulations algorithmiques.Cependant, 
omme le montre la �gure 1, il n'y a pas uni
ité de la représentationd'une permutation par un arbre de séparation, 
e qui fait que 
ette stru
tureest peu utilisable d'un point de vue 
ombinatoire, et en parti
ulier énumératif.On introduit don
 un autre type d'arbre de séparation, où les arités desnoeuds ne sont plus 2 mais supérieures ou égales à 2. Pour les distinguer, onparlera d'arbres n-aires de séparation, par opposition aux arbres binaires deséparation. Une permutation sera représentée par un unique arbre n-aire deséparation.Pour 
onstruire l'arbre n-aire de séparation d'une permutation π, on 
om-men
e par 
onstruire un arbre binaire de séparation de π, peu importe lequel.Puis dans 
et arbre, on fusionne les noeuds de même signe reliés par une arête,jusqu'à 
e que plus au
une fusion ne soit possible (voir �gure 3).

+

+

=⇒

+

Fig. 3 � Exemple de fusion de deux noeuds positifsIl est 
lair que l'arbre ainsi obtenu est unique et ne dépend pas du 
hoixde l'arbre binaire de séparation de π. Il est 
lair aussi que tous les noeuds12



de l'arbre n-aire de séparation représentent des intervalles (
onstitués par lesvaleurs des feuilles de leur des
endan
e). Remarquons aussi que si l'on 
onsidèreune suite de �ls 
onsé
utifs Vi, Vi+1, . . . , Vj d'un noeud V de l'arbre n-aire deséparation, dont les intervalles asso
iés sont Ii, Ii+1, . . . , Ij , alors ∪j
p=iIp estaussi un intervalle. Dans 
e qui pré
ède, on ne demande pas que Vi, Vi+1, . . . , Vjreprésentent l'ensemble des �ls de V , mais seulement une partie �en un seulblo
� des �ls de V .En outre, le signe de la ra
ine su�t à déterminer le signe de tous les noeudsinternes. En e�et, le signe d'un noeud interne qui n'est pas la ra
ine est l'opposédu signe de son père (sinon une fusion serait en
ore possible), et on peut don
propager ainsi les signes des noeuds depuis la ra
ine vers les feuilles.En�n, les arités des noeuds de l'arbre ne peuvent qu'augmenter dans la fusionde noeuds, 
e qui fait que les noeuds internes de l'arbre n-aire de séparation ontune arité supérieure ou égale à 2.La �gure 4 donne l'unique arbre n-aire de séparation de la permutation

π = 856791234. -+-8 +5 6 7 9 +1 2 3 4Fig. 4 � L'unique arbre de séparation n-aire pour π = 856791234Les arbres plans où l'arité des noeuds internes est supérieure ou égale à 2sont appelés arbres de S
hröder. Chaque permutation séparable peut don
 êtrereprésentée par un arbre de S
hröder signé, 
'est-à-dire ave
 un signe pour lara
ine. Comme nous le verrons dans la partie 
onsa
rée à l'énumération despermutations séparables, 
ette 
orrespondan
e bije
tive permet de 
ompter lespermutations séparables selon leur taille.3 Énumération des permutations séparablesLe résultat essentiel 
on
ernant l'énumération des permutations séparablesest le suivant :Théorème 3.1. Le nombre de permutations séparables de taille n est donnépar le (n− 1)-ième nombre de S
hröder : sn−1.Ce résultat a été démontré par West dans [38℄ par la méthode des arbres degénération, puis par Ehrenfeu
ht, Harju, ten Pas et Rozenberg [15℄.Dans 
e qui suit, je présente d'abord les nombres de S
hröder, puis je proposeune preuve bije
tive du théorème 3.1. 13



3.1 Nombres de S
hröder ; 
hemins de S
hröderIl existe en fait deux suites de nombres de S
hröder : les grands nombresde S
hröder (sn) et les petits nombres de S
hröder (rn). Les uns sont liés auxautres par la relation 2rn = sn pour tout n ≥ 1. Une preuve bije
tive de 
etterelation est donnée dans [31℄.Grands nombres de S
hröder La série génératri
e des grands nombres deS
hröder est [33℄ :
S(x) =

∑

n≥0

snxn =
1− x−

√
x2 − 6x + 1

2x
(1)Les premiers termes de la suite (sn)n≥0 sont [33℄ :

1, 2, 6, 22, 90, 394, 1806, 8558, 41586, 206098Dans 
e rapport, lorsque j'é
ris nombres de S
hröder sans plus de pré
ision, jefais référen
e aux grands nombres de S
hröder.Les nombres de S
hröder énumèrent plusieurs 
lasses d'objets intéressantes.On peut par exemple dé�nir sn 
omme étant le nombre de 
hemins de S
hröderde taille n.Dé�nition 3.2. Un 
hemin de S
hröder de taille n est un 
hemin dans lequart de plan positif, 
ommençant en (0, 0) et arrivant en (2n, 0), faisant despas montants a, de 
oordonnées (1, 1), des pas des
endants a, de 
oordonnées
(1,−1) et des �doubles� pas horizontaux b, de 
oordonnées (2, 0).Un exemple de 
hemin de S
hröder est représenté �gure 5.

b

b

b
a

b b

a

a

a

a

a

a

a

a

aa

a

aaFig. 5 � Un 
hemin de S
hröder de taille 12Il est fa
ile de retrouver la série génératri
e des nombres de S
hröder à partirde la stru
ture des 
hemins de S
hröder. En e�et, un 
hemin de S
hröder est� soit le 
hemin vide (de taille 0),� soit 
ommen
e par un pas montant, et don
 est de la forme aS1aS2,� soit 
ommen
e par un pas horizontal, et don
 est de la forme bS1,où S1 et S2 sont des 
hemins de S
hröder plus petits.La série S(x) =
∑

snxn véri�e don
 l'équation
S(x) = 1 + xS2(x) + xS(x)dont la résolution redonne bien la forme (1).14



Petits nombres de S
hröder Le n-ième petit nombre de S
hröder rn estdé�ni 
omme le nombre de parenthésages généraux d'un mot à n + 1 lettres
z1z2 · · · zn+1.Dé�nition 3.3. Un parenthésage général de z1z2 · · · zn est un parenthésagelégal de z1z2 · · · zn, où 
haque lettre 
orrespond à un sous-parenthésage (les pa-renthèses sont omises), et où 
haque paire de parenthèses entoure au moins deuxsous-parenthésages.Par exemple, les parenthésages généraux de z1z2 · · · zn+1 pour n = 0, 1, 2 et
3 sont :� z1� (z1z2)� (z1z2z3), ((z1z2)z3), (z1(z2z3))� (z1z2z3z4), (z1(z2z3z4)), ((z1z2z3)z4),

((z1z2)z3z4), (z1(z2z3)z4), (z1z2(z3z4)), ((z1z2)(z3z4)),
(z1(z2(z3z4))), (((z1z2)z3)z4), ((z1(z2z3))z4), (z1((z2z3)z4)).J'expli
ite dans le paragraphe suivant la bije
tion esquissée plus haut entreles permutations séparables et les arbres de S
hröder signés. Puis j'établis unebije
tion entre les arbres de S
hröder (non-signés) et les parenthésages généraux.En�n, je dé
ris une bije
tion entre les 
hemins de S
hröder sans pas horizontauxsur l'axe des abs
isses et les arbres de S
hröder (non-signés). Le point importantpour l'énumération est que toutes 
es bije
tions 
onservent la taille.3.2 Bije
tion entre permutations séparables et arbres deS
hröder signésJ'ai déjà dé
rit plus haut 
omment 
onstruire un arbre de S
hröder signéà n feuilles à partir d'une permutation séparable de longueur n. L'arbre dé�niainsi étant unique, on a don
 une fon
tion des permutations séparables vers lesarbres de S
hröder signés, qui envoie une permutation de taille n vers un arbreà n feuilles. Il su�t don
 de trouver l'inverse de 
ette fon
tion pour démontrerqu'elle est une bije
tion.Considérons un arbre de S
hröder signé à n feuilles. On 
ommen
e par mettreun signe sur 
haque noeud interne, de sorte qu'un noeud et son père aient dessignes opposés. L'intervalle {1, . . . , n} est asso
ié à la ra
ine, puis des intervallessont asso
iés aux �ls d'un noeud ayant déjà un intervalle de telle sorte que :� la largeur de l'intervalle asso
ié au noeud V 
orrespond au nombre defeuilles dans le sous-arbre de ra
ine V ,� si un noeud est positif (resp. négatif), les intervalles 
orrespondant à ses�ls lus de gau
he à droite sont 
lassés par ordre de valeurs 
roissantes(resp. dé
roissantes).À 
haque feuille 
orrespond don
 un nombre entre 1 et n, et la le
ture des feuillesde l'arbre de gau
he à droite donne une permutation séparable (l'arbre donnéau départ en est l'arbre n-aire de séparation).On peut don
 énon
er la propriété suivante :Propriété 3.4. Les arbres de S
hröder signés à n feuilles sont en bije
tion ave
les permutations séparables de taille n.15



Le nombre de permutations séparables de taille n est don
 égal à deux fois
elui d'arbres de S
hröder (non-signés) à n feuilles.Pour a
hever de démontrer le théorème 3.1, il su�t don
 de démontrer quele nombre d'arbres de S
hröder à n feuilles est 1

2
sn−1 = rn−1. On propose unepreuve bije
tive de 
e résultat dans le paragraphe suivant.3.3 Bije
tion entre les arbres de S
hröder et les parenthé-sages générauxIl est aisé de dé
rire une bije
tion entre les parenthésages généraux de motsde n lettres et les arbres de S
hröder à n feuilles.La 
onstru
tion d'un parenthésage général à partir d'un arbre de S
hröderest ré
ursive :� à une feuille on asso
ie une lettre,� à un noeud interne, qui a par dé�nition p ≥ 2 �ls, notés V1, . . . , Vp, onasso
ie le parenthésage (M1 . . . Mp), où 
haque Mi est le parenthésageasso
ié ré
ursivement au noeud Vi de l'arbre.Le parenthésage asso
ié à un arbre est 
elui asso
ié à sa ra
ine.De même, une 
onstru
tion ré
ursive asso
ie à un parenthésage général unarbre de S
hröder, en envoyant le nombre de lettres du parenthésage vers lenombre de feuilles de l'arbre :� à une lettre on asso
ie une feuille,� à un parenthésage (M1 . . . Mp), ave
 par dé�nition p ≥ 2, on asso
ie unarbre de ra
ine V ayant p �ls, V1 . . . Vp de gau
he à droite, 
haque Vi étantla ra
ine de l'arbre asso
ié ré
ursivement au sous-parenthésage Mi.Ces deux 
onstru
tions sont 
lairement ré
iproques l'une de l'autre et dé�-nissent don
 une bije
tion, illustrée sur un exemple en �gure 6.

((z1z2)((z3(z4z5)z6)z7)z8z9) z1 z2

z3

z4 z5

z6

z7

z8 z9

Fig. 6 � Un parenthésage général et un arbre de S
hröder qui sont mis enrelation par la bije
tion dé
riteOn peut alors 
on
lure en énonçant la propriété suivante :
16



Propriété 3.5. Les arbres de S
hröder à n feuilles sont en bije
tion ave
 lesparenthésages généraux de mots de n lettres. Il y a don
 rn−1 arbres de S
hröderà n feuilles.Le théorème 3.1 est une 
onséquen
e dire
te des propriétés 3.4 et 3.5.3.4 Bije
tion entre les arbres de S
hröder signés et les
hemins de S
hröderUne manière peut-être plus dire
te pour démontrer que les permutationsséparables sont énumérées par la suite des nombres de S
hröder est de trouverune bije
tion entre les arbres de S
hröder signés et les 
hemins de S
hröder.Ce qu'on propose de faire dans 
e paragraphe est de partitionner les 
heminsde S
hröder de taille n en deux parties de même 
ardinalité (
es deux partiespouvant être mises en bije
tion de manière très naturelle par Φ1), et d'exhiberune bije
tion Φ2 entre les arbres de S
hröder non-signés et une de 
es parties.Ainsi, on pourra dé�nir une bije
tion Φ entre les arbres de S
hröder signés etles 
hemins de S
hröder par :� si le signe de T est positif, alors Φ(T ) = Φ2(T ),� si le signe de T est négatif, alors Φ(T ) = Φ1(Φ2(T )),
T étant l'arbre non-signé asso
ié à l'arbre signé T .Les deux propriétés suivantes exhibent les bije
tions Φ1 et Φ2.Propriété 3.6. Il existe une bije
tion Φ1, qui préserve la taille, entre les 
he-mins de S
hröder sans pas horizontaux sur l'axe des abs
isses d'une part, et les
hemins de S
hröder ave
 au moins un pas horizontal sur l'axe des abs
issesd'autre part.Démonstration. Considérons un 
hemin de S
hröder S ave
 au moins un pashorizontal sur l'axe des abs
isses. On dé
ompose S en S1bS2, où b est le pashorizontal sur l'axe des abs
isses qui se trouve le plus à droite dans S. Dans
S2, il n'y a don
 pas de pas horizontal sur l'axe des abs
isses. On dé�nit alors
Ψ1(S) = aS1aS2. Ψ1(S) est un 
hemin de S
hröder sans pas horizontal sur l'axedes abs
isses et de même taille que S.Ré
iproquement, 
onsidérons un 
hemin de S
hröder S ave
 au
un pas hori-zontal sur l'axe des abs
isses. S 
ommen
e né
essairement par un a, et il existeun premier a qui revient sur l'axe des abs
isses : S = aS1aS2. On dé�nit alors
Φ1(S) = S1bS2. Φ1(S) est un 
hemin de S
hröder ave
 au moins un pas hori-zontal sur l'axe des abs
isses et de même taille que S. En outre, on remarqueque Ψ1 est la fon
tion ré
iproque de Φ1.La fon
tion Φ1 ainsi dé�nie est don
 une bije
tion qui véri�e la propriétéannon
ée.Propriété 3.7. Il existe une bije
tion Φ2 entre les 
hemins de S
hröder detaille n−1 sans pas horizontaux sur l'axe des abs
isses et les arbres de S
hrödernon-signés à n feuilles.Démonstration. Soit T un arbre de S
hröder à n feuilles. On 
onstruit un 
heminde S
hröder en e�e
tuant un par
ours en profondeur de T , en 
ommençanttoujours par les arêtes le plus à gau
he possible, et en é
rivant un a lorsque17



l'arête par
ourue est la plus à gau
he dans sa fratrie, un a lorsqu'elle est la plusà droite, et un b dans les autres 
as.
S est bien un 
hemin de S
hröder puisque S 
ontient autant de a que de a,et que dans tout pré�xe de S, le nombre de a est supérieur ou égal au nombrede a. On remarque aussi que par 
onstru
tion S n'a pas de pas horizontal surl'axe des abs
isses.Reste à 
al
uler la taille de S. Notonsm le double de la taille de S, 
'est-à-direl'abs
isse du dernier point de S. Le traitement de 
haque noeud interne v lors dupar
ours en profondeur de T fait augmenter m de 2(a(v)− 2)+2 = 2(a(v)− 1),

a(v) désignant le nombre de �ls de v. Ce
i provient du fait que toutes les arêtessortant de v sont 
odées par un b, augmentant l'abs
isse de 2, sauf la premièreet la dernière, 
odées respe
tivement par un a et par un a, augmentant 
ha
unl'abs
isse de 1.La taille de S est don
 donnée par :
m
2

=
∑

v noeud interne(a(v)− 1)
=

∑
v noeud interne a(v)− nombre de noeuds internes

= nombre d'arêtes− nombre de noeuds internes
= nombre de noeuds− 1− nombre de noeuds internes
= nombre de feuilles− 1La fon
tion Φ2 asso
ie à tout arbre de S
hröder T à n feuilles le 
hemin deS
hröder S de taille n − 1, sans pas horizontal sur l'axe des abs
isses, 
ommedé
rit pré
édemment.Il est fa
ile de voir que 
ette 
onstru
tion est réversible : étant donné un
hemin de S
hröder S sans pas horizontal sur l'axe des abs
isses, on peut re-
onstruire un arbre de S
hröder T dont S est le par
ours en profondeur selon le
odage dé
rit plus haut. Il su�t pour 
ela de dé
omposer S en

aS1bS2bS3 . . . bSp−1aSp, où tous les Si sont des 
hemins de S
hröder sans pashorizontal sur l'axe des abs
isses, et tous les b servant dans la dé
ompositionsont à hauteur 1. Par ré
urren
e, des arbres Ti sont asso
iés aux 
hemins Si, et
T est l'arbre dont la ra
ine a p �ls t1, . . . , tp, ti étant la ra
ine de Ti.

Φ2 est don
 bien une bije
tion véri�ant les propriétés annon
ées.La �gure 7 présente un exemple de la 
onstru
tion dé
rite dans la preuve dela proposition 3.7.
(a) (b)Fig. 7 � Un arbre de S
hröder à 13 feuilles (a) et son 
hemin asso
ié (b). Lespas utiles à la dé
omposition en aS1bS2bS3 . . . bSp−1aSp apparaissent en gras.
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4 Algorithme de re
her
he d'un plus grand motif
ommun à deux permutations, dont une sépa-rableDans 
ette partie du rapport, on s'intéresse à la résolution de problèmes algo-rithmiques sur les permutations séparables. Un premier problème intermédiaireest la re
her
he d'une o

urren
e d'un motif séparable dans une permutationquel
onque. Ce problème a été résolu par Bose, Buss et Lubiw [9℄ et par Ibarra[23℄, et je présente leurs résultats. Le se
ond problème que je développerai estla re
her
he d'un plus grand motif 
ommun à une permutation séparable etune permutation quel
onque, un obje
tif dans le stage étant de 
on
evoir desalgorithmes trouvant des plus grands motifs 
ommuns entre deux permutationsprises dans des 
lasses bien 
hoisies. Comme le montre l'étude de 
omplexitéfaite dans le paragraphe suivant, peu de perspe
tives sont ouvertes 
on
ernantles algorithmes pour résoudre le problème général de re
her
he de plus grandmotif 
ommun à deux permutations quel
onques.4.1 Complexité du problème général de re
her
he d'unplus grand motif 
ommunIntéressons nous d'abord au problème de re
her
he d'une o

urren
e d'unmotif τ de taille k dans une permutation π de longueur n, aussi appelé pro-blème de �pattern mat
hing�. La permutation π est parfois appelée texte dans
e 
ontexte. Je rappelle que 
e problème 
onsiste à déterminer une sous-séquen
e
πi1πi2 · · ·πik

de π, ave
 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, telle que l'ordre relatif deséléments de πi1πi2 · · ·πik
entre eux soit donné par le motif τ : πij

< πiℓ
si etseulement si τj < τℓ.Le problème de dé
ision asso
ié est de savoir, étant donnés π et τ , s'il existeune o

urren
e de τ dans π. Ce problème est NP -
omplet. En e�et, il est 
lai-rement dans NP , en 
hoisissant pour témoin les indi
es i1, i2, · · · , ik. Et pourprouver qu'il est NP -dur, Bose, Buss et Lubiw ont démontré [9℄ que 3SAT seréduit à 
e problème.Considérons maintenant le problème de re
her
he de plus grand motif 
om-mun à deux permutations. Il s'agit, étant données deux permutations π1 et π2,de trouver un motif τ le plus long possible tel que π1 et π2 
ontiennent τ . Leproblème de �pattern mat
hing� se réduit fa
ilement à 
e problème puisque, siun algorithme 
al
ule un plus grand motif 
ommun m à π1 et π2, il su�t de tes-ter si m = π1 pour dé
ider si oui ou non il existe une o

urren
e de π1 dans π2.Remarquons qu'en toute généralité, il peut exister plusieurs plus grands motifs
ommuns distin
ts à π1 et π2, mais qu'il est unique (et égal à π1) lorsque π2
ontient π1.Une 
onséquen
e de la NP -
omplétude du �pattern mat
hing� est don
 lethéorème suivant :Théorème 4.1. Le problème de re
her
he de plus grand motif 
ommun à deuxpermutations quel
onques est NP -dur.Une orientation de re
her
he est de déterminer dans quelle 
lasse de 
om-plexité exa
tement se trouve le problème de re
her
he de plus grand motif 
om-19



mun à deux permutations, mais 
e n'est pas 
e point de vue que nous avonsadopté pendant mon stage. Nous nous sommes plut�t intéressés à la re
her
hed'algorithmes en temps polynomial pour les problèmes de �pattern mat
hing�et de plus grand motif 
ommun, restreints à des sous-
lasses de l'ensemble despermutations : en parti
ulier à la 
lasse des permutations séparables.4.2 Re
her
he d'une o

urren
e d'un motif séparable dansune permutation généraleDes algorithmes polynomiaux ont été proposés pour résoudre 
e problème :
elui de Bose, Buss et Lubiw [9℄ a une 
omplexité en temps O(kn6) (k étant lataille du motif et n la taille de la permutation texte). Cette 
omplexité des
endà O(kn4) dans l'algorithme d'Ibarra [23℄. Dans le premier 
as, la 
omplexité enespa
e est O(kn4), 
ontre O(kn3) dans le deuxième 
as.Ces deux algorithmes utilisent la programmation dynamique. Dans le pre-mier, il est fa
ile de 
omprendre le fon
tionnement et la 
orre
tion de l'algo-rithme. Dans le se
ond, bien que les idées essentielles soient les mêmes, le gainen 
omplexité n'est obtenu qu'au prix de preuves de 
orre
tion plus élaborées.Les deux algorithmes utilisent la stru
ture d'arbre de séparation binaire dumotif séparable. Je 
ommen
e don
 par dé
rire un algorithme qui prend en en-trée un motif, et qui retourne un arbre de séparation du motif s'il est séparable,et une erreur sinon.Dans toute 
ette partie, je 
onsidère un motif séparable τ de taille k et unepermutation générale π de taille n.4.2.1 Algorithme de 
al
ul d'un arbre de séparationBose, Buss et Lubiw font une des
ription assez �haut-niveau� d'un algorithmeen temps linéaire qui teste si une permutation est séparable, et qui 
al
ule dans
8 5 6 7 9 421 3 8 5 6 7 9 4321

8 5 6 7 9 4321 1 28 5 6 7 9 43 1 28 5 6 7 9 43

1 28 5 6 7 9 43 1 28 5 6 7 9 43 1 28 5 6 7 9 43

8 5 6 7 9 4321

Fig. 8 � Cal
ul par l'algorithme 1 d'un arbre de séparation de π = 856791234.Les en
adrés représentent la partie de la permutation qui a été traitée jusqu'à
ette étape de l'algorithme. 20



l'a�rmative un arbre de séparation binaire de la permutation donnée en en-trée. J'en donne dans l'algorithme 1 une des
ription plus formelle. J'ai aussiprogrammé 
et algorithme en Java.L'idée est de par
ourir linéairement la permutation de gau
he à droite, pour
onstruire au fur et à mesure des sous-arbres de l'arbre de séparation, et enfusionnant dès que 
'est possible 
es sous-arbres ave
 
eux qui sont juste avanteux dans la pile des arbres 
onstruits dans les étapes pré
édentes de l'algorithme(dire
tement à leur gau
he sur la �gure 8). Un exemple du déroulement de l'al-gorithme est donné �gure 8.Par les valeurs d'un arbre, j'entends les valeurs de ses feuilles. Tous les arbres
onsidérés dans l'algorithme sont des sous-arbres d'un arbre de séparation, etleurs valeurs 
onstituent don
 des intervalles. Pour un arbre T , je note Min(T )et Max(T ) ses valeurs minimale et maximale respe
tivement.Algorithm 1 L'algorithme de 
al
ul de l'arbre de séparation d'une permutationInput : A permutation π of length nsta
k ← an empty tree sta
kPush a tree 
onsisting of one node labelled π1 on sta
kfor i=2 to n doif πi 6= Min(top of sta
k)− 1 and πi 6= Max(top of sta
k) + 1 thenPush a tree 
onsisting of one node labelled πi on sta
kelsenext_top← a tree 
onsisting of one node labelled πiwhile sta
k is not empty and
{ Min(next_top) = Max(top of sta
k) + 1 or
Max(next_top) = Min(top of sta
k)− 1 } doif Min(next_top) = Max(top of sta
k) + 1 thennext_top ← a new tree with root labelled + whi
h has the top ofsta
k as a left subtree (removed from sta
k) and next_top as aright subtreeelseif Max(next_top) = Min(top of sta
k)− 1 thennext_top← a new tree with root labelled − whi
h has the top ofsta
k as a left subtree (removed from sta
k) and next_top as aright subtreeend ifend ifend whilePush next_top on sta
kend ifend forseparating_tree← the top of sta
k, removed from sta
kif sta
k is empty thenReturn separating_treeelseReturn an ex
eption : π is not separableend if 21



Cet algorithme est impli
itement utilisé dans les deux algorithmes des para-graphes suivants. En e�et, l'algorithme de Bose, Buss et Lubiw aussi bien que
elui d'Ibarra utilise la stru
ture d'arbre de séparation d'un motif séparable. Ily a don
 un préalable à 
es algorithmes qui est d'utiliser l'algorithme 1 sur lemotif donné en entrée. Ce pré
al
ul est en temps linéaire, don
 est négligeablepar rapport à la 
omplexité des algorithmes de Bose, Buss et Lubiw, et d'Ibarra.4.2.2 Algorithme de Bose, Buss et LubiwL'idée 
lé de 
et algorithme est de 
her
her une o

urren
e du motif sépa-rable τ dans la permutation π en suivant la stru
ture de l'arbre de séparationde τ .Notons T un arbre binaire de séparation de τ , T (V ) le sous-arbre de T de ra
ine
V pour un noeud V de T , et P (T (V )) le sous-motif de τ dont T (V ) est un arbrede séparation.Soit alors un noeud interne V de T , ayant deux �ls VL et VR. Dans le 
as où
V est positif (resp. négatif), s'il existe deux entiers h et c tels que� il existe une o

urren
e de P (T (VL)) dans π1 . . . πh−1 n'utilisant que deséléments de π de valeur 
omprise entre 1 et c− 1 (resp. entre c et n),� et il existe une o

urren
e de P (T (VR)) dans πh . . . πn n'utilisant que deséléments de π de valeur 
omprise entre c et n (resp. entre 1 et c− 1),alors, en les 
on
aténant, on obtient une o

urren
e de P (T (V )) dans π. Et ilest fa
ile de voir que 
ette impli
ation est en fait une équivalen
e.Pour exploiter 
ette idée dans tout l'arbre, on maintient pour 
haque noeud
V de l'arbre un tableauM(V, _, _, _, _) à quatre dimensions tel queM(V, i, j, a, b)
ontient 1 s'il existe une o

urren
e de P (T (V )) dans πiπi+1 · · ·πj n'utilisantque des éléments de π de valeur 
omprise entre a et b (i ≤ j et a ≤ b), et 0sinon.Il est alors possible de remplir les tableaux M(V, _, _, _, _) en 
ommençantpar les feuilles puis en remontant vers la ra
ine de la façon suivante.Pour un noeud V de T qui est une feuille, M(V, i, j, a, b) = 1 si et seulements'il existe h ∈ {i, i + 1, . . . , j} tel que a ≤ πh ≤ b.Pour un noeud interne V de T ayant pour �ls VL et VR, on a :� si V est positif, alors M(V, i, j, a, b) =

Max{M(VL, i, h− 1, a, c− 1) ·M(VR, h, j, c, b) : i < h ≤ j, a < c ≤ b}� si V est négatif, alors M(V, i, j, a, b) =
Max{M(VL, i, h− 1, c, b) ·M(VR, h, j, a, c− 1) : i < h ≤ j, a < c ≤ b}Le 
al
ul de M(V, i, j, a, b) à partir des valeurs pré
édentes pour un noeudinterne V se fait don
 en temps O(n2). Par 
onséquent, pour 
haque noeudinterne V , pour remplir tout le tableau M(V, _, _, _, _), il faut un temps O(n6),don
 un temps O(kn6) pour l'ensemble des noeuds internes. L'espa
e o

upépar l'ensemble des tableaux est quant à lui O(kn4). Remarquons que l'étaped'initialisation (remplir les tableaux asso
iés aux feuilles) peut être naïvementréalisée en temps O(kn5). La 
omplexité en temps totale pour l'algorithme deBose, Buss et Lubiw est don
 O(kn6).22



4.2.3 Algorithme d'IbarraPour dé
ider l'existen
e d'une o

urren
e de τ dans π, l'algorithme d'Ibarrautilise 
omme le pré
édent des te
hniques de programmation dynamique. Maispour gagner en 
omplexité par rapport à l'algorithme de Bose, Buss et Lubiw,il 
onsidère moins de sous-problèmes par noeud interne, et le 
al
ul des valeurspour un noeud interne à partir des valeurs de ses �ls se fait plus rapidement quedans l'algorithme de Bose, Buss et Lubiw.Pour 
haque noeud V de l'arbre de séparation T de τ , l'algorithme d'Ibarrane 
onstruit pas un mais deux tableaux, qui sont en revan
he de dimension 3au lieu de 4 : L(V, _, _, _) et H(V, _, _, _). En utilisant les mêmes notations quedans le paragraphe pré
édent, 
es tableaux sont dé�nis par : pour tout noeud
V de T , pour tout 1 ≤ i ≤ j ≤ n et pour tout 1 ≤ x ≤ n� L(V, i, j, x) = Max{{0} ∪ {y : il y a une o

urren
e de P(T(V)) dans

πiπi+1 · · ·πj dont le plus petit élément est y et le plus grand élémentest ≤ x}}� H(V, i, j, x) = Min{{n+1}∪{y : il y a une o

urren
e de P(T(V)) dans
πiπi+1 · · ·πj dont le plus grand élément est y et le plus petit élémentest ≥ x}}En parti
ulier, L(V, i, j, x) > 0 si et seulement s'il existe une o

urren
e de

P (T (V )) dans πiπi+1 · · ·πj dont les éléments sont inférieurs ou égaux à x, et
H(V, i, j, x) < n + 1 si et seulement s'il existe une o

urren
e de P (T (V )) dans
πiπi+1 · · ·πj dont les éléments sont supérieurs ou égaux à x.Il est important de remarquer que L(V, i, j, x) ne peut pas dé
roître lorsque idiminue, ou lorsque j augmente, ou lorsque x augmente. De même, H(V, i, j, x)ne peut pas 
roître lorsque i diminue, ou lorsque j augmente, ou lorsque xdiminue. Ces remarques sont essentielles pour la démonstration de la 
orre
tionde l'algorithme d'Ibarra.Je ne détaille pas i
i la stru
ture de l'algorithme. L'espa
e o

upé par l'en-semble des tableaux L(V, _, _, _) et H(V, _, _, _) est 
lairement O(kn3). Il estaussi fa
ile de voir que pour une feuille V de T , on peut remplir toutes les 
asesdes tableaux L(V, _, _, _) et H(V, _, _, _) en temps O(n4). Dans [23℄, Ibarradonne une pro
édure qui permet de remplir les deux tableaux L(V, _, _, _) et
H(V, _, _, _) pour un noeud interne V ayant deux �ls VL et VR en temps O(n4)à partir des tableaux L(VL, _, _, _), H(VL, _, _, _), L(VR, _, _, _) et H(VR, _, _, _).Il démontre aussi la 
orre
tion de 
ette pro
édure.En remarquant qu'il existe une o

urren
e de τ dans π si et seulement si
L(R, 1, n, n) > 0 si et seulement si H(R, 1, n, 1) < n+1, R étant la ra
ine de T ,on obtient don
 un algorithme qui dé
ide s'il existe une o

urren
e de τ dans πen temps O(kn4) et en espa
e O(kn3).4.3 Re
her
he d'un plus grand motif 
ommun à une per-mutation séparable et une permutation généraleLe problème qui est au 
entre de mon stage n'est pas 
elui du �patternmat
hing�, pour lesquels les algorithmes de Bose, Buss et Lubiw, et d'Ibarrafournissent des solutions polynomiales lorsque le motif dont on re
her
he une23



o

urren
e est séparable. C'est, si l'on veut, une généralisation de 
e problème :la re
her
he de plus grand motif 
ommun à deux permutations. J'ai expliquéplus haut que 
e problème est NP -dur, si l'on n'impose pas de restri
tion surles permutations. C'est pourquoi on s'est intéressé à la re
her
he de plus grandmotif 
ommun à deux permutations séparables, pour laquelle on espérait pouvoirtrouver un algorithme polynomial.En fait, il est possible de faire en
ore mieux en temps polynomial : trouverun plus grand motif 
ommun à une permutation séparable et une permutationquel
onque. En e�et, on s'est aperçu que l'algorithme de Bose, Buss et Lubiwpouvait être légèrement modi�é a�n de résoudre 
e problème. En utilisant l'al-gorithme 1, j'ai programmé en Java 
ette adaptation de l'algorithme de Bose,Buss et Lubiw, que je dé
ris dans la suite.Considérons deux permutations π et π′, telle que π est séparable, et dont on
her
he un plus grand motif 
ommun. On note n la taille de π et n′ la taille de
π′. Comme dans l'algorithme de Bose, Buss et Lubiw, on utilise un ensemblede tableaux M(V, _, _, _, _), un pour 
haque noeud V d'un arbre binaire deséparation T de π. T peut par exemple être donné par l'algorithme 1.Comme pré
édemment, on note T (V ) le sous-arbre de T de ra
ine V pour unnoeud V de T , et P (T (V )) la sous-permutation de π dont T (V ) est un arbre deséparation. M(V, i, j, a, b) 
ontiendra un plus grand motif 
ommun à P (T (V )) et
π′

iπ
′
i+1 · · ·π′

j , dont l'o

urren
e dans π′
iπ

′
i+1 · · ·π′

j n'utilise que des valeurs entre
a et b, pour 1 ≤ i ≤ j ≤ n′ et 1 ≤ a ≤ b ≤ n′. Si i > j ou a > b, M(V, i, j, a, b)est le motif vide.On peut remarquer qu'il n'y a pas uni
ité du plus grand motif 
ommunà deux permutations. C'est pourquoi l'algorithme que je propose permet de
al
uler le plus grand motif 
ommun à π et π′ qui est le plus petit dans l'ordrelexi
ographique. Ce 
ritère se transmettant fa
ilement des �ls à leur père dansl'algorithme de programmation dynamique, on 
onserve ainsi sans plus d'e�ortune 
ertaine régularité quant au motif retourné en sortie par l'algorithme.En revan
he, au niveau de la 
omplexité, si l'on 
hoisit toujours le motif leplus petit dans l'ordre lexi
ographique parmi 
eux de longueur maximale, on estun peu moins e�
a
e : un fa
teur O(min(n, n′)) vient s'ajouter pour e�e
tuerles 
omparaisons lexi
ographiques entre les motifs de longueur maximale. Cequi nous intéresse étant de trouver un algorithme polynomial, 
ette remarquen'est pas essentielle pour nous.Avant de passer à la des
ription de l'algorithme à proprement parler, j'aibesoin de dé�nir deux opérations de 
on
aténation sur les motifs : la 
on
até-nation positive ⊕ et la 
on
aténation négative ⊖.Considérons deux motifs p et p′ de tailles respe
tives k et k′. On dé�nit

p⊕ p′ = p1 · · · pk(p′1 + k) · · · (p′k′ + k) et
p⊖ p′ = (p1 + k′) · · · (pk + k′)p′1 · · · p′k′L'algorithme utilise en
ore la programmation dynamique.� Pour un noeud V de T qui est une feuille, M(V, i, j, a, b) est le motif 1 s'ilexiste h ∈ {i, i + 1, . . . , j} tel que a ≤ π′

h ≤ b, le motif vide sinon.24



� Pour un noeud interne positif V de T , ayant pour �ls VL et VR, M(V, i, j, a,
b) est le plus petit motif pour l'ordre lexi
ographique parmi les motifs delongueur maximale dans l'ensemble {M(VL, i, j, a, b), M(VR, i, j, a, b)} ∪
{M(VL, i, h− 1, a, c− 1)⊕M(VR, h, j, c, b) : i < h ≤ j, a < c ≤ b}.� Pour un noeud interne négatif V de T , ayant pour �ls VL et VR, M(V, i, j, a,
b) est le plus petit motif pour l'ordre lexi
ographique parmi les motifs delongueur maximale dans l'ensemble {M(VL, i, j, a, b), M(VR, i, j, a, b)} ∪
{M(VL, i, h− 1, c, b)⊖M(VR, h, j, a, c− 1) : i < h ≤ j, a < c ≤ b}.Une fois les tableaux M(V, _, _, _, _) remplis, il su�t de retourner le 
ontenude la 
ase M(R, 1, n′, 1, n′), R étant la ra
ine de T : 
'est le plus grand motif
ommun à π et π′ qui est le plus petit dans l'ordre lexi
ographique.Propriété 4.2. L'algorithme dé
rit 
i-dessus est 
orre
t : il retourne bien le plusgrand motif 
ommun à π et π′ qui est le plus petit dans l'ordre lexi
ographique.Démonstration. La preuve se fait par ré
urren
e. On montre que M(V, i, j, a, b)tel que 
al
ulé par l'algorithme 
orrespond bien au plus grand motif 
ommunentre P (T (V )) et π′

iπ
′
i+1 · · ·π′

j , dont l'o

urren
e dans π′
iπ

′
i+1 · · ·π′

j n'utilise quedes valeurs entre a et b, et qui est le plus petit dans l'ordre lexi
ographique.Dans le 
as où V est une feuille, le résultat est 
lair.Dans le 
as où V est un noeud interne ayant deux �ls VL et VR, soient i,
j, a et b tels que 1 ≤ i ≤ j ≤ n′ et 1 ≤ a ≤ b ≤ n′. Considérons le motif
ommun m de longueur maximale et le plus petit dans l'ordre lexi
ographiqueentre P (T (V )) et π′

iπ
′
i+1 · · ·π′

j , dont l'o

urren
e dans π′
iπ

′
i+1 · · ·π′

j n'utilise quedes valeurs entre a et b. Né
essairement, selon que la ra
ine de T (V ) est un noeudpositif ou négatif, on peut a�rmer qu'il existe h et c tels que m se dé
ompose� soit en ml ⊕m2 ave
 m1 (resp. m2) un motif 
ommun entre P (T (VL)) et
π′

i · · ·π′
h−1 utilisant des valeurs entre a et c− 1 (resp. entre P (T (VR)) et

π′
h · · ·π′

j utilisant des valeurs entre c et b) dans le 
as d'une ra
ine positive,� soit en m1 ⊖ m2 ave
 m1 (resp. m2) un motif 
ommun entre P (T (VL))et π′
i · · ·π′

h−1 utilisant des valeurs entre c et b (resp. entre P (T (VR)) et
π′

h · · ·π′
j utilisant des valeurs entre a et c − 1) dans le 
as d'une ra
inenégative.Remarquons que m1 et m2 peuvent être le motif vide.On s'aperçoit fa
ilement que si m1 ou m2 n'était pas de longueur maximaledans les intervalles d'indi
es et de valeurs donnés, alors m ne serait pas non plusde longueur maximale, et 
e
i 
ontredirait la dé�nition de m.De même, si m1 ou m2 n'était pas le plus petit dans l'ordre lexi
ographiqueparmi les motifs de longueur maximale dans les intervalles d'indi
es et de valeursdonnés, on aurait une 
ontradi
tion sur la dé�nition de m.On 
on
lut don
 que m1 et m2 sont de longueur maximale et les plus petitsdans l'ordre lexi
ographique pour les intervalles d'indi
es et de valeurs donnéesdans π′. Par hypothèse de ré
urren
e, on a don
 (pour le 
as m = m1 ⊕ m2,l'autre étant analogue) m1 = M(VL, i, h− 1, a, c− 1) et m2 = M(VR, h, j, c, b).Le motif M(V, i, j, a, b) tel que 
al
ulé par l'algorithme est don
 �meilleur�que m = m1 ⊕m2 = M(VL, i, h− 1, a, c− 1)⊕M(VR, h, j, c, b) au sens d'être leplus long possible, et le plus petit dans l'ordre lexi
ographique parmi les pluslongs. Or m est par dé�nition maximal pour 
es 
ritères. On a don
 démontréque m = M(V, i, j, a, b). 25



Le 
as où m = m1 ⊖m2 se traite de la même façon.Reste à analyser la 
omplexité de l'algorithme proposé. Il manipule un en-semble de tableaux dont la taille totale estO(nn′4min(n, n′)), 
haque 
ase 
onte-nant un motif dont la taille est inférieure à min(n, n′). Pour remplir les tableaux
M(V, _, _, _, _) pour toutes les feuilles V , la 
omplexité en temps est O(nn′5).Et pour un noeud interne V , 
onnaissant les tableaux asso
iés aux �ls de V , la
omplexité en temps pour remplir M(V, _, _, _, _) est O(n′6min(n, n′)). La 
om-plexité totale est don
 O(nn′6min(n, n′)). En fait, si on relâ
he la 
ontrainte surl'ordre lexi
ographique, on peut sto
ker dans les 
ases des tableaux seulementles tailles des motifs et des pointeurs vers les motifs des �ls (i.e. 
onstruire àla volée l'arbre de séparation d'un plus grand motif 
ommun), la 
omplexitépassant alors à O(nn′6) en temps et O(nn′4) en espa
e.On peut don
 énon
er le théorème suivant :Théorème 4.3. Le problème de re
her
he de plus grand motif 
ommun à unepermutation séparable et une permutation quel
onque est dans P .Remarquons qu'on pourrait essayer d'utiliser une te
hnique d'a

élération
omme dans l'algorithme d'Ibarra. Cette appro
he est peut-être possible, maisla transposition de l'algorithme d'Ibarra à la re
her
he de plus grand motif
ommun à deux permutations dont une séparable n'est pas aussi naturelle quepour l'algorithme de Bose,Buss et Lubiw. En e�et, un point fondamental dansla 
orre
tion de l'algorithme d'Ibarra est que L(V, i, j, x) ne peut pas dé
roîtrelorsque i diminue. L'extension la plus naturelle de L(V, i, j, x) serait de sto
kerdans L(V, i, j, x) un plus grand motif 
ommun à P (T (V )) et π′

iπ
′
i+1 · · ·π′

j dontl'o

urren
e dans π′
iπ

′
i+1 · · ·π′

j a son plus grand élément inférieur ou égal à x etson plus petit élément y le plus grand possible. Dans 
e 
as, si la taille du plusgrand motif 
ommun augmente, on peut, en faisant diminuer i, faire dé
roîtrela valeur du y 
on
erné, 
e qui annulerait la preuve de 
orre
tion telle que lapropose Ibarra. Cependant, je n'ai pas poursuivi dans 
ette voie, et la te
hniqued'Ibarra est peut-être adaptable pour améliorer la 
omplexité de l'algorithmedé
rit i
i.4.4 Distan
e entre permutations séparablesComme on l'a vu dans le paragraphe pré
édent, on dispose d'un algorithmeen temps polynomial pour la re
her
he du plus grand motif 
ommun (qui estle plus petit dans l'ordre lexi
ographique) à deux permutations dont une estséparable. En parti
ulier, étant données deux permutations séparables π1 et π2,on peut appliquer 
et algorithme su

essivement à π1 et π2 puis à π2 et π1. Lefait d'avoir 
hoisi un motif 
anonique parmi les motifs de longueur maximale(en l'o

urren
e le plus petit dans l'ordre lexi
ographique) fait que le motif mretourné par l'algorithme lors des deux appels sera le même.Il est possible de tirer parti de 
ette parti
ularité. En e�et, si on retient dansl'algorithme où sont les o

urren
es du motif m dans π1 et dans π2, on obtientun �
hemin de transformations� pour passer de π1 à π2 qui minimise le nombrede transformations. Pour formaliser 
ette idée, on introduit une distan
e d'édi-tion sur les permutations. 26



Commençons par dé�nir une opération d'insertion d'un élément dans unepermutation. Soit π = π1π2 . . . πn une permutation de longueur n. Soit aussi unentier k entre 1 et n + 1 que l'on veut insérer dans π, à une position p entre 1et n + 1. La permutation π′ = insert(π, k, p) de longueur n + 1 est dé�nie par :pour 1 ≤ j < p : {
π′

j = πj si πj < k
π′

j = πj + 1 si πj ≥ kpour j = p : π′
p = kpour p < j ≤ n + 1 :{ π′

j = πj−1 si πj−1 < k
π′

j = πj−1 + 1 si πj−1 ≥ kPar exemple, insert(52314, 2, 3) = 632415.L'opération inverse est la suppression d'un élément dans une permutation
π de longueur n + 1. Il su�t de donner la valeur de l'élément à supprimer.Contrairement au 
as de l'insertion, il n'est pas né
essaire de fournir à la fois lavaleur et la position.1 On dé�nit don
 π′ = suppr(π, k) parpour 1 ≤ j < p :{ π′

j = πj si πj < k
π′

j = πj − 1 si πj > kpour p ≤ j ≤ n :{ π′
j = πj+1 si πj+1 < k

π′
j = πj+1 − 1 si πj+1 > koù p est l'unique indi
e tel que πp = k, i.e. p = π−1

k .Par exemple, suppr(632415, 2) = 52314.On a évidement les égalités suivantes :
suppr(insert(π, k, p), k) = π et insert(suppr(π, k), k, π−1

k ) = πOn peut alors dé�nir la distan
e d'édition dist(π1, π2) entre deux permuta-tions π1 et π2 
omme le nombre minimal d'opérations (insertions et suppres-sions) qu'il faut e�e
tuer à partir de π1 pour obtenir π2. dist dé�nit bien unedistan
e : pour toutes permutations π1, π2 et π3, on a� dist(π1, π2) = dist(π2, π1),� dist(π1, π2) = 0⇔ π1 = π2,� dist(π1, π3) ≤ dist(π1, π2) + dist(π2, π3).En outre, pour toute suite d'insertions et de suppressions menant de π1 à
π2 qui est la plus 
ourte possible (i.e. 
ontenant dist(π1, π2) opérations), il esttoujours possible d'e�e
tuer d'abord toutes les suppressions puis toutes les in-sertions. En e�et, si une insertion pré
ède une suppression dans une telle suited'opérations, l'élément supprimé n'est pas 
elui qui vient d'être inséré (sinon, lasuite d'opérations ne serait pas la plus 
ourte possible). On s'aperçoit alors fa
i-lement que l'on peut e�e
tuer d'abord une suppression de l'élément à éliminer,puis une insertion du nouvel élément, pour aboutir au même résultat à l'issuedes deux opérations. Ainsi, 
onsidérant une suite d'opérations la plus 
ourte1Remarquons qu'on aurait pu tout aussi bien 
hoisir de donner seulement la position del'élément à supprimer, mais on 
hoisit (arbitrairement) de donner plut�t sa valeur.27



possible, réordonnée en mettant d'abord les suppressions puis les insertions, ondéduit grâ
e à la minimalité de 
ette suite que la permutation τ telle que
π1

suppressions−−−−−−−−−→ τ
insertions−−−−−−−→ π2est un plus grand motif 
ommun à π1 et π2.De manière duale, l'algorithme de re
her
he de plus grand motif 
ommun àdeux permutations séparables peut être utilisé pour 
al
uler la distan
e d'éditionentre deux permutations séparables. Si π1 et π2 sont deux permutations dontle plus grand motif 
ommun le plus petit dans l'ordre lexi
ographique (
al
ulépar l'algorithme) est m, alors

dist(π1, π2) = |π1|+ |π2| − 2|m|où |π| représente la taille de la permutation π.On peut même remarquer que lors du déroulement de l'algorithme de re-
her
he de plus grand motif 
ommun m à π1 et π2, on peut aisément reteniraussi l'o

urren
e de m dans π1. Et de même dans π2, lorsque l'on appelle l'al-gorithme sur π2 et π1. Et 
omme on obtient bien le même motif m dans lesdeux appels de l'algorithme, on obtient deux suites de suppressions permettantde transformer π1 en m d'une part, et π2 en m d'autre part. Ces deux suitesdé�nissent une suite d'opérations qui réalise la distan
e d'édition entre π1 et π2.On peut don
 non seulement 
al
uler la distan
e d'édition entre permutationsséparables grâ
e à l'algorithme de re
her
he de plus grand motif 
ommun, maison peut en outre trouver une réalisation de 
ette distan
e.4.5 Ouverture vers les séries génératri
es bivariéesJe 
on
lus 
ette partie en faisant une remarque sur les possibilités qu'ouvre
ette distan
e d'édition en termes de séries génératri
es.On a vu dans la partie sur l'énumération des permutations séparables qu'ellessont énumérées par les nombres de S
hröder : il y a sn−1 permutations séparablesde taille n. Ce qu'on aimerait faire est trouver une énumération des permutationsséparables non seulement selon leur taille n, mais aussi selon la distan
e à lapermutation identité de même taille Idn = 12 . . . n. En fait, la distan
e entredeux permutations de même taille étant toujours paire, on 
onsidérera plut�t lademi-distan
e, qui 
orrespond à la di�éren
e entre taille de la permutation et lataille de son plus grand motif 
ommun ave
 Idn. On notera la série génératri
easso
iée par :
S(x, y) =

∑

n≥0

∑

p≥0

sn,px
nyp

sn,p représentant le nombre de permutations séparables de taille n à demi-distan
e p de Idn.Grâ
e à mes programmes Java, j'ai pu obtenir les premières valeurs sn,p.Elles �gurent dans le tableau donné en �gure 9.28



taille n→ 1 2 3 4 5 6 7distan
e p à Idn

↓
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 4 9 16 25 36
2 0 0 1 11 45 125 281
3 0 0 0 1 27 178 703
4 0 0 0 0 1 64 634
5 0 0 0 0 0 1 150
6 0 0 0 0 0 0 1
7 0 0 0 0 0 0 0

∑
p sn,p 1 2 6 22 90 394 1806Fig. 9 � Tableau donnant le nombre de permutations de taille n à distan
e pde Idn pour n ≤ 7On retrouve bien, 
omme le montre la dernière ligne du tableau, qu'il y a

sn−1 permutations séparables de taille n.On remarque dans le tableau 
i-dessus que sn,1 = (n− 1)2 pour 1 ≤ n ≤ 7.Ce
i n'est en fait pas un hasard, 
omme le montre la propriété suivante :Propriété 4.4. Pour tout n ≥ 1, il y a (n − 1)2 permutations séparables detaille n à demi-distan
e 1 de Idn : sn,1 = (n− 1)2Démonstration. La preuve est en deux étapes. On 
ommen
e par démontrer quetoute permutation de taille n à demi-distan
e au plus 1 de Idn est séparable.Ensuite, on exhibe une manière de générer sans doublons toutes les permuta-tions à demi-distan
e 1 de Idn à partir Idn−1.Montrons par ré
urren
e sur n ≥ 1 que toute permutation π de taille n àdemi-distan
e 0 ou 1 de Idn est séparable.Pour n = 1, il n'y a que la permutation 1 à demi-distan
e au plus 1 de 1, et elleest évidemment séparable.Soit π une permutation de taille n+1, à demi-distan
e 0 ou 1 de Idn+1. Si π est àdemi-distan
e 0 de Idn+1, π = Idn+1, et dans 
e 
as π est 
lairement séparable.Supposons don
 que π est à demi-distan
e 1 de Idn+1. π s'é
rit π̂1(n + 1)π̂2, où
π̂1 et π̂2 sont des séquen
es de nombres distin
ts.Si π̂2 
ontient au moins un élément, l'élément n + 1 doit être supprimé dans
π puis réinséré à la �n pour obtenir Idn+1. On a don
 né
essairement π =
1 . . . j(n + 1)(j + 1) . . . n, et π est 
lairement séparable. Si au 
ontraire π̂2 estvide, on est dans le 
as où π̂1 est une permutation de taille n à distan
e 1 de Idn.Par hypothèse de ré
urren
e, π̂1 est séparable, et on en déduit alors fa
ilementque π est aussi séparable.Je dé
ris à présent une méthode permettant de générer toutes les permuta-tions de taille n à demi-distan
e exa
tement 1 de Idn, par insertion dans Idn−1,et qui ne produit pas de doublons. On 
onsidère les n positions d'insertion :la position 1 avant le premier élément de Idn−1, la position n après son der-29



nier élément, et la position i entre son (i − 1)-ème et son i-ème élément pour
2 ≤ i ≤ n − 1. L'insertion est 
elle de la fon
tion insert dé�nie plus haut.Dans la position 1 on autorise l'insertion de toute valeur entre 2 et n, et danstoute position i ≥ 2, on autorise l'insertion de tout entier k entre 1 et n, quiest di�érent de i et de i− 1. Il est évident que l'insertion de la valeur i dans laposition i produirait la permutation Idn, qui ne véri�e pas la 
ondition sur lademi-distan
e. Quant aux insertions des valeurs i − 1 dans les position i ≥ 2,elles produisent des permutations qui peuvent aussi être obtenues par insertionde la valeur i dans la position i− 1. C'est don
 pour éviter les doublons qu'onles ex
lut. On se 
onvain
 fa
ilement que les permutations ainsi générées sonttoutes 
elles à demi-distan
e 1 de Idn, sans doublons. De manière synthétique :
{π : π est à demi-distan
e 1 de Idn} =
{insert(Idn−1, k, 1) : k 6= 1} ∪⋃

i=2...n{insert(Idn−1, k, i) : k 6= i, k 6= i− 1}On voit alors aisément que par 
ette méthode on 
onstruit (n− 1) + (n− 1)×
(n− 2) = (n− 1)2 permutations distin
tes de taille n à demi-distan
e 1 de Idn.Elles sont toutes séparables d'après la première partie de la preuve. Ce
i terminedon
 la démonstration de la propriété annon
ée.Remarquons en�n que les autres séquen
es qui apparaîssent dans le tableaune sont pas répertoriées dans l'en
y
lopédie en ligne des séquen
es d'entiers [33℄,et il y a don
 fort peu de 
han
es qu'elles aient été déjà ren
ontrées dans unautre 
ontexte.À partir de la série génératri
e S(x, y), on voudrait pouvoir 
al
uler la dis-tan
e moyenne entre une permutation de taille n et Idn, en utilisant la méthodedes moments [19℄ 
omme dans [27℄. Malheureusement, 
ette appro
he est infru
-tueuse, 
ar on n'a pas d'expression fon
tionnelle (où les sn,p n'apparaîtraientpas) pour la série génératri
e S(x, y).Au lieu de s'intéresser à 
ette distan
e moyenne, on va plut�t 
onsidérer lataille en moyenne de la plus longue sous-séquen
e 
roissante dans une permuta-tion, qui n'est pas autre 
hose que la taille du plus grand motif 
ommun entreune permutation et la permutation identité de même taille. Une astu
e permet,à partir du théorème d'Erdös et Szekeres, de donner une borne inférieure surla valeur moyenne de la taille de la plus grande sous-séquen
e 
roissante. Lethéorème d'Erdös et Szekeres [18℄ énon
e, dans sa version forte [35℄, que :Théorème 4.5. Soient p et q deux entiers, et n = p · q + 1. Soit π une permu-tation de taille n. Alors π 
ontient une sous-séquen
e 
roissante de taille p + 1ou une sous-séquen
e dé
roissante de taille q + 1.Il a pour 
onséquen
e que [34℄ :Propriété 4.6. Dans l'ensemble des permutations de taille n, la longueurmoyenne de la plus longue sous-séquen
e 
roissante est supérieure à √n− 1.Avant de prouver 
ette propriété, j'ai besoin de quelques dé�nitions.Dé�nition 4.7. Soit π = π1π2 . . . πn une permutation. On dé�nit son renversé
πr par πr = πn . . . π2π1. Une 
lasse de permutations R est dite symétrique sipour toute permutation π ∈ R, on a πr ∈ R.30



Remarquons que l'ensemble des permutations de taille n est symétrique,pour tout entier n.Je rappelle aussi que la 
on
aténation négative de deux permutations π et
π′ de tailles respe
tives n et n′ est dé�nie par :

π ⊖ π′ = (π1 + n′) · · · (πn + n′)π′
1 · · ·π′

n′Démonstration. Pour toute permutation π, on note is(π) (resp. ds(π)) la lon-gueur de la plus grande sous-séquen
e 
roissante (resp. dé
roissante) dans π.On note En[f(π)] la moyenne de la fon
tion f : S → N sur l'ensemble Sn despermutations de taille n. On a alors :
En[is(π)] = 1

|Sn|

∑
π∈Sn

is(π)

= 1

|Sn|

∑
π∈Sn

1

2
(is(π) + is(πr))

≥ 1

|Sn|

∑
π∈Sn

√
is(π) · is(πr)

≥ 1

|Sn|

∑
π∈Sn

√
is(π) · ds(π)Fixons π ∈ Sn, et montrons que √

is(π) · ds(π) ≥
√

n− 1. Pour 
ela, posons
p = is(π) et q = ⌈n−1

p
⌉. Distinguons alors deux 
as.Si n−1

p
∈ N, alors n = p · q + 1, et par dé�nition de p, l'utilisation du théorèmed'Erdös-Szekeres donne dire
tement que ds(π) ≥ q + 1 ≥ q, et ainsi l'on obtientque √

is(π) · ds(π) ≥ √p · q ≥
√

n− 1.Si au 
ontraire n−1

p
/∈ N, il existe un entier r, 0 < r < p tel que n − 1 =

p·(q−1)+r. On dé�nit alors n′ = p·q+1 et π′ = π⊖12 . . . (p−r). π′ est une per-mutation de longueur n′ ≥ n. On remarque alors que is(π′) = is(π) = p et que
ds(π′) = ds(π) + 1. Par le théorème d'Erdös-Szekeres, on obtient 
omme avantque ds(π′) ≥ q + 1, et don
 ds(π) ≥ q. On 
on
lut alors que √

is(π) · ds(π) ≥√
p · q =

√
n′ − 1 ≥

√
n− 1.On peut alors a
hever le 
al
ul :

En[is(π)] ≥ 1

|Sn|

∑
π∈Sn

√
is(π) · ds(π)

≥ 1

|Sn|

∑
π∈Sn

√
n− 1

≥
√

n− 1En fait, la preuve de 
e résultat peut être utilisée telle quelle pour prouverla propriété suivante, un peu plus générale :Propriété 4.8. Soit R une 
lasse de permutations symétrique. Dans l'ensembledes permutations de R de taille n, la longueur moyenne de la plus longue sous-séquen
e 
roissante est supérieure à √n− 1.La 
lasse S(2413, 3142) des permutations séparables étant symétrique, on
on
lut que :Propriété 4.9. Dans l'ensemble des permutations séparables de taille n, lalongueur moyenne de la plus longue sous-séquen
e 
roissante est supérieure à√
n− 1. 31



5 Extension de l'algorithme de re
her
he de plusgrand motif 
ommun à un 
adre plus généralJe reviens dans 
ette partie du rapport à des problèmes algorithmiques. Jepropose une extension de l'algorithme polynomial de re
her
he de plus grandmotif 
ommun à une permutation séparable et une permutation générale, dé
ritdans la partie pré
édente, à une 
lasse de permutations plus large.Le point de départ de 
ette extension est une autre interprétation de l'arbrede séparation d'une permutation séparable. En e�et, on peut pour tout graphe,et par extension pour toute permutation, 
onstruire son arbre de dé
omposition.L'arbre de dé
omposition d'une permutation séparable est très fortement lié àson arbre de séparation. On verra aussi que les permutations séparables sont
ara
térisées par des arbres de dé
omposition très parti
uliers : ne 
omportantque des noeuds linéaires. Il sera alors tout naturel d'étendre l'algorithme dere
her
he de plus grand motif 
ommun à des permutations dont les arbres dedé
omposition sont un peu plus généraux que 
eux des permutations séparables,
eux où les noeuds non-linéaires ont un degré borné. Mais avant 
ela, j'ai besoinde donner les bases de la théorie de la dé
omposition modulaire pour relier lesarbres de séparation et les arbres de dé
omposition.5.1 Éléments de dé
omposition modulaire des graphes, etappli
ation aux permutationsPour rendre 
e rapport le plus 
omplet possible, je donne les dé�nitions etpropriétés de base de la dé
omposition modulaire des graphes. Cependant, jem'intéresserai essentiellement à la dé
omposition par intervalles 
ommuns d'unepermutation, dont on peut prouver [28℄ qu'elle est �équivalente� à la dé
omposi-tion modulaire d'un graphe de permutation. Il n'est pas né
essaire de 
onnaîtreen détail la théorie de la dé
omposition modulaire pour 
omprendre 
ommentelle s'adapte aux permutations, sous la forme de dé
omposition par intervalles
ommuns.Cas général des graphesDé�nition 5.1. Soit G = (V, E) un graphe non orienté. Un module dans Gest un sous-ensemble de sommets V ′ ⊂ V qui jouent tous le même r�le vis-à-visdes sommets de V \ V ′. Plus formellement, 
ela signi�e que pour tout sommet
v ∈ V \ V ′, l'une des deux propositions suivantes est vraie :� pour tout sommet v′ de V ′, (v, v′) est une arête de G� il n'y a au
un sommet v′ de V ′ tel que (v, v′) soit une arête de GUn module est don
 un ensemble de sommets qui, vu de l'extérieur du mo-dule, se 
omporte 
omme un seul sommet. Dans la �gure 10, les modules sontdessinés par des �patates�, une arête allant du module V ′ vers un sommet v siet seulement si (v, v′) est une arête du graphe pour tout v′ ∈ V ′.Dans n'importe quel graphe G = (V, E), 
ertains modules existent toujours :on les appelle modules triviaux. Il s'agit de ∅, V , et tous les singletons {v} pour
v ∈ V . Les graphes dont les seuls modules sont les modules triviaux sont appelésgraphes premiers. 32



Certains modules dans un graphe revêtent une importan
e parti
ulière :Dé�nition 5.2. On dit qu'un module dans un graphe est un module fort lors-qu'il ne 
hevau
he2 au
un autre module.Remarquons que tout module trivial est un module fort.Considérons à présent deux modules forts d'un graphe G = (V, E). Commeils ne se 
hevau
hent pas, on est for
ément dans un des trois 
as suivants :
A ⊆ B ou B ⊆ A ou A ∩ B = ∅. Les modules forts peuvent don
 être ordon-nés entre eux par l'ordre d'in
lusion, et l'ordre d'in
lusion sur les modules fortsest un ordre arbores
ent : on peut 
onstruire un arbre dont les noeuds sont lesmodules forts (hormis le module vide), ave
 
omme feuilles les singletons {v}pour v ∈ V , 
omme ra
ine le module V , et tel qu'un module fort V ′ ait pourdes
endants tous les modules forts V ′′ tels que V ′′ ⊂ V ′. Cet arbre est l'arbrede dé
omposition modulaire de G. Remarquons que 
et arbre n'est pas un arbreplan, 
'est-à-dire qu'il n'y a pas d'ordre entre les �ls.Les noeuds internes de l'arbre de dé
omposition modulaire, qui 
orrespondentà des modules forts, peuvent être 
lassés dans deux 
atégories : les noeuds 
om-plets et les noeuds premiers. Ces notions sont dé�nies en termes de quotient degraphes dans [28℄. La propriété suivante [28℄ en donne une 
ara
térisation :Propriété 5.3. Tout noeud interne V de l'arbre de dé
omposition modulaired'un graphe G est :� soit 
omplet : n'importe quelle partie des �ls de V donne, lorsqu'on enfait l'union, un module,� soit premier : l'union de plusieurs �ls de V n'est un module que dans le
as où l'on prend tous les �ls de V .Cette propriété permet don
 d'étiqueter les noeuds de tout arbre de dé
om-position modulaire, ave
 les étiquettes �
omplet� ou �premier�.La �gure 10 illustre les notions introduites.Il est à remarquer aussi que le 
al
ul de l'arbre de dé
omposition modulaired'un graphe peut être fait en temps polynomial, et il existe même des algorithmesen temps linéaire en la taille du graphe qui 
al
ulent son arbre de dé
ompositionmodulaire [6, 28℄.Cas parti
ulier des permutations Considérons maintenant une permuta-tion π. On pourrait dé�nir l'arbre de dé
omposition de π en intervalles 
ommuns
omme étant l'arbre de dé
omposition du graphe de la permutation π, renduplan en imposant que les feuilles apparaissent dans l'ordre de π, et modulo unpetit 
hangement dans l'étiquetage. Cependant, je trouve plus 
laire la 
onstru
-tion dire
te donnée dans [13℄, et je la dé
ris 
i-dessous. L'équivalen
e des deux
onstru
tions est démontrée dans [28℄.2La dé�nition du 
hevau
hement suit l'intuition qu'on a de 
ette notion : deux ensemblesde sommets A et B se 
hevau
hent lorsque A \ B 6= ∅, B \ A 6= ∅ et A ∩ B 6= ∅33
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(c)Fig. 10 � Un graphe (a), sa représentation par modules (b), et son arbre dedé
omposition modulaire (c)La dé
omposition en intervalles 
ommuns d'une permutation π de taille n(sous-entendu, intervalles 
ommuns ave
 Idn) se dé�nit 
omme suit. On 
onsi-dère d'abord la famille de tous les intervalles 
ommuns de π, i.e. les sous-permutations I = πjπj+1 . . . πk (les indi
es devant être 
onsé
utifs) telles que

{πj , πj+1, . . . , πk} soit un intervalle de N (au sens usuel du terme). On noteraalors val(I) = {πj , πj+1, . . . , πk} : val(I) est un intervalle de N. On notera aussi
pos(I) = {j, j +1, . . . , k}, l'ensemble des positions de π o

upées par l'intervalle
ommun I. pos(I) est aussi un intervalle de N. Dans la suite, je note souvent Ipour val(I) ou pour pos(I) lorsqu'il n'y a pas de 
onfusion possible.Dans la famille des intervalles 
ommuns, on dé�nit les intervalles 
ommunsforts (abrégé dans la suite en intervalles forts) 
omme étant 
eux qui ne 
he-vau
hent3 au
un autre intervalle 
ommun. Par exemple, π, 1, 2, . . . , n sont desintervalles forts. L'ensemble des intervalles forts peut être ordonné pour l'ordred'in
lusion. Deux intervalles forts ne pouvant se 
hevau
her, l'ordre d'in
lusiondes intervalles forts entre eux est arbores
ent : il est donné par un arbre dont lesfeuilles sont π1, π2, . . ., πn (de gau
he à droite dans 
et ordre), dont la ra
ineest π, et dont 
haque noeud interne est obtenu par réunion de ses noeuds �ls4.Pour illustrer 
es dé�nitions, la �gure 
i-dessous représente la permutation3Comme dans le 
as des graphes, on dit que deux intervalles 
ommuns I et J se 
hevau
hentlorsque pos(I) \ pos(J) 6= ∅, pos(J) \ pos(I) 6= ∅ et pos(I) ∩ pos(J) 6= ∅4J'utilise le terme réunion i
i bien qu'il ne s'agisse pas d'une réunion ensembliste. J'entendsque, si le noeud interne est I, ave
 pour �ls I1, . . . , Ik, alors I est la 
on
aténation I1 ·I2 . . .·Ik.En parti
ulier, val(I) = ∪k

i=1
val(Ii) et pos(I) = ∪k

i=1
pos(Ii).34



53412 et deux intervalles 
ommuns I1 = 534 et I2 = 3412 se 
hevau
hant. Ona val(I1) = {3, 4, 5}, pos(I1) = {1, 2, 3}, val(I2) = {1, 2, 3, 4} et pos(I2) =
{2, 3, 4, 5}.

3 4 1 25

I2

I1


hevau
hement
Fig. 11 � Deux intervalles 
ommuns se 
hevau
hant de la permutation 53412On remarque alors qu'il existe deux types de noeuds internes dans l'arbredes intervalles forts. Pour 
ertains noeuds V ayant k �ls V1, V2, . . . Vk, au
uneréunion de i �ls pour n'importe quel i entre 2 et k−1 n'est un intervalle 
ommun.Ces noeuds sont appelés noeuds premiers et sont étiquetés par P .Les autres noeuds sont tels que l'ordre ≺ sur leurs �ls V1, V2, . . . Vk dé�ni par

Vi ≺ Vj si et seulement si Vi est à gau
he de Vj est un ordre linéaire véri�antla propriété que les unions de �ls de V qui sont des intervalles 
ommuns sontexa
tement les réunions de i �ls 
onsé
utifs pour l'ordre ≺, pour 1 ≤ i ≤ k :
∪d+i

j=d+1
Vj . Ces noeuds sont appelés noeuds linéaires et sont étiquetés par L.L'arbre étiqueté obtenu est appelé arbre de dé
omposition de π. L'ordre desfeuilles de gau
he à droite étant imposé par π, 
et arbre est un arbre plan, au
ontraire de l'arbre de dé
omposition d'un graphe.Remarquons que les noeuds d'arité 2 satisfont à la fois la dé�nition de noeudpremier et 
elle de noeud linéaire. On 
hoisit de les étiqueter par L. Attention,
e 
hoix n'est pas arbitraire et il sera expliqué un peu plus loin. D'autre part,toutes les propriétés de l'arbre de dé
omposition que j'ai énon
ées, 
omme le faitqu'un noeud soit toujours de type premier ou de type linéaire, sont démontréesdans [13℄. Il est aussi important de savoir qu'il existe des algorithmes [6, 13℄ qui
al
ulent l'arbre de dé
omposition d'une permutation de taille n en temps O(n).Pour 
lari�er les notions d'intervalles forts et d'arbre de dé
omposition, jetraite un exemple en �gure 12 et 13.

5 9 6 7 8 10 2 4 31Fig. 12 � Dé
omposition en intervalles 
ommuns de π = 519678(10)243.Les intervalles 
ommuns sont représentés par des traits horizontaux, les traitsgras 
orrespondant aux intervalles forts.35



P
5 1

LL9 L6 7 8 10 L2 L4 3Fig. 13 � Arbre de dé
omposition de π = 519678(10)2435.2 Une dé�nition équivalente des permutations séparableset de l'arbre de séparationAprès avoir dé�ni l'arbre de dé
omposition d'une permutation quel
onque,il est tout naturel dans le 
ontexte des permutations séparables, de se demandersi leurs arbres de dé
omposition ont des propriétés 
ara
téristiques. Je répondsà 
ette question par l'a�rmative, en donnant même une 
ara
térisation des per-mutations séparables à travers leur arbre de séparation.Mais d'abord, la propriété suivante montre qu'il existe un lien très fort entrearbre n-aire de séparation et arbre de dé
omposition d'une permutation sépa-rable.Propriété 5.4. Soit π une permutation séparable de taille n, Ts son arbre n-aire de séparation, et Td son arbre de dé
omposition. Alors, si l'on ne tient pas
ompte des étiquettes des noeuds, Td = Ts.Démonstration. Remarquons d'abord que la relation père-�ls est dé�nie de lamême manière dans Ts et dans Td : les �ls d'un noeud interne V représententdes intervalles 
ommuns in
lus dans l'intervalle 
ommun représenté par V . Pour
on
lure que Td = Ts, il su�t don
 de montrer que 
es deux arbres ont mêmeensemble de sommets. En e�et, l'ordre des feuilles étant le même dans les deuxarbres, on en déduit alors que Ts et Td sont identiques en tant qu'arbres plans(hormis l'étiquetage des noeuds). Rappelons que les noeuds de Td sont les in-tervalles forts de π. Il su�t don
 de démontrer que :1. tout noeud de l'arbre de séparation représente un intervalle fort,2. toute sous-permutation πaπa+1 . . . πb (les positions étant 
onsé
utives) quin'est pas un noeud de l'arbre de séparation n'est pas un intervalle fort.1. On pro
ède par ré
urren
e stru
turelle sur les noeuds de Ts.� Pour une feuille V de Ts, V représente un 
ertain entier i entre 1 et n,et i est 
lairement un intervalle fort.� Pour un noeud interne V de Ts ayant pour �ls V1, V2, . . . , Vk, on sait parhypothèse de ré
urren
e que 
haque Vi 
orrespond à un intervalle fort
Ii de π. Par dé�nition de l'arbre de séparation, le noeud V représenteun intervalle 
ommun de π, que l'on note I. I est la réunion des Ii pour
1 ≤ i ≤ k. Raisonnons par l'absurde et supposons que I ne soit pas un36



intervalle fort. Alors I 
hevau
he un autre intervalle 
ommun de π : I ′.Comme tous les Ii sont forts, ils ne 
hevau
hent pas I ′, et on est don
dans l'une des deux situations suivantes :� il existe p ≥ 1 tel que pour tout i ≤ p, Ii ⊆ I ′ et pour tout i > p,
Ii ∩ I ′ = ∅

I = ∪k
i=1Ii

Ip

I
′� il existe p ≤ k tel que pour tout i ≥ p, Ii ⊆ I ′ et pour tout i < p,

Ii ∩ I ′ = ∅

I = ∪k
i=1Ii

Ip

I
′Dans 
e qui suit je traite seulement le premier 
as, le deuxième étantanalogue. Plaçons nous don
 dans le premier 
as, et distinguons deuxsous-
as.� Si V est un noeud positif, alors Min(val(I)) ∈ val(I1), don
 val(I)et val(I ′) sont des intervalles de N qui se 
hevau
hent et tels que

Min(val(I)) ∈ val(I) ∩ val(I ′). En repérant val(I) et val(I ′) surune droite représentant N, on est don
 dans la situation suivante :
N

val(I)

val(I ′)Don
 I ′ \ I est un intervalle 
ommun de π (
ar 
'est à la fois unintervalle en positions et en valeurs). En outre, les valeurs de val(I ′\I)sont toutes stri
tement plus petites que Min(val(I)). V étant unnoeud positif, 
ela implique que dans la 
onstru
tion de l'arbre deséparation Ts de π, V1, . . . Vk auraient dû avoir au moins un frère enplus à gau
he de V1. D'où une 
ontradi
tion.� Si V est un noeud négatif, alors Max(val(I)) ∈ val(I1), don
 val(I)et val(I ′) sont des intervalles de N qui se 
hevau
hent et tels que
Max(val(I)) ∈ val(I) ∩ val(I ′). En repérant val(I) et val(I ′) surune droite représentant N, on est don
 dans la situation suivante :

N

val(I)

val(I ′)Don
 I ′ \ I est un intervalle 
ommun de π (
ar 
'est à la fois unintervalle en positions et en valeurs). En outre, les valeurs de val(I ′\I)sont toutes stri
tement plus grandes que Max(val(I)). V étant unnoeud négatif, 
ela implique que dans la 
onstru
tion de l'arbre deséparation Ts de π, V1, . . . Vk auraient dû avoir au moins un frère enplus à gau
he de V1. D'où une 
ontradi
tion.Dans tous les 
as, on aboutit à une 
ontradi
tion, et on 
on
lut ainsique I est un intervalle fort. 37



2. Soit P une suite de positions 
onsé
utives dans π (P = πaπa+1 . . . πb)qui ne 
orrespond à au
un noeud de l'arbre de séparation. Si P n'est pasun intervalle 
ommun, P n'est pas un intervalle fort. Si au 
ontraire Pest un intervalle 
ommun, 
onsidérons l'intervalle 
ommun I asso
ié à unnoeud de l'arbre de séparation tel que P ⊆ I, ave
 I 
hoisi le moins largepossible. Remarquons que l'organisation en arbre des intervalles 
ommuns
orrespondant à des noeuds de Ts impose l'uni
ité de l'intervalle I dé�ni.Par hypothèse sur P , P 6= I, don
 il existe x tel que x ∈ I et x /∈ P . Pn'étant pas vide, I 
ontient don
 au moins 2 éléments, don
 
orrespondà un noeud interne de Ts. Notons I1, . . . Ik les �ls de I. Par dé�nitionde l'arbre de séparation, on sait que pour 1 ≤ d1 ≤ d2 ≤ k, ∪d2

i=d1
Iiest un intervalle 
ommun de π. Considérons alors l'intervalle 
ommun

J = ∪d2

i=d1
Ii ave
 d1 le plus grand possible et d2 le plus petit possible telque x ∈ J et P ∩ J 6= ∅.

x P

J

I = ∪k
i=1IiComme x /∈ P , on a J \ P 6= ∅. En�n supposons que P ⊆ J . Par 
hoix de

J , 
ela implique qu'il existe i entre d1 et d2 tel que P ⊆ Ii, 
e qui 
ontreditle 
hoix de I 
omme le moins large des intervalles 
ontenant P parmi lesnoeuds de Ts. On déduit ainsi que P \J 6= ∅. Ave
 J \P 6= ∅ et P ∩J 6= ∅,on 
on
lut que J 
hevau
he P , et don
 que P n'est pas un intervalle fort.Ayant établi 
ette identité entre arbres de séparation et arbres de dé
ompo-sition, on remarque alors qu'un noeud V de l'arbre de séparation (que 
e soitun noeud positif ou un noeud négatif) possède la propriété que les unions de �lsde V qui sont des intervalles 
ommuns sont exa
tement les réunions de �ls de V
onsé
utifs dans l'ordre de gau
he à droite. Cette propriété est 
elle dé�nissantles noeuds linéaires. Ave
 la propriété pré
édente et 
ette remarque, on déduitque :Propriété 5.5. Dans l'arbre de dé
omposition d'une permutation séparable,tous les noeuds sont linéaires.C'est pour pouvoir énon
er 
ette propriété de manière élégante qu'il faut
hoisir d'étiqueter par L les noeuds d'arité 2, sinon on aurait un énon
é dugenre : tous les noeuds sont linéaires sauf peut-être 
eux d'arité 2. En outre, lapropriété d'être un noeud linéaire va être plus intéressante pour des manipula-tions algorithmiques que la propriété d'être un noeud premier, et mieux vautdon
 utiliser au maximum la stru
ture linéaire des noeuds d'arité 2.En fait, on peut en dire plus sur les arbres de dé
omposition des permutationsséparables, ave
 le théorème suivant qui est une nouvelle 
ara
térisation despermutations de 
ette 
lasse :Théorème 5.6. Les permutations séparables sont exa
tement 
elles dont l'arbrede dé
omposition ne 
ontient que des noeuds linéaires.38



Démonstration. On a déjà démontré que les arbres de dé
omposition des per-mutations séparables ne 
ontiennent que des noeuds linéaires. Il ne reste quela ré
iproque : dans l'arbre de dé
omposition d'une permutation qui n'est passéparable, il y a au moins un noeud premier. Évidemment, je 
onsidère que lesnoeuds d'arité 2 ne sont pas des noeuds premiers.Soit don
 π une permutation qui n'est pas séparable, et soit T son arbre dedé
omposition. Pour un ensemble S de feuilles de T , je noterai ac(S) le pluspetit an
être 
ommun à toutes les feuilles de S dans T . Comme π n'est passéparable, il existe i < j < k < l tels que πiπjπkπl soit une o

urren
ede 3142 (ou de 2413, 
e 
as se traitant de la même manière). Démontronsd'abord de ac(πi, πj) = ac(πj , πk) = ac(πk, πl) = ac(πi, πj , πk, πl). Notons
A = ac(πi, πj , πk, πl).� ac(πi, πj) 
ouvre un intervalle 
ommun I qui
ontient πi et πj . Or πj < πl < πi, don
 πl ∈ I.Et πk étant positionné entre πj et πl, on a aussi

πk ∈ I. Don
 ac(πi, πj) est un an
être 
ommun de
πi, de πj , de πk et de πl, et ça ne peut être que leplus petit. Don
 ac(πi, πj) = A.

A
ac(πi, πj)

πi πj

πk πl

� ac(πj , πk) 
ouvre un intervalle 
ommun I qui
ontient πj et πk. Or πj < πl < πi < πk, don

πl ∈ I et πi ∈ I. Don
 ac(πj , πk) est un an
être
ommun de πi, de πj , de πk et de πl, et ça ne peutêtre que le plus petit. Don
 ac(πj , πk) = A. A

πi ac(πj , πk)

πj πk

πl� ac(πk, πl) 
ouvre un intervalle 
ommun I qui
ontient πk et πl. Or πl < πi < πk, don
 πi ∈ I.Et πj étant positionné entre πi et πk, on a aussi
πj ∈ I. Don
 ac(πk, πl) est un an
être 
ommun de
πi, de πj , de πk et de πl, et ça ne peut être que leplus petit. Don
 ac(πk, πl) = A.

A
πi πj ac(πk, πl)

πk πlA
πi πj πk πl

Considérons alors le noeud A, qui a au moins 4 �ls, degau
he à droite Ii, Ij , Ik et Il, 
haque Ip étant un an-
être de πp. πiπjπkπl étant une o

urren
e de 3142,la réunion des �ls de A entre Ii et Ij (par exemple)n'est pas un intervalle. Don
 A n'est pas un noeudlinéaire. C'est don
 que A est un noeud premier.Cette 
ara
térisation des permutations séparables permet de les dé
rire dansun 
ontexte di�érent de 
elui des permutations à motifs ex
lus, et grâ
e à unobjet préexistant, que l'on peut dé�nir pour n'importe quelle permutation :l'arbre de dé
omposition. Cette nouvelle des
ription, ne faisant pas appel à une
onstru
tion aussi spé
i�que que l'arbre de séparation, n'est pas né
essairementpréférable, mais elle est indéniablement un argument qui vient étayer les moti-vations pour l'étude des permutations séparables.39



5.3 Dé
oration des arbres de dé
omposition des permuta-tionsL'idée qui vient ensuite est d'utiliser l'arbre de dé
omposition au lieu del'arbre de séparation pour re
her
her algorithmiquement des motifs 
ommuns.Cependant, l'étiquetage de l'arbre de dé
omposition n'est pas assez pré
is pour
ela, et il faut le dé
orer, i.e. lui superposer un étiquetage supplémentaire.On se rend 
ompte assez fa
ilement que, pour tout noeud linéaire, les inter-valles de ses �ls sont 
lassés par valeurs 
roissantes ou par valeurs dé
roissantes,et qu'il n'y a pas d'autre possibilité. Les noeuds linéaires vont don
 se répartiren deux 
atégories : les noeuds positifs (d'étiquette +) et les noeuds négatifs(d'étiquette −). Pour une permutation séparable, en dé
orant ainsi son arbrede dé
omposition, on retrouve son arbre n-aire de séparation. L'étiquetage desnoeuds premiers est assez di�érent, et demande de s'intéresser à une 
lasse par-ti
ulière de permutations : les permutations simples.Les permutations simples sont dé�nies dans la littérature [2, 3, 11, 12℄ 
omme
elles ayant pour seuls intervalles 
ommuns ave
 l'identité de même taille (di-sons n) les intervalles triviaux {1}, . . . , {n} et {1, . . . , n}. En d'autres termes,
e sont 
elles dont l'arbre de dé
omposition est 
omposé d'un unique noeud in-terne, premier, auquel sont a

ro
hées toutes les feuilles π1, . . . , πn. Des étudesont déjà été menées et d'autres sont en 
ours sur les permutations simples. On
onnaît en parti
ulier un équivalent asymptotique de leur énumération [3, 24℄ :le nombre de permutations simples de taille n est équivalent à n!

e2 lorsque n tendvers +∞, 
'est-à-dire qu'une grande proportion des permutations sont simples !Ce résultat 
ontraste ave
 les permutations séparables, 
omme d'ailleurs ave
toutes les 
lasses de permutations à motifs ex
lus.Les permutations simples vont don
 me servir à étiqueter les noeuds pre-miers. Les �ls d'un noeud premier étant des intervalles, j'étiquette un noeudpremier V à k �ls par une permutation simple σ de taille k qui donne l'ordrerelatif des �ls de V entre eux : σi < σj si et seulement si l'intervalle du i-ème�ls de V 
ontient des valeurs toutes inférieures à 
elles de l'intervalle du j-ème�ls de V . Par exemple, sur la �gure 13, la permutation simple qui étiquette lara
ine est 3142.Pour pouvoir manipuler 
et arbre de dé
omposition dé
oré, il me reste àanalyser la 
omplexité de son 
al
ul. Rappelons que l'arbre de dé
ompositiond'une permutation peut être 
al
ulé en temps linéaire [13, 6℄. Une fois 
al
ulél'arbre de dé
omposition, dont les noeuds sont en nombre O(n), on peut dé
orerses noeuds. Il su�t d'une opération de 
omparaison pour dé
orer un noeudlinéaire : on 
ompare une valeur v1 de l'intervalle du premier �ls à une valeur
v2 de l'intervalle du dernier �ls, et on dé
ore le noeud par + si v1 < v2, par − si
v1 > v2. Pour un noeud premier d'arité d, il su�t de 
hoisir une valeur vi pour
haque intervalle �ls du noeud (vi pour le i-ème intervalle le plus à gau
he), et de�normaliser� la séquen
e v1 . . . vd, i.e. de 
al
uler la permutation σ de longueur
d telle que σi < σj si et seulement si vi < vj . Il su�t pour 
ela de savoir trierles (vi)1≤i≤d, 
e que l'on peut faire en temps O(d log d). Au total, on peut don
dé
orer un arbre de dé
omposition en temps O(d log d · n), où d est une borne40



sur l'arité des noeuds premiers, don
 en parti
ulier en temps O(n2 log n).Ce qui m'intéresse i
i est que le 
al
ul de l'arbre de dé
omposition dé
oréd'une permutation puisse être fait en temps polynomial.5.4 Adaptation de l'algorithme de re
her
he de plus grandmotif 
ommun dans un 
adre plus général, ave
 l'outildes arbres de dé
ompositionL'algorithme de re
her
he de plus grand motif 
ommun à une permutationséparable et une permutation quel
onque utilisait la stru
ture d'arbre de sépa-ration binaire des permutations séparables. Or 
e sont les arbres de séparation
n-aires des permutations séparables qui sont égaux à leurs arbres de dé
ompo-sition dé
orés. Le premier pas vers une nouvelle version de 
et algorithme, quiutiliserait les arbres de dé
omposition, est don
 de le modi�er pour qu'il utiliseplut�t les arbres n-aires de séparation.En fait, la manière la plus simple de voir que l'on peut utiliser l'arbre n-aireplut�t que l'arbre binaire de séparation, est de remarquer qu'on peut �dévelop-per� un arbre n-aire de séparation pour en faire un arbre binaire de séparation.On transforme tout noeud positif (resp. négatif) ayant stri
tement plus de deux�ls V1, V2, . . . , Vk en un noeud positif (resp. négatif) ayant deux �ls V1 et V ′,
V ′ étant un nouveau noeud positif (resp. négatif) ayant pour �ls V2, . . . , Vk. Eton poursuit ré
ursivement la transformation sur V ′. Ce développement est enquelque sorte une transformation �inverse� de la fusion que j'avais dé
rite pour
onstruire les arbres de séparation n-aires. Évidemment, 
omme plusieurs arbresbinaires avaient pour image le même arbre n-aire par l'opération de fusion, 
etteopération n'est pas réversible. Mais en revan
he si on développe un arbre n-aire
T puis qu'on fusionne l'arbre obtenu, on retrouve T .+-4 3 2 1 -6 5 7 -12 11 10 9 8 +-4 -3 -2 1

+-6 5 +7 -12 -11 -10 -9 8Fig. 14 � Exemple de développement d'un arbre n-aire de séparationOn véri�e bien que le développement d'un arbre n-aire de séparation T est41



une opération qui peut être faite en temps linéaire. En e�et, dans l'arbre binaire
T ′ obtenu à la �n du développement, il y a n − 1 noeuds internes (n étant lenombre de feuilles de T , i.e. en
ore la taille de la permutation dont T est unarbre de séparation), puisque 
et arbre est binaire. On a don
 e�e
tué moins de
n−1 développements de noeuds pour obtenir T ′, 
ha
un de 
es développementsélémentaires demandant un temps 
onstant.L'opération de développement des arbres n-aires de séparation peut êtreétendue aux arbres de dé
omposition. Considérons un arbre de dé
ompositiondé
oré T . Le développement de T est l'arbre obtenu en laissant in
hangés lesnoeuds premiers, et en appliquant aux noeuds linéaires (positifs ou négatifs) lamême transformation que dans les arbres de séparation. On obtient alors unarbre (que j'appellerai dans la suite arbre de dé
omposition par sou
i de briè-veté) où les noeuds premiers sont d'arité quel
onque, mais où les noeuds linéairessont tous d'arité 2. Là en
ore, le développement d'un arbre de dé
ompositionpeut être fait en temps linéaire en le nombre de feuilles de 
et arbre.

σ = 3142

5 1
+-

9 +6 +7 8 10 +2 -4 3Fig. 15 � Développement de l'arbre de dé
omposition de la permutation π =
519678(10)243, arbre donné en �gure 13On voudrait à présent travailler sur les arbres de dé
omposition (dé
oréset développés), et donner un algorithme sur le modèle de 
elui de la se
tion 4pour la re
her
he de plus grand motif 
ommun à deux permutations. On peuta priori 
hoisir deux permutations quel
onques, l'arbre de dé
omposition étantdé�ni pour n'importe quelle permutation. Bien entendu, on n'attend pas que 
etalgorithme soit polynomial puisque le problème de re
her
he d'un plus grandmotif 
ommun à deux permutations quel
onques est NP -dur. Cependant, on es-père ainsi exhiber des 
lasses de permutations pour lesquelles l'algorithme serapolynomial, et qui soient plus grandes que 
elle des permutations séparables.Avant de dé
rire l'algorithme qui généralise 
elui de la se
tion 4, je rappellela dé�nition de la 
on
aténation positive ⊕ et de la 
on
aténation négative ⊖ :pour deux motifs p et p′ de tailles respe
tives k et k′, on dé�nit

p⊕ p′ = p1 · · · pk(p′1 + k) · · · (p′k′ + k) et
p⊖ p′ = (p1 + k′) · · · (pk + k′)p′1 · · · p′k′Je dé�nis aussi une nouvelle 
on
aténation pour 
haque permutation simple σ :étant donnés σ une permutation simple de taille n et n motifs p1, . . . , pn de42



tailles respe
tives k1, . . . , kn, la σ-
on
aténation des (pi)1≤i≤n est :
σ(p1, . . . , pn) = shift(p1, σ1) . . . shift(pn, σn) oùshift(pi, σi) = shift(pi, σi)(1) . . . shift(pi, σi)(ki) etshift(pi, σi)(x) = (pi(x) + kσ

−1

1

+ . . . + kσ
−1

i−1

) pour tout x entre 1 et kiPar exemple, 25314(21, 312, 4321, 12, 231) = 4 3 14 12 13 8 7 6 5 1 2 10 11 9.L'algorithme fon
tionne 
omme avant par programmation dynamique. Ilprend en entrée deux permutations π et π′, de tailles respe
tives n et n′, et
ommen
e par 
al
uler l'arbre de dé
omposition T de π, étape qui peut êtrefaite en temps polynomial en n, 
omme expliqué avant. De la même façon quedans la se
tion 4, on note T (V ) le sous-arbre de T de ra
ine V pour un noeud
V de T , et P (T (V )) la sous-permutation de π dont T (V ) est un arbre de dé-
omposition.L'algorithme remplit ensuite un tableau à quatre dimensions pour 
haquenoeud V de T : M(V, _, _, _, _), de telle manière qu'à la �n, M(V, i, j, a, b)
ontienne un plus grand motif 
ommun à P (T (V )) et π′

iπ
′
i+1 · · ·π′

j , dont l'o

ur-ren
e dans π′
iπ

′
i+1 · · ·π′

j n'utilise que des valeurs entre a et b, pour 1 ≤ i ≤ j ≤ n′et 1 ≤ a ≤ b ≤ n′. Si i > j ou a > b, M(V, i, j, a, b) est le motif vide. Le rem-plissage des tableaux est don
 par programmation dynamique :� Pour un noeud V de T qui est une feuille, M(V, i, j, a, b) est le motif 1 s'ilexiste h ∈ {i, i + 1, . . . , j} tel que a ≤ π′
h ≤ b, le motif vide sinon.� Pour un noeud interne linéaire positif V de T , ayant pour �ls VL et

VR, M(V, i, j, a, b) est un motif de longueur maximale dans l'ensemble
{M(VL, i, j, a, b), M(VR, i, j, a, b)}
∪{M(VL, i, h− 1, a, c− 1)⊕M(VR, h, j, c, b) : i < h ≤ j, a < c ≤ b}.� Pour un noeud interne linéaire négatif V de T , ayant pour �ls VL et
VR, M(V, i, j, a, b) est un motif de longueur maximale dans l'ensemble
{M(VL, i, j, a, b), M(VR, i, j, a, b)}
∪{M(VL, i, h− 1, c, b)⊖M(VR, h, j, a, c− 1) : i < h ≤ j, a < c ≤ b}.Jusqu'i
i, il ne di�ère en rien de l'algorithme qui utilise des arbres de séparation.Le 
as nouveau est le suivant :� Pour un noeud interne premier V de T qui est étiqueté par une permu-tation simple σ de taille d, et qui a pour �ls V1, . . . , Vd, M(V, i, j, a, b) estun motif de longueur maximale dans l'ensemble

{
σ(

(
M(Vk, hk−1, hk − 1, cσk−1, cσk

− 1)
)
1≤k≤d

) :

i = h0 ≤ h1 ≤ . . . ≤ hd = j + 1, a = c0 ≤ c1 ≤ . . . ≤ cd = b + 1
}L'idée derrière 
ette formule est simplement de 
ouper l'intervalle d'indi
es entre

i et j en d intervalles pouvant être vides I1, . . . , Id de gau
he à droite, de même de
ouper l'intervalle des valeurs entre a et b en d intervalles de valeurs A1, . . . , Ad(rangés par ordre 
roissant), et d'asso
ier l'intervalle d'indi
es Ik à l'intervallede valeurs Aσk
. Ensuite, il su�t de σ-
on
aténer les plus grands motifs 
ommunsaux Vk et à π′ utilisant l'intervalle d'indi
es Ik et l'intervalle de valeurs Aσk

dans
π′. Ave
 
es notations, on a Ik = {hk−1, . . . , hk − 1} et Ak = {ck−1, . . . , ck − 1}.43



Une fois les tableaux M(V, _, _, _, _) remplis, il su�t de retourner le 
ontenude la 
ase M(R, 1, n′, 1, n′), R étant la ra
ine de T : 
'est un plus grand motif
ommun à π et π′. La preuve de 
e résultat est vraiment similaire à la preuvede 
orre
tion de l'algorithme de la se
tion 4.La grosse di�éren
e ave
 l'algorithme de la se
tion 4 réside dans l'analyse dela 
omplexité de 
et algorithme. Les tableaux o

upent le même espa
e, mais le
oût du remplissage d'une 
ase à partir des tableaux pré
édents est bien supé-rieur si on 
onsidère un noeud premier d'arité d. En e�et, l'ensemble dans lequelon 
her
he un motif de longueur maximale dans 
e 
as 
ontient non plus O(n′2)mais O(n′2d−2) éléments !Si l'on ne 
onnaît pas de borne a priori sur l'arité d'un noeud premier, onpeut seulement dire que d ≤ n, et 
ette borne est optimale, 
ar atteinte dansle 
as où π est elle-même une permutation simple. Dans 
e 
as, l'algorithmeque j'ai dé
rit a une 
omplexité totale en O(nn′2n+2), et n'est pas polynomial.En revan
he, si on s'intéresse ex
lusivement à des permutations π telles quel'arité des noeuds premiers dans leur arbre de dé
omposition est bornée parune 
onstante d, alors l'algorithme a une 
omplexité O(nn′2d+2), et don
 estpolynomial.On a don
 le résultat suivant :Théorème 5.7. Soit d un entier �xé. Considérons la 
lasse R des permutationsdont l'arbre de dé
omposition a tous ses noeuds premiers d'arité bornée par d.Alors le problème de re
her
he de plus grand motif 
ommun à une permutationde R et une permutation quel
onque est dans P .Ce théorème permet de dé
rire des 
lasses de permutations plus larges queles séparables pour lesquelles on a un algorithme polynomial de re
her
he deplus grand motif 
ommun. Cependant, 
es 
lasses ont beau être plus larges quela 
lasse des permutations séparables, elles restent in�niment petites par rapportà la 
lasse de toutes les permutations. Cela se justi�e par exemple par le faitque la 
lasse des permutations dont les arbres de dé
omposition ont tous leursnoeuds premiers de degré inférieur à d est in
luse dans la 
lasse des permutationsévitant l'ensemble de motifs {σ : σ est une permutation simple de degré d+1}.Ainsi, par le théorème de Stanley-Wilf (théorème 2.2), il y a au plus cn tellespermutations de taille n pour une 
ertaine 
ontante c. La question qu'on peutalors se poser est de savoir s'il existe des 
lasses de permutations regroupantune proportion non négligeable de toutes les permutations, et pour lesquellesil existe un algorithme polynomial de re
her
he de plus grand motif 
ommun.Plus humblement, on peut se demander s'il existe des 
lasses de permutationsplus larges que 
elles dé
rites dans le théorème 5.7 (même si elles restent in�ni-ment petites) et pour lesquelles un tel algorithme existe. Ces questions restentouvertes.6 Con
lusionDans 
e mémoire, j'ai présenté plusieurs aspe
ts des études que l'on peutmener sur des objets 
ombinatoires. En parti
ulier, je me suis intéressée aux44



permutations séparables, qui sont une 
lasse parti
ulière de permutations à mo-tifs ex
lus. Mais les thèmes de re
her
he qui m'ont o

upée peuvent être des �lsdire
teurs pour l'étude d'un grand nombre d'objets 
ombinatoires.J'ai d'abord donné plusieurs dé�nitions, ou 
ara
térisations, des permuta-tions séparables, en termes de motifs ex
lus, de graphes, par une 
onstru
tionad ho
 (l'arbre de séparation), et en termes d'arbres de dé
omposition. J'ai aussidémontré l'équivalen
e de 
es dé�nitions. Parmi les 
ara
térisations proposées,
elle faisant intervenir les arbres de dé
omposition est nouvelle. Comme beau-
oup d'autres objets d'étude, les permutations séparables sont apparues dansdivers 
ontextes, 
e qui explique 
e foisonnement de dé�nitions.J'ai ensuite travaillé sur l'énumération des permutations séparables. Leurénumération était déjà 
onnue, mais j'en propose une preuve nouvelle, bije
tive,et don
 beau
oup moins 
al
ulatoire que les preuves existantes, utilisant pour laplupart des arbres de génération, te
hnique qui ne permet pas d'é
happer aux
al
uls.Pour terminer, je me suis intéressée aux propriétés algorithmiques des per-mutations séparables, vis-à-vis des problèmes de re
her
he d'o

urren
e d'unmotif dans une permutation, et de re
her
he d'un plus grand motif 
ommun àdeux permutations. On sait que dans le 
as général, 
es deux problèmes sont
NP -durs. Il était 
onnu aussi que la re
her
he d'une o

urren
e d'un motif sé-parable dans une permutation générale est dans P . J'ai démontré au 
ours demon stage que la re
her
he d'un plus grand motif 
ommun à une permutationséparable et une permutation générale est aussi dans P . En outre, 
e résultatpeut être étendu des permutations séparables à des 
lasses de permutations pluslarges : 
elles dont l'arbre de dé
omposition a tous ses noeuds premiers d'aritébornée par une 
onstante d. Ce résultat ouvre des perspe
tives pour des tra-vaux futurs, visant à mieux 
erner les 
lasses de permutations pour lesquelles leproblème de re
her
he de plus grand motif 
ommun est dans P .Mais mes a
tivités au 
ours du stage ne se sont pas limitées à l'étude despermutations séparables. J'ai travaillé parallèlement, et sous la houlette de 
her-
heurs avisés, sur d'autres thèmes, prin
ipalement les mots bi
oloriés et les 
arteseulériennes et uni
ursales. Le travail sur les mots bi
oloriés est bien engagé, 
equi me permet de le présenter dans l'annexe du présent rapport. Quant aux
artes, 
'est un travail en 
ours, et qui est en
ore trop loin de l'aboutissementpour me permettre de le faire �gurer i
i.
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A Annexe : Mots bi
oloriésDans 
ette se
tion, je dé
ris le problème de bi
oloriage sur lequel nous avonstravaillé ave
 Dominique Rossin et Stéphane Vialette au début de mon stage,un peu en marge du sujet prin
ipal du stage. Je le fais pourtant �gurer dans lerapport, 
ar il a le mérite de s'énon
er fa
ilement, de donner lieu à des solutionssimples pour des sous-problèmes, et à des reformulations du problème général endes problèmes sus
eptibles d'intéresser une plus large 
ommunauté. Ce
i nousa permis d'utiliser des résultats existants pour trouver une solution appro
héeau problème général.A.1 Le problème de bi
oloriageUne instan
e du problème de bi
oloriage est un mot de longueur paire munid'une stru
ture supplémentaire qui est dé
rite juste après. Le but du problèmeest de 
olorier les lettres du mot ave
 deux 
ouleurs (rouge et vert, ou bienrond et 
arré) de sorte qu'en lisant le mot de gau
he à droite, on minimise lenombre de 
hangements de 
ouleur. Bien sûr, le 
oloriage doit véri�er 
ertaines
ontraintes, expli
itées plus loin.Dé�nition A.1. Un mot w est une séquen
e de longueur paire (notée 2n) surl'alphabet {a, b}, où les lettres sont regroupées deux par deux pour former npaires (wi, wj), i < j, 
haque lettre apparaissant dans une et une seule paire.Dans 
ha
une de 
es paires, le premier élément est un a et le deuxième un b.Les paires sont représentées par des ar
s reliant les deux éléments de la paire.La partie gau
he de la �gure 16 présente un exemple de mot, instan
e duproblème de bi
oloriage. bbb aa a bbb aa aFig. 16 � Une instan
e du problème de bi
oloriage et un 
oloriage légal asso
iéDé�nition A.2. Un 
oloriage d'un mot attribue à 
haque lettre du mot une
ouleur : rouge (représentée par un rond) ou vert (par un 
arré).Un 
oloriage est dit légal si pour 
haque ar
 du mot, les deux extrémités de l'ar
ont des 
ouleurs di�érentes.La partie droite de la �gure 16 présente un 
oloriage légal du mot de l'exemplepré
édent.Étant donné un mot w de longueur 2n et un 
oloriage légal de 
e mot, ondit qu'il y a un 
hangement de 
ouleur à la position i, 2 ≤ i ≤ 2n, lorsque le
oloriage attribue des 
ouleurs di�érentes à wi−1 et à wi.On peut maintenant énon
er le problème qui nous intéresse dans toute lasuite de 
ette se
tion :Problème A.1. Problème de bi
oloriage47



� Input : un mot w au sens de la dé�nition A.1.� Output : un 
oloriage légal de w qui minimise le nombre de 
hangementsde 
ouleur (on dira qu'un tel 
oloriage est optimal).On peut dès à présent distinguer des sous-problèmes du problème A.1, selonla manière dont les ar
s du mot en entrée s'imbriquent entre eux.Considérons un mot w et deux ar
s (wi, wj) et (wp, wq) ave
 i < p. Il n'y aalors que trois manières possibles pour 
es deux ar
s de se positionner l'un parrapport à l'autre. Ces trois 
on�gurations sont représentées sur la �gure 17.
wi wp wj wq wi wp wq wj wi wj wp wq(b) (
)(a)Fig. 17 � Les trois types de paire d'ar
s : ar
s 
roisés (a), ar
s emboîtés (b) etar
s su

essifs (
)Dans l'ensemble des mots, on peut alors distinguer trois sous-ensembles, eninterdisant un des trois types d'ar
s :� les mots 
roisés : 
eux dont toute paire d'ar
s 
onstitue soit des ar
ssu

essifs soit des ar
s 
roisés,� les mots emboîtés : 
eux dont toute paire d'ar
s 
onstitue soit des ar
ssu

essifs soit des ar
s emboîtés,� les mots dégénérés : 
eux dont toute paire d'ar
s 
onstitue soit des ar
semboîtés soit des ar
s 
roisés.Ce
i donne lieu à trois sous-problèmes du problème A.1 : le problème debi
oloriage des mots 
roisés (resp. emboîtés, resp. dégénérés), qui est identiqueau problème A.1, sauf que le mot w donné en entrée est un mot 
roisé (resp.emboîté, resp. dégénéré).On va voir que pour 
es trois sous-problèmes, on peut 
al
uler un 
oloriageminimisant le nombre de 
hangements de 
ouleur en temps polynomial, alorsque 
'est impossible dans le 
as général.A.2 Les performan
es de l'algorithme gloutonA.2.1 Des
ription de l'algorithmeL'algorithme glouton prend en entrée un mot, et 
al
ule un 
oloriage légalde 
e mot de la manière suivante : il 
olorie la première lettre en rouge, puis il
olorie les lettres du mot de gau
he à droite, en ne 
hangeant de 
ouleur quelorsqu'il y est for
é. C'est-à-dire qu'il ne 
hange de 
ouleur que s'il ren
ontre ladeuxième extrémité d'un ar
 dont la première extrémité a été 
oloriée ave
 la
ouleur 
ourante. Remarquons que, par 
onséquent, les 
hangements de 
ouleurdans un 
oloriage 
al
ulé par l'algorithme glouton se produisent uniquement àdes positions i telles que wi est la deuxième extrémité d'un ar
.Le 
oloriage 
al
ulé par l'algorithme glouton est toujours légal, mais minimise-t-il le nombre de 
hangements de 
ouleur ? Nous allons voir que 
'est le 
as pourles trois problèmes de bi
oloriage de mots 
roisés, emboîtés, ou dégénérés, mais48



Algorithm 2 L'algorithme glouton de 
oloriageInput : A word w of length 2n
ol← redfor j = 1 to 2n doif wj is the se
ond extremity of an ar
 (wi, wj) thenif the 
olor of wi is red then
ol← greenelse/*the 
olor of wi is green*/
ol← redend ifend ifColor letter wj with 
olor 
olend forpas pour le problème général. L'algorithme glouton étant 
lairement polynomial(linéaire en la taille du mot), 
e
i démontrera bien que pour un mot 
roisé, em-boîté ou dégénéré, on peut 
al
uler un 
oloriage optimal en temps polynomial.A.2.2 Le 
as des mots 
roisésPropriété A.3. Pour tout mot 
roisé, dans le 
oloriage 
al
ulé par l'algorithmeglouton, il y a un unique 
hangement de 
ouleur entre les deux extrémités d'unar
.Démonstration. Raisonnons par l'absurde.Supposons qu'il existe w un mot 
roisé dont le 
oloriage par l'algorithmeglouton ne véri�e pas la propriété. On dira qu'un ar
 de w est mauvais s'il y astri
tement plus d'un 
hangement de 
ouleur entre les deux extrémités de 
etar
.Parmi les ar
s mauvais, 
onsidérons 
elui dont la deuxième extrémité estla plus à gau
he dans w : wi. Supposons, sans perte de généralité, que wi est
olorié en vert par l'algorithme glouton. Il est fa
ile de voir que wi−1 et wi sontde 
ouleur di�érente (sinon, en 
onsidérant le plus petit indi
e k tel que toutesles lettres d'indi
es entre k et i sont vertes, wk serait la deuxième extrémité d'unar
, et on 
ontredirait soit la minimalité de wi soit on aurait une paire d'ar
semboîtés dans le mot).On peut don
 é
rire w = w1(r1wjr
2)w2v1r3(wiv

2)w3 où wj est la lettreappariée à wi, don
 de 
ouleur rouge.
wpwj wq wi

r
2

r
3

v
2

r
1

v
1w

2
w

3..... ..... .....w
1

Fig. 18 � Dé
omposition du mot w49



Dans 
ette dé
omposition, les sous-séquen
es (r1wjr
2) et r3 (resp. v1 et

wiv
2) ont toutes leurs lettres de 
ouleur rouge (resp. verte) et sont maximalespour 
e 
ritère.Considérons à présent la première lettre de r3, notée wp. Un 
hangementde 
ouleur se produit à 
et endroit. Le 
oloriage étant obtenu par l'algorithmeglouton, il est né
essaire que wp soit la deuxième extrémité d'un ar
. Comme wpest à gau
he de wi, l'ar
 en question n'est pas mauvais. Il y a don
 exa
tementun 
hangement de 
ouleur entre les deux extrémités de 
et ar
. La premièreextrémité wq de l'ar
 se trouve don
 dans v1.On observe alors que les ar
s (wq, wp) et (wj , wi) sont emboîtés, d'où la
ontradi
tion qui a
hève la preuve.Conséquen
e A.4. L'algorithme glouton 
al
ule un 
oloriage optimal pour lesmots 
roisés.Démonstration. Dans un 
oloriage légal, il y a au moins un 
hangement de
ouleur entre les deux extrémités d'un ar
. L'algorithme glouton sur un mot
roisé fournissant un 
oloriage ave
 un unique 
hangement de 
ouleur entre lesdeux extrémités de 
haque ar
 
al
ule don
 un 
oloriage qui minimise le nombrede 
hangements de 
ouleur.A.2.3 Le 
as des mots emboîtésRemarquons d'abord qu'un mot emboîté est seulement un mot de paren-thèses (ou mot de Dy
k), où a 
orrespond à '(' et b à ')', et où on ajoute un ar
qui relie une parenthèse ouvrante à sa parenthèse fermante asso
iée. Les ar
sne 
ontiennent don
 pas d'information : on peut les re
onstruire à partir de laseule suite des lettres du mot.Comme annon
é plus haut, on a la propriété suivante :Propriété A.5. L'algorithme glouton 
al
ule un 
oloriage optimal pour les motsemboîtés.Démonstration. Considérons un mot emboîté w de longueur 2n et le 
oloriage

G de w 
al
ulé par l'algorithme glouton. Considérons aussi un 
oloriage légalquel
onque de w qui 
olorie w1 en rouge (sinon, il su�t d'inverser toutes les
ouleurs), noté C. On va montrer que le nombre de 
hangements de 
ouleurdans C est supérieur ou égal au nombre de 
hangements de 
ouleur dans G.Pour 
ela, on dé
rit une pro
édure qui transforme le 
oloriage C en un autre
oloriage légal en faisant dé
roître (au sens large) le nombre de 
hangements de
ouleur. En répétant 
ette pro
édure, on �nit par atteindre le 
oloriage G (enau plus n appli
ations de la pro
édure), démontrant ainsi que C a un nombrede 
hangements de 
ouleur supérieur ou égal à 
elui de G.La pro
édure est la suivante : si C est di�érent de G, alors on 
onsidère lapremière lettre sur laquelle ils di�èrent, disons wi.Comme les deux 
oloriages sont légaux, si C et G di�èrent sur un b, ilsdi�èrent aussi sur le a asso
ié, qui apparaît don
 avant le b dans w. Ainsi, iétant minimal, wi = a. Considérons le b asso
ié à wi, disons wj .Comme G(w1) = C(w1) = rouge, i 6= 1. On peut don
 parler de wi−1.Remarquons que dans C, étant donné que wi est la première lettre sur laquelle50



C et G di�èrent, C(wi−1) = G(wi−1) et C(wi) 6= G(wi). Or G étant le 
oloriageglouton, G(wi−1) = G(wi), puisque wi = a. On a don
 C(wi) 6= C(wi−1).Ces remarques faites, dé�nissons un nouveau 
oloriage C′ légal par :� pour k < i, C′(wk) = C(wk)� pour i ≤ k ≤ j, C′(wk) 6= C(wk)� pour k > j, C′(wk) = C(wk)
'est-à-dire qu'on inverse le 
oloriage à l'intérieur de la parenthèse (wi, wj).Comparons maintenant le nombre de 
hangements de 
ouleur dans les 
oloriages
C et C′. Les seules positions où une di�éren
e de 
hangement de 
ouleur peutse produire entre C et C′ sont les positions i et j + 1 (si j 6= 2n). Comme on l'aremarqué plus haut, il existait dans C un 
hangement de 
ouleur à la position
i et il a disparu dans C′. En 
ontrepartie, il est possible qu'un 
hangement de
ouleur apparaisse en position j+1 dans C′, qui n'existait pas dans C. Le nombrede 
hangements de 
ouleur peut don
 dé
roître de 1 ou de 2 ou rester 
onstantlorsque l'on passe de C à C′.En�n, il est 
lair que, partant de C et en répétant 
ette pro
édure, on �nitpar atteindre G au bout de au plus n répétitions.On 
on
lut don
 que pour tout 
oloriage légal C, le nombre de 
hangementsde 
ouleur dans C est supérieur ou égal à 
elui dans G. Ainsi, le 
oloriage 
al
ulépar l'algorithme glouton minimise le nombre de 
hangements de 
ouleur.A.2.4 Le 
as des mots dégénérésCe 
as est le plus fa
ile. En e�et, le 
oloriage 
al
ulé par l'algorithme gloutonest toujours le même sur un mot dégénéré !Propriété A.6. Un mot dégénéré de longueur 2n est toujours de la forme anbnDémonstration. Raisonnons par l'absurde.Supposons don
 qu'il existe un mot dégénéré w de longueur 2n qui ne soitpas de la forme anbn. Il y a don
 un b et un a dans w tel que 
e b apparaisseavant 
e a :

a...a...ab......ab...b...b

wi wj wp wqC'est-à-dire qu'il existe deux indi
es j < p tels wj = b et wp = a. Les a(resp. b) 
orrespondant aux premières (resp. deuxièmes) extrémités des ar
s, ilexiste des indi
es i < j et q > p tels que wi = a, wq = b et (wi, wj) et (wp, wq)forment des ar
s. Comme i < j < p < q, 
es deux ar
s sont su

essifs, 
e qui
ontredit le fait que w est un mot dégénéré.Conséquen
e A.7. L'algorithme glouton 
al
ule un 
oloriage optimal pour lesmots dégénérés.Démonstration. D'après la propriété pré
édente, il est 
lair que le 
oloriage op-timal d'un mot dégénéré de longueur 2n est de 
olorier les n premières lettresen rouge et les n suivantes en vert. Et 
'est 
e 
oloriage que 
al
ule l'algorithmeglouton. 51



A.2.5 Le 
as généralAu vu des résultats pré
édents, on serait tenté de 
roire que l'algorithmeglouton appliqué à n'importe quel mot fournit un 
oloriage optimal. Et pour-tant ! On peut exhiber des exemples de mots de longueur 2n où un 
oloriageoptimal fait un nombre 
onstant de 
hangements de 
ouleur, et où l'algorithmeglouton induit de l'ordre de n 
hangements de 
ouleur. Ce
i démontre d'unepart que l'algorithme glouton ne 
al
ule pas un 
oloriage optimal, mais qu'il nefournit pas non plus une approximation d'un tel 
oloriage : il n'existe pas de
onstante k telle que le nombre de 
hangements de 
ouleur dans le 
oloriageglouton soit inférieur à k fois le nombre de 
hangements de 
ouleur dans un
oloriage optimal.Revenons à l'exemple de la �gure 16. Dans 
e mot, il y a trois ar
s, don
trois paires d'ar
s, et elles sont 
ha
une d'un type di�érent. Sur la �gure 19, on
ompare le 
oloriage glouton (à gau
he) et le 
oloriage optimal (à droite) de 
emot. bbb aa a bbb aa aFig. 19 � Coloriage glouton et 
oloriage optimalDans le 
oloriage glouton, il y a trois 
hangements de 
ouleur (aux positions
3, 5 et 6), alors qu'il n'y en a que deux dans le 
oloriage optimal (aux positions
2 et 5).En partant de 
et exemple on peut 
onstruire des mots de longueur 4n + 6,pour tout n ≥ 1, où il y a 2 
hangements de 
ouleur dans un 
oloriage optimal,et 2n+2 dans le 
oloriage glouton. Pour 
ela, on ajoute des �paquets de lettres�
omme illustré sur la �gure 20 : en gras on retrouve les ar
s de l'exemple initial,où sont inter
alés deux blo
s de n a, dont les b asso
iés se trouvent à la �n dumot, ave
 en alternan
e un b provenant du premier blo
 de a et un provenantdu deuxième.
a a a a a b a a a a b b b b b b b b... ... ...

n

n

Fig. 20 � L'exemple pathologiqueLa �gure 21 montre les deux 
oloriages (glouton en haut, optimal en bas)52



que l'on peut obtenir sur l'exemple de la �gure 20 : dans le 
oloriage glouton,les deux blo
s de n a insérés sont 
oloriés par des 
ouleurs di�érentes, 
e quiprovoque à la �n du mot une alternan
e de 
ouleur sur les 2n dernières lettresqui sont les b 
orrespondant à tous 
es nouveaux a insérés.

a a a a a b a a a a b b b b b b b b... ... ...

a a a a a b a a a a b b b b b b b b... ... ...

Fig. 21 � Coloriage glouton et 
oloriage optimal sur l'exemple pathologiqueOn voit don
 bien sur 
et exemple à quel point l'algorithme glouton est mau-vais quand il s'agit de trouver un �bon� 
oloriage d'un mot (i.e. un 
oloriage dontle nombre de 
hangements de 
ouleur est pro
he de l'optimal). Il est alors na-turel de se demander s'il existe d'autres algorithmes polynomiaux qui 
al
ulentdes 
oloriages légaux dont on peut garantir qu'ils sont une bonne approxima-tion de l'optimal. C'est à 
es problèmes d'approximation qu'on s'intéresse dansla sous-se
tion suivante.A.3 Complexité du problème de bi
oloriage dans le 
asgénéral, et approximation d'une solutionA.3.1 Résultats de 
omplexitéLe problème de bi
oloriage général dé
rit au début est en fait un sous-problème du paint shop problem [8, 17℄. Pour passer du paint shop problemau problème de bi
oloriage, on restreint les instan
es autorisées en entrée duproblème. Th. Epping, W. Ho
hstättler et P. Oertel ont démontré [17℄ que lepaint shop problem est NP-
omplet. Paul Bonsma [8℄ a montré par la suiteque le problème restreint de bi
oloriage est aussi NP-
omplet, et qu'il est en53



outre APX -dur. La dé�nition suivante rappelle 
e qu'est un algorithme appro-
hé pour un problème de minimisation tel que le problème de bi
oloriage, etdé�nit la 
lasse des problèmes APX et la notion de problème APX -dur.Dé�nition A.8. Un algorithme (pour un problème de minimisation) est ρ-appro
hé si, pour toute instan
e du problème dont la valeur de la solution opti-male est OPT , il 
al
ule une solution dont la valeur est au plus ρ×OPT .Un s
héma d'approximation (PT AS) pour un problème de minimisationfournit un algorithme (1 + ǫ)-appro
hé et en temps polynomial pour tout ǫ > 0.La 
lasse APX regroupe tous les problèmes de minimisation pour lesquelsil existe ρ > 1 et un algorithme ρ-appro
hé et en temps polynomial pour 
eproblème.Un problème est dit APX -dur lorsque l'existen
e d'un s
héma PT AS pour
e problème implique que pour tout problème de la 
lasse APX , un PT ASexiste.Le théorème suivant [4℄ permet de se rendre 
ompte à quel point il est di�
ilede trouver une solution appro
hée à un problème APX -dur :Théorème A.9. Si un problème APX -dur admet un s
héma d'approximation
PT AS, alors P = NPPour appro
her les problèmes APX -durs, on ne 
her
he don
 pas de s
hé-mas PT AS, mais plut�t (lorsqu'on y arrive) des algorithmes polynomiaux ρ-appro
hés, pour une 
onstante ρ déterminée.Pour le problème de bi
oloriage, qui est APX -dur, on ne 
onnaît pas d'al-gorithme polynomial ρ-appro
hé pour au
une 
onstante ρ. Dans 
e qui suit, onpropose une méthode qui aboutit à un algorithme O(log n)-appro
hé, où n estla longueur du mot en entrée du problème.A.3.2 Les problèmes MinMulti
ut et 2CNF ≡deletionLe problème deMinMulti
ut est une extension naturelle du problèmeMinCutde re
her
he d'un 
oupure minimale dans un graphe, où l'on n'a plus un 
ouplede sommets sour
e-destination, mais un ensemble de tels 
ouples.Problème A.2. Problème de MinMulti
ut� Input :. un graphe G non-orienté où 
haque arête possède une 
apa
ité. un ensemble de k 
ouples de sommets (si, ti), 1 ≤ i ≤ k de G, dits
ouples sour
e-destination� Output : une 
oupure minimale, i.e. un ensemble d'arêtes dont la sommedes 
apa
ités est minimale et telles que lorsqu'on les retire du graphe, ondé
onne
te s et t pour 
haque 
ouple sour
e-destination (s, t)Dans le 
as du problème MinCut, il est bien 
onnu que la 
apa
ité de la
oupure minimale est égale au �ot maximal qui peut passer de la sour
e s àla destination t. Ce résultat n'est plus vrai dès que l'on autorise k ≥ 2 
ouplessour
e-destination. En revan
he, on a les inégalités suivantes [21℄ :multi
oupure minimale

O(log k)
≤ multi�ot maximal ≤ multi
oupure minimale54



Dans [21℄, N. Garg, V. Vazirani et M. Yannakakis prouvent 
es inégalités etdonnent un algorithme polynomial de 
al
ul d'une multi
oupure dont la 
apa-
ité est au plus O(log k) fois 
elle d'une multi
oupure minimale. Cet algorithmeutilise des te
hniques de programmation linéaire : le 
al
ul d'une multi
oupure
orrespond à un problème de programmation linéaire en nombres entiers, et larésolution de la version relaxée fournit la O(log k)-approximation annon
ée dela multi
oupure minimale. Cet algorithme est repris par K. Munagala [29℄, quireprésente 
haque arête e du graphe 
omme un tuyau ayant un 
ertain diamètre(sa 
apa
ité ce), et une 
ertaine longueur xe, les xe 
orrespondant aux variablesdu programme linéaire. Dans le 
as du programme linéaire en nombres entiers,les xe valent 1 pour les arêtes qui appartiennent à la multi
oupure minimale,et 0 sinon. La fon
tion obje
tif à minimiser est ∑
e cexe, dont l'interprétationphysique est le volume total de la �tuyauterie� que représente le graphe.Une appli
ation de la résolution appro
hée du problème A.2 est développéedans [21℄ : il s'agit de fournir une solution appro
hée à un autre problème, 
eluide 2CNF ≡deletion.Problème A.3. Problème de 2CNF ≡deletion� Input : un ensemble E de 
lauses de la forme l1 ≡ l2 où l1 et l2 sont deslittéraux, i.e. des variables ou des variables niées� Output : un sous-ensemble E ′ de E de 
ardinalité minimale tel que E \ E ′est satisfaisableUne instan
e du problème A.3 peut être transformée en une instan
e duproblème A.2 
omme suit. Notons {x1, . . . , xn} l'ensemble des variables appa-raissant dans les 
lauses de E . On 
onstruit un graphe dont l'ensemble dessommets est V = {x1, . . . , xn} ∪ {¬x1, . . . ,¬xn}, et dont l'ensemble des arêtesest E = {(l1, l2) : l1 ≡ l2 ∈ E} ∪ {(¬l1,¬l2) : l1 ≡ l2 ∈ E}, ave
 la 
onventionque ¬¬x = x pour toute variable x. On donne une 
apa
ité 1 à toutes les arêteset on �xe n 
ouples sour
e-destination dans 
e graphe : (xi,¬xi), 1 ≤ i ≤ n. Lepoids (i.e. le nombre d'arêtes dans le 
as parti
ulier de 
apa
ités unitaires) d'une
oupure minimale sur 
e graphe est 
ompris entre E′ et 2E′, où E′ désigne la
ardinalité d'un ensemble E ′ de 
ardinalité minimale solution du problème A.3sur l'instan
e donnée. Le fa
teur 2 provient du fait que 
haque 
lause de E donnelieu à 2 arêtes dans le graphe.Une 
onséquen
e dire
te du résultat d'approximation du problème A.2 estqu'il existe un algorithme polynomial pour 
al
uler une solution appro
hée auproblème A.3 de 
ardinalité au plus O(log n) fois la 
ardinalité minimale, ndésignant le nombre de variables.A.3.3 Rédu
tion du problème de bi
oloriage à 2CNF ≡deletionL'utilité d'introduire les problèmes A.2 et A.3, ave
 les résultats d'approxi-mation les 
on
ernant, devrait apparaître plus 
lairement dans 
e paragraphe.En e�et, on va voir qu'il est fa
ile de réduire le problème de bi
oloriage (qui est
elui qui nous intéresse au départ) au problème de 2CNF ≡deletion.Considérons une instan
e w du problème de bi
oloriage, et 
onstruisons uneinstan
e du problème de 2CNF ≡deletion. Pour ensemble de variables, nous
hoisissons {xi : wi est la première extrémité d'un ar
 de w}. Remarquons qu'il55



y a don
 n variables, si w est de longueur 2n. On attribue un littéral L(i) à
haque lettre wi de w :� L(i) = xi si wi est la première extrémité d'un ar
� L(i) = ¬xj si wi est la deuxième extrémité de l'ar
 (wj , wi)Les deux 
ouleurs du 
oloriage 
orrespondent aux deux valeurs de vérité ⊤ et
⊥. Il est 
lair d'après le 
odage qu'une a�e
tation des variables 
orrespond à un
oloriage légal de w, et ré
iproquement.Dé�nissons maintenant l'ensemble E des 
lauses par E = {L(i) ≡ L(i + 1) :
1 ≤ i ≤ 2n − 1}. Étant donnée une a�e
tation des variables, 
haque 
lause de
E non-satisfaite 
orrespond à un 
hangement de 
ouleur dans le 
oloriage de w
orrespondant à 
ette a�e
tation.Considérons à présent un sous-ensemble E ′ de E tel que E\E ′ est satisfaisable.On 
onstruit un 
oloriage légal de w en mettant un 
hangement de 
ouleur enposition i si et seulement si L(i−1) ≡ L(i) ∈ E ′. Ré
iproquement, on peut faire
orrespondre un ensemble E ′ à 
haque 
oloriage légal de w. L'ensemble E ′ est de
ardinalité minimale exa
tement lorsque le 
oloriage asso
ié de w a un nombreminimal de 
hangements de 
ouleur.Remarquons en�n qu'un 
oloriage de w est uniquement 
ara
térisé par lespositions de ses 
hangements de 
ouleur (modulo interversion des 
ouleurs).En utilisant la solution O(log n)-appro
hée que l'on peut 
al
uler pour l'ins-tan
e 
onstruite du problème A.3, on obtient un 
oloriage légal de w dont lenombre de 
hangements de 
ouleur est au plus O(log n) fois l'optimal (rappelonsque n est la moitié de la longueur de w) :Propriété A.10. On peut 
al
uler, en temps polynomial, une solution O(log n)-appro
hée au problème de bi
oloriage, si n désigne la taille du mot donné enentrée de 
e problème.A.4 Con
lusion et perspe
tivesDans 
ette annexe, le problème étudié est le genre de problèmes que j'a�e
-tionne tout parti
ulièrement : par
e qu'il est d'un énon
é très simple, 
ompré-hensible par tous, mais qu'il permet en même temps de se poser des questionsnon triviales, et d'introduire des 
on
epts importants de théorie de la 
omplexité.Il a été démontré ré
emment que le problème de bi
oloriage est NP -
omplet,et même APX-dur. Mais au
un résultat n'existait dans la littérature 
on
er-nant trois sous-problèmes naturels du problème de bi
oloriage. C'est d'abord à
es sous-problèmes que nous nous sommes intéressés, en exhibant un algorithmepolynomial (l'algorithme glouton) qui les résout.Revenant ensuite au problème général, on a vu que l'algorithme glouton estloin de résoudre le problème de bi
oloriage, et qu'il n'en fournit même pas uneapproximation. Par rédu
tions su

essives, on a pu démontrer qu'il existe unalgorithme polynomial O(log n)-appro
hé résolvant le problème. La prin
ipalequestion qui reste en
ore ouverte est de savoir s'il existe un algorithme polyno-mial ρ-appro
hé, pour une 
onstante ρ, qui fournirait une solution appro
héeau problème de bi
oloriage. 56
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