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Calculabilité des réels

Définition
Un réel x est calculable s'il existe un programme p qui sur I'entrée n € N
renvoie un rationnel g, tel que

lgn — x| < 27"

On dit alors que p calcule x.

De maniére équivalente, x est calculable s'il existe un programme p qui
sur I'entrée € € Q¢ renvoie un rationnel g tel que |g — x| < e.
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Exemple 1

Le nombre 7 est calculable. En effet,

o~ (=D*
m = 4arctan(1) =4 g formule de Leibniz.
pard 2k+1

Voici un programme p calculant 7 3 toute précision : sur |'entrée n, p

calcule et renvoie
2n+1

(-1)*
— .
q §2k+1

Exemple 2

Tout nombre algébrique est calculable.
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Indécidabilité de I'égalité a 0

Théoréme
Il n’existe pas d’algorithme </ tel que pour tout x € R et tout
programme p calculant x,

g(p)=1 six=0,
A(p)=0 six#0.
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Indécidabilité de I'égalité a 0

Démonstration.
Pour chaque k € N, construisons le programme p,, suivant :

. Sur 1’entrée n,

. simuler les n premiéres étapes de M.

. Si M) ne s’est pas arrétée, renvoyer 0.

. Si My s’est arrété en t < n étapes, renvoyer 27t

Le programme p, calcule un réel x, vérifiant

xx =0 <= My ne s'arréte pas.

Le programme p, peut étre généré automatiquement a partir de k, donc
décider x, = 0 permettrait de décider le probléme de I'arrét. O
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Semi-décidabilité de la comparaison

Proposition
Il existe un algorithme <7 tel que pour tout x € R et tout programme p
calculant x,

o(p) = 1 six>0,
d(p) = -1 six<0,
o/(p) boucle six=0.
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Semi-décidabilité de la comparaison

Proposition
Il existe un algorithme <7 tel que pour tout x € R et tout programme p
calculant x,

o(p) = 1 six>0,
d(p) = -1 six<0,
o/(p) boucle six=0.

Démonstration.
L'algorithme calcule les approximations g, de x et s'arréte lorsqu’il trouve
un n tel que

lgn| > 277,

et renvoie le signe de g,,. O
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Corollaire
Un réel x est calculable si et seulement s'il a une représentation décimale
calculable.

Démonstration.
Si x est calculable, alors il y a 2 cas :

> X = N,X1X2...Xp est décimal, ses 2 représentations décimales
n,x1...x,000...etn xi...(xp—1)999... sont calculables (x, # 0)

> x n'est pas décimal. Si x € [0, 1], comme x ¢ {0.1,0.2,...,0.9} on
peut décider ou se situe x et donc calculer le premier bit de x etc.

Réciproquement si x a une représentation décimale n, x;x>x3 . ..
calculable, alors les troncatures n, n, x1, n, x;x> etc. forment une suite
calculable d'approximations de x. O

Uniformité

Jp calculant x <= Jp’ calculant la rep. décimale de x.

La conversion de p’ en p est uniforme, mais pas la conversion de p en p’.
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Un réel non calculable

Rappel

L'ensemble de |'arrét
K = {(e,x)|¢e(x) |}
n'est pas décidable.

Corollaire
Le réel

k=Y 2"

neK
n'est pas calculable.
Démonstration.

Si k était calculable, sa représentation binaire le serait, donc K serait
décidable. O
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au sens interactif

Un algorithme interactif est un algorithme qui, au cours de son
exécution, peut poser des questions a |'utilisateur, du type

Que vaut x & 27P prés?
(ot p € N)
Définition

Une fonction f : R — R est calculable s'il existe un algorithme interactif
qui sur I'entrée n renvoie un rationnel g vérifiant

lg—f(x)] <27".
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au sens interactif

Autre maniére de voir : la machine a oracle

La machine M calcule f : R — R.

x=limgq,, |z—¢,|<2™"
[0]a1e|gslaales] ] | [ [ [ | |

f(z) =limgq,, |f(x)—gq,|<27"
wlaldlalal TTTTTTT]

—_
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au sens interactif

Théoréme
Toute fonction f : R — R calculable est continue.
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au sens interactif

Preuve de la continuité de f en x

Ve > 0,30 > 0,Vy,|x —y| <d = |[f(x)—f(y)| <e.
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au sens interactif

Preuve de la continuité de f en x

Ve > 0,
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au sens interactif

Preuve de la continuité de f en x

Ve > 0,

Calcul de f(x) & preécision €/2.

X
|
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au sens interactif

Preuve de la continuité de f en x
Ve > 0,

Calcul de f(y) a précision €/2.

~ q vérifiant |q — f(x)| < ¢/2
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au sens interactif

Preuve de la continuité de f en x
Ve > 0,30 > 0,

Calcul de f(y) a précision €/2.

xT
|
T
|
T
1
[

~ q vérifiant |q — f(x)| < ¢/2
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au sens interactif

Preuve de la continuité de f en x

Ve > 0,30 > 0Vy,|x —y| < ¢

Calcul de f(y) a précision €/2.

<

- - =
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au sens interactif

Preuve de la continuité de f en x

Ve > 0,30 > 0Vy,|x —y| < ¢

Calcul de f(y) a précision €/2.
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au sens interactif

Preuve de la continuité de f en x

Ve > 0,30 > 0Vy,|x —y| < ¢

Calcul de f(y) a précision €/2.
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Preuve de la continuité de f en x

Ve > 0,30 > 0Vy,|x —y| < ¢
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au sens interactif

Preuve de la continuité de f en x

Ve > 0,30 > 0Vy,|x —y| <d = |f(x)—f(y)| <e

Calcul de f(y) a précision €/2.

~ le méme q, vérifiant |q — f(y)| < ¢/2.
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au sens interactif

Corollaire
Les seuls sous-ensembles décidables de R sont () et R.

En effet, les seuls ensembles A C R dont la fonction caractéristique xa
est continue sont ) et R.
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au sens interactif

Proposition
Si x € R est un réel calculable et f : R — R est une fonction calculable
alors f(x) est un réel calculable.



Calculabilité sur les réels
Calculabilité des fonctions réelles

L au sens interactif

Proposition
Si x € R est un réel calculable et f : R — R est une fonction calculable
alors f(x) est un réel calculable.

Démonstration.
Soit

> p un programme calculant x,

» o/ un algorithme interactif calculant f.
Il suffit de brancher la sortie de p sur I'entrée de & pour obtenir un
programme calculant f(x). Autrement dit, on fait interagir </ avec
Iutilisateur virtuel p. Cette combinaison de p et de .2/ est un programme
p’ calculant 7(x). O

Remarque

Cela donne une maniére automatique de transformer un programme p
calculant x en un programme p’ calculant f(x).
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au sens syntaxique

Autre définition

Ceci nous méne a introduire une autre notion de fonction calculable.
Définition
Une fonction f : R, — R, est syntaxiquement calculable s'il existe un
algorithme o7 tel que
» pour tout x € R
> et tout programme p calculant x,
o (p) ~ p’

ol p’ est un programme calculant f(x).
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L au sens syntaxique

Les deux notions de fonction calculable reposent sur deux présentations
différentes des réels :

> la maniére interactive : le réel est fourni petit a petit a I'algorithme,

> la maniére syntaxique : le réel est fourni « en une fois » &
I'algorithme.

L’'algorithme syntaxique a donc au moins autant d'information que
I'algorithme interactif, il peut calculer au moins autant, comme on I'a vu :
Proposition

Pour toute fonction f : R — R calculable de maniére interactive, la
restriction f. : R. — R est calculable de maniére syntaxique.

Peut-il calculer strictement plus?
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L au sens syntaxique

Les deux notions de fonction calculable reposent sur deux présentations
différentes des réels :

> la maniére interactive : le réel est fourni petit a petit a I'algorithme,

> la maniére syntaxique : le réel est fourni « en une fois » &
I'algorithme.

L’'algorithme syntaxique a donc au moins autant d'information que
I'algorithme interactif, il peut calculer au moins autant, comme on I'a vu :
Proposition

Pour toute fonction f : R — R calculable de maniére interactive, la
restriction f. : R. — R est calculable de maniére syntaxique.

Peut-il calculer strictement plus?

Réponse
Oui et non.
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au sens syntaxique

Non

Oui
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au sens syntaxique

Non

Théoréme
Il existe une fonction f : R — R, calculable sur R. qui ne peut pas

s'étendre a une fonction calculable R — R.

Oui



Calculabilité sur les réels
Calculabilité des fonctions réelles

L au sens syntaxique

Non

Théoréeme
Il existe une fonction f : R. — R, calculable sur R. qui ne peut pas
s'étendre a une fonction calculable R — R.

Oui
Théoreme (Kreisel-Lacombe-Shoenfield, 1957)

Une fonction f : R. — R, est calculable au sens syntaxique si et
seulement si elle est calculable de maniere interactive, sur R.

Attention

f n'est définie que sur R, : I'algorithme interactif ne fonctionne
correctement que si |'utilisateur fournit des approximations d'un réel
calculable. 1l peut se comporter de maniére incohérente, ou boucler, si
|'utilisateur produit des approximations d'un réel non calculable.
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au sens syntaxique

Pour résumer,
» il y a une seule notion de calculabilité pour les fonctions
f:Re — Re¢ : les algorithmes syntaxiques et interactifs calculent
exactement les mémes fonctions.
> |'ensemle des restrictions a R, de fonctions f : R — R calculables
est strictement inclus dans |'ensemble des fonctions R, — R,
calculables.
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Calculabilité des fonctions raelles

au sens syntaxique

Pour résumer,
» il y a une seule notion de calculabilité pour les fonctions
f:Re — Re¢ : les algorithmes syntaxiques et interactifs calculent
exactement les mémes fonctions.
> |'ensemle des restrictions a R, de fonctions f : R — R calculables
est strictement inclus dans |'ensemble des fonctions R, — R,
calculables.

Quelles propriétés ont les fonctions f : R, — R, calculables?
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Fonctions f : Re — R¢ calculables

Nous avons déja montré que la fonction dp : R. — {0, 1} définie par
do(x) = 1 six=0,
do(x) = 0 six=#£0,

n'est pas (syntaxiquement) calculable. Plus généralement,

Théoréeme
Toute fonction f : R. — R calculable est continue.

Démonstration.
Une discontinuité de f pourrait &tre exploitée pour résoudre I'arrét. O
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Fonctions f : Re — R¢ calculables

Quid des ensembles A C R, décidables?

Ici, la continuité de xa : R — {0, 1} est moins limitative : il existe des
ensembles A non-triviaux tels que x4 est continue.

(par exemple, si x ¢ R alors X[o,x] €st continue sur Re)
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L Fonctions f : Re — Re calculables

Quid des ensembles A C R, décidables?

Ici, la continuité de xa : R — {0, 1} est moins limitative : il existe des
ensembles A non-triviaux tels que x4 est continue.

(par exemple, si x ¢ R alors X[o,x] €st continue sur Re)

Théoréme
Les seuls ensembles A C R, décidables sont ) et R..

Démonstration.

Siag € Aet by € R.\ A, par dichotomies successives on obtient deux
suites adjacentes a,, b, convergeant vers un méme réel calculable x,
telles que a, € Aet b, € R\ A pour tout n. Alors x e Aet x ¢ A:
contradiction. O
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Fonctions f : Re — R¢ calculables

R — R continue

R — R calculable

XA
bornée sur [0,1]?
thm valeurs intermédiaires

A=0ouR
oui
oui

R. — R, continue

A=0ouR
oui
oui

R. — R¢ calculable

XA
bornée sur [0,1]¢?
thm valeurs intermédiaires

beaucoup de A
non
non

A=0ouR,
non
oui (v.i. calculables)
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Calculabilité des ensembles
Définitions générales
L'ensemble de Mandelbrot
Les ensembles de Julia
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Définitions générales

Etant donné un ensemble A C [0, 1], et un maillage de [0, 1]? de
résolution 1/n (avec n € N), une version pixélisée possible de A consiste
a colorer les pixels qui intersectent A.

A maillage £ version pixélisée de A.

On peut considérer les pixels fermés, ouverts ou semi-ouverts :

G e G ()
n n n n

n n n n
ARG
)
n n n n
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Définitions générales
:

Quel que soit le choix, il n'existe pas d'algorithme qui prenne en entrée
» un programme p calculant un réel x,
> un entier n > 1,
. . AT . L 1 N H 1
et dessine la version pixélisée du point A, := {(x, 7)} a résolution .

En effet, pour n = 2 cela permettrait de décider x > % :

— Ankix[0y#0 B HEHE

— AN« -0 B HH
— Anfol)x[ol) =0 B Hd Hd

X =

Nl=
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Définitions générales

La solution consiste & autoriser une marge d’erreur.
La version pixélisée de A dessinée par le programme sera une
sur-approximation de A, mais contrélée.

» Si un pixel intersecte A, il est coloré.

> Si un pixel est coloré, il n'intersecte pas forcément A, mais doit étre
proche de A.
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Définitions générales

Désormais un pixel est toujours fermé.
Définition
Le voisinage d'un pixel est le carré ouvert de méme centre et de coté

double.
Un pixel est loin de A si A n'intersecte pas son voisinage.

ED: L]

_____ ! ~

Ir___‘

! I

) L] ]
Lo ~ ou

.-

I

I

ARy ]

I 1 PONN

Le pixel (fermé) intersecte = le pixel est coloré = le voisinage
(ouvert) intersecte.
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Définitions générales

Définition
Un ensemble A C [0,1]? est calculable s'il existe un programme qui sur
I'entrée n, dessine une version pixélisée de A vérifiant :

> si un pixel intersecte A, il est coloré,

> si un pixel est loin de A, il n'est pas coloré.

Remarque
Si A n'intersecte pas un pixel mais intersecte son voisinage, le pixel peut
étre coloré ou non.
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L Définitions générales

Définition
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Si A n'intersecte pas un pixel mais intersecte son voisinage, le pixel peut
étre coloré ou non.
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Définitions générales

Définition
Un ensemble A C [0,1]? est calculable s'il existe un programme qui sur
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L Définitions générales

Définition
Un ensemble A C [0,1]? est calculable s'il existe un programme qui sur
I'entrée n, dessine une version pixélisée de A vérifiant :

> si un pixel intersecte A, il est coloré,

> si un pixel est loin de A, il n'est pas coloré.

Remarque

Si A n'intersecte pas un pixel mais intersecte son voisinage, le pixel peut
étre coloré ou non.
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Définitions générales

La distance de Hausdorff entre deux ensembles A, B C [0, 1]? est
dHausdorfF(Aa B) = max{do(A, B)a dO(Ba A)}

ou

do(A, B) = sup mf d(a, b).
acAb

Proposition

La version pixélisée de A a résolution % est un ensemble B vérifiant

E

dHausdorﬁ‘( A B ) S

n

S

Démonstration.
En effet,

» A C B donc dy(A,B) =0,

> si b € B alors A intersecte le voisinage du pixel dans lequel b se
trouve, donc d(b, A) < ﬁi Ainsi do(B, A) < ﬁi
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Définitions générales

Quelques résultats

Calculer une fonction permet de la tracer.

Proposition

Le graphe de toute fonction calculable f : [0,1] — [0, 1] est un ensemble
calculable.

Mais certaines fonctions peuvent &tre tracées sans étre pour autant
calculables :




Calculabilité sur les réels
Calculabilité des ensembles

Définitions générales

Les notions de fonctions calculables R — R (ou R. — R.) peuvent se
généraliser 3

R — P([0,1]?),
([0, 1]2) — R,
P([0,1]%) — P([0, 1]3).

Par exemple,
Définition
Une fonction f : R — P([0, 1]?) est calculable s'il existe un algorithme
interactif .7 tel que
> pour tout x € R et tout n € N,
> /(n) dessine f(x) a résolution 1.

La fonction x — {(x, )} est calculable.



Calculabilité sur les réels
Calculabilité des ensembles

Définitions générales

Exemples
» L'opérateur
U: P([0,11%) x 2([0,1]*) —  P([0,1]*)
(A, B) — AUB
est calculable.

» La fonction diam : P([0, 1]?) — R est calculable.

» Mais I'opérateur N : P([0, 1]2) x P([0,1]?) — P([0, 1]?) n’est pas
calculable!
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Définitions générales

Exemples
» L'opérateur
U: P([0,11%) x 2([0,1]*) —  P([0,1]*)
(A, B) — AUB
est calculable.

» La fonction diam : P([0, 1]?) — R est calculable.

» Mais I'opérateur N : P([0, 1]2) x P([0,1]?) — P([0, 1]?) n’est pas
calculable!

Théoréme

Toute fonction f : R — P([0,1]?) calculable est continue, c'est—dire

Vx € R,Ve > 0,36 > 0,|x — y| <§ = dnausdort(F (X), F(y)) < e.
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L'ensemble de Mandelbrot
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L'ensemble de Mandelbrot

Etant donné ¢ € C, on définit la suite (z,(c))nen de cette maniére :

Zo(C) =0

zni1(c) = zn(c)* +c.

L'ensemble de Mandelbrot est défini par

M = {c: la suite z,(c) est bornée}.
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L'ensemble de Mandelbrot

L'ensemble de Mandelbrot est-il calculable?
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L'ensemble de Mandelbrot

L'ensemble de Mandelbrot est-il calculable?

Réponse
On ne sait pas!
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L'ensemble de Mandelbrot

L'ensemble de Mandelbrot est-il calculable?

Réponse
On ne sait pas!

Proposition
Il existe un programme qui petit 3 petit, colore en blanc I'extérieur de ./ .
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L'ensemble de Mandelbrot

L'ensemble de Mandelbrot est-il calculable?

Réponse
On ne sait pas!

Proposition
Il existe un programme qui petit 3 petit, colore en blanc I'extérieur de ./ .

Théoreme (Hertling, 2005)

Si la conjecture d’hyperbolicité est vraie, alors ./ est calculable.
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Calculabilité sur les réels
Calculabilité des ensembles

Les ensembles de Julia

Les ensembles de Julia

Cette fois on fixe ¢ € C et on fait varier z5. Pour chaque zp € C on
définit de méme la suite (z,(c))nen par :

Zop1(c) = za(c)*+c.

L'ensemble de Julia associé a ¢ est défini par

e ={z: la suite z,(c) est bornée}.
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Les ensembles de Julia

L'ensemble de Julia #. est-il calculable a partir de c?
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Les ensembles de Julia

L'ensemble de Julia #. est-il calculable a partir de c?

Réponse
QOui, mais.
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Théoréme (Braverman et Yampolsky, 2008)

1. Pour tout ¢ calculable, Z. est calculable.

2. Pour tout c, il existe un algorithme interactif qui calcule #. a partir
de c (fourni par I'utilisateur).

3. Mais la fonction ¢ — _#. n'est pas calculable, car elle n'est pas
continue.

Remarque

Notez I'ordre des quantificateurs du point 2. Le
point 3. dit qu'on ne peut pas inverser ces
quantificateurs : il n'existe pas d’algorithme
interactif qui, pour tout c, calculerait 7. a
partir de c.
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En fait,

Théoréme (Braverman et Yampolsky,
2008)

Il existe deux algorithmes interactifs <7y et </,
tels que pour tout ¢, I'un d’eux calcule ¢ a
partir de c. Plus précisément,

> sic e A alors o/ (c) calcule 7.,
> sic ¢ ./ alors a(c) calcule 7.
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La fonction ¢ — _Z.
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L'ensemble de Julia creux

En revanche,

Théoreme (Braverman, Yampolsky, 2006)

Il existe ¢ € C calculable dont I'ensemble de Julia creux associé n'est pas
calculable.

Théoreme (Braverman, Yampolsky, 2006)

L'ensemble de Julia creux est toujours calculable « de l'intérieur ».
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Quelques directions

v

Complexité : réels, fonctions, ensembles calculables en temps/espace
polynomial.

v

Systémes dynamiques continus : comparaison du systéme et de sa
partie calculable.

v

Liens avec la logique, la théorie de la preuve, |'analyse constructive.

v

Programmation certifiée.
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Bonus

Théoréme
Il existe une fonction f : [0,1]. — R. calculable sur [0, 1]. qui ne peut
pas s'étendre a une fonction calculable [0,1] — R.
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Lemme
Il existe un programme énumérant une suite d'intervalles rationnels
(an, bn) recouvrant [0, 1]. mais pas [0, 1].

1. Construction des (ap,, by).
Soit E C N défini par

E = {k:Mg(k) = (a,b) avec0 < b—a < 27k72},

E est r.e. Soit kg, k1, ... une énumération calculable de E : on définit

<a,,, b,,> = Mk"(k,,).
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Soit U = U,cn(an; bn)-
2. Preuve que U ne recouvre pas l'intervalle.

m(U)

IN IN A
120 -07
R ¢
11|
N N an)

IN
|
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3. Preuve que U contient tous les réels calculables.

Si x est un réel calculable, il existe une machine M qui sur I'entrée n
produit deux rationnels a < b tels que b — a < 27""2 et x € (a, b).
Cette machine a un indice M = M,. Alors k € E, donc x € U. O
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Construction de f

Notons I, = (ap, bs). On définit f par morceaux, sur Iy, puis h \ l, puis
I2 \ (IQ @] Il) etc.

» f =0sur I,

> sil,\ (lbU...Ul,_1) est vide, on n'a rien & faire,

> sil,\ (lbU...Ul,_1) est d'intérieur vide, on prolonge f par
continuité,

» sil,\ (lbU...Ul,_1) contient un intervalle ouvert [a, b] avec a < b,
on pose f = nsur [a, b] et on la prolonge linéairement ailleurs.

f est calculable : étant donné un réel calculable x, on sait qu'il existe n
tel que x € /,. Puisqu’on peut semi-décider x € I,, on finira par trouver
un tel n. On connait alors f sur /,, on peut calculer f(x).

f n'est pas prolongeable en une fonction continue, car alors elle serait
bornée.
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