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La programmation linéaire est la théorie des systemes d'inégalités linéaires.

systeme linéaire, sous-espace affine, pivot de Gauss
— programme linéaire, polyedre, algorithme du simplexe

Développée tardivement (Kantorovitch 1939, Dantzig 1947, ...)

impact difficile a surévaluer, en théorie et en pratique.



Premiers exemples

de programmes linéaires



Un programme linéaire (PL) est un probléme qui consiste 3 maximiser sur R?
une fonction linéaire sous des contraintes linéaires.
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Un programme linéaire (PL) est un probléme qui consiste 3 maximiser sur R?
une fonction linéaire sous des contraintes linéaires.

max Ii1 -+ Io
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Résoudre un programme linéaire = déterminer un vecteur x optimal
ou qu'aucun x ne satisfait toutes les contraintes.

Valeur d' un PL = valeur maximale dans |[—o0, +00] atteinte par la fonction a optimiser
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Résoudre un programme linéaire = déterminer un vecteur x optimal
ou qu'aucun x ne satisfait toutes les contraintes.

Valeur d' un PL = valeur maximale dans |[—o0, +00] atteinte par la fonction a optimiser

Algorithmes du simplexe, méthode de I'ellipsoide, méthodes de point intérieur,
algorithmes primal-dual, méthodes par échantillonnage, ...

On sait résoudre les programmes linéaires efficacement

en pratique : algorithmes du simplexe, implantation efficaces, ...

plusieurs milliers de variables et de contraintes.

en théorie : algorithmes polynomiaux en la représentation du PL.

(On cherche encore un algorithme polynomial en n et d...)

Réduire une question a un (ou plusieurs) PL est une bonne nouvelle !
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Exemple 1 : optimisation logistique

Une patisserie industrielle possede deux sites de production, a Quimper et a Vannes.
Elle expédie sa production vers Rouen, Paris et Bordeau. La capacité maximale
de production de Quimper est de 350 caisses/semaine et celle de Vannes est de
650 caisses par semaine. La demande a satisfaire a chaque destination est de 300
caisses par semaine. Les quantités de C'O5 émises pour transporter une caisse d'un
site de production vers un site de consommation sont :

Paris | Rouen | Bordeau

Quimper 25 17 18
Vannes 25 18 14
On cherche a déterminer le plan de production et de transport qui satisfait les
demandes en dégageant le moins de C'O, possible.
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Exemple 1 : optimisation logistique

Une imprimerie fonctionne 45 heures par semaine. En une heure elle peut imprimer
et découper 25 jeux de tarot, b0 jeux de 54 cartes ou 75 jeux de 32 cartes. Le
marché hebdomadaire est de 500 jeux de tarot, 1000 jeux de 54 cartes et 1500
jeux de 32 cartes. Les expéditions ont lieu une fois par semaine, donc le local de
stockage doit étre capable de contenir la totalité de la production hebdomadaire.
Il contient au plus 2000 jeux de tarot ou 4000 jeux de 54 cartes ou 7500 jeux de
32 cartes (ou toute combinaison, par exemple 1000 jeux de tarot et 2000 jeux de
54 cartes). Le profit réalisé est de 1 euro par jeu de tarot, 30 centimes par jeu de
54 cartes et 25 centime par jeu de 32 cartes. L'entreprise cherche la production
qui maximise son profit...

max — (2bxpg + 2bxpy + 1Txrg + 18zrv + 1820 + 14zpy )
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Exemple 1 : optimisation logistique

Un restaurateur dispose de 880 oursins et de 720 huitres. |l
propose a sa clientele deux types d'assiette : assiette a 20
euros (4 oursins, 1 huitre) ou assiette a 15 euros (2 oursins,
3 huitre). Quelle recette maximum est envisageable par ce

restaurateur 7

max — (2537]3@ + 20z py + 17£ERQ + 18xpy + 18@73@ -+ 14%3\/)

t.q. rpg + rpy = 300 pr—l—aﬁRQ—l—iCBQ§35O
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Exemple 2 : flot dans un graphe

Un réseau (informatique, routier, ... )

Chaque aréte a une capacité

sur cette aréte par unité de temps

= flot maximal (de données, de voitures, ...
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Exemple 2 : flot dans un graphe

Un réseau (informatique, routier, ... )

Chaque aréte a une capacité

= flot maximal (de données, de voitures, ...)
sur cette aréte par unité de temps

Le flot maximum possible entre deux sommets
donné est donné par un PL.

une variable par aréte

écrire les lois de Kirchhoff
(sauf aux deux sommets en question)

maximiser le flot en un des sommets spéciaux
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Exemple 3 : régression linéaire ¢!

A
I Io X . ,
: ..., 7™ ) des points de données dans R?.
. Y1 Y2 Yn
x | s
X \05
Comment trouver la droite minimisant la
X o . N .
R X somme des distance ¢! 3 ces points ?
X Y X
;e\\)(
. |dée : introduire deux variables a, b
et chercher
. mn
min - ),y |axi +b— yil
Meilleure idée : introduire 2+n variables a,b,eq,es, ..., e,

et chercher
min

t.q.

pas PL...

€1 +€+ ...+ ey
e; > ax; +b—y;

 =1,2,...
ei > — (azi+b—y;) pour % v 2,00,



Méthode du simplexe

Intuition géométrique
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(P) max c! Ax < b = intersection de demi-espaces de R

t.q. Az <b = polyedre convexe (évent. vide)

r€R* AeR"™ peR" Les lignes de niveau de ¢!’z sont des hyperplans

On cherche un point d'appui

de I'hyperplan support a Ax < b
dans la direction c.

1

On peut restreindre la recherche
aux sommets de Ax < b.
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n'a pas de solution si et seulement si
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sur Ax <b
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(V -representation)

polytopes convexes
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Dans les autres cas, le probleme est fini : énumérer les sommets du polyheédre
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Bijection entre

polytopes convexes les faces de P de dimension k, et

les faces de P* de dimension d — 1 — k
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Si on sait...

trouver un premier sommet,
étant donné un sommet, construire ses voisins,

marcher en optimisant localement conduit a I'optimum global.

La méthode du simplexe marche ainsi, mais manipule les sommets symboliquement.

sommet ~ d contraintes saturées

j relaxer une contrainte
donne un degré de liberté

~ une aréte incidente au sommet.

Quand on s'éloigne sur cette aréte,
on trouve le voisin quand

une premiere nouvelle contrainte sature.

12
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Méthode du simplexe

Présentation algébrique
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Tout PL peut s'écrire sous forme équationnelle :

T

P maxc'
(P) t.q. Ax =0
x>0

(A : n lignes et d colonnes)

max i1 -+ xo

2x2—x1§2

. . . x1+x2 >0
|dée : introduire des variables d'écart. Ty — Qx> —4

: '

max xi1 -+ X2

tq. x1 >0
2%2—%1—6122
1 +x2+e2=0

To — 211 +e3 = —4
On suppose les lignes de A linéairement indépendantes. e1,e2,e3 >0

3r1 —x2 + e

3$1—$2§2 — { o
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Les sommets de Ax = b, x > 0 sont les solutions faisables de support minimal.
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On part d'une solution faisable de support minimal, e.g.

On exprime objectif et variables du support
en les variables hors-support.
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En général :

Méme principe, solutions représentées par leur support.

base = support d’une solution de support minimal

Il faut se donner une regle de pivot en cas de choix multiples.
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Méme principe, solutions représentées par leur support.

base = support d’une solution de support minimal

Il faut se donner une regle de pivot en cas de choix multiples.

En détail...

Construire une solution faisable initiale.
Résoudre un LP... de solution initiale triviale.

T

Détecter que ¢' x n'est pas borné sur Ax = b,x > 0.

Lors d'un pivot, aucune variable ne s’annule.

P

Gérer les dégénerescences sans cycler. \

Des pivots n'augmentant pas l'objectif peuvent étre nécessaires.

17



La regle de pivot détermine, la variable choisie pour augmenter |'objectif.

LARGEST COEFFICIENT
LARGEST INCREASE

STEEPEST EDGE : suivre |'aréte la mieux alignée avec c.
DEVEX : heuristique approximant STEEPEST EDGE.
BLAND’S RULE : privilégie la variable d'indice minimum.

SHADOW VERTEX

18
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La regle de pivot détermine, la variable choisie pour augmenter |'objectif.

LARGEST COEFFICIENT

LARGEST INCREASE

tres efficace

STEEPEST EDGE : suivre |'aréte la mieux alignée avec c. - .
en pratique

DEVEX : heuristique approximant STEEPEST EDGE.

Ne cycle pas

BLAND’S RULE : privilégie la variable d'indice minimum.
P g
naturellement

SHADOW VERTEX

Exemples exponentiels, diametre d'un polytope, complexité lissée, ...

RANDOM EDGE : choisir aléatoirement uniformément... ou pas.

18
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Programmation mixte et entiere



Un programme mixte est un PL dans lequel certaines variables sont contraintes a prendre
des valeurs entiéeres.

<7

maxcl x Modélise des ressources

t.g. Az <b non fractionnables.
r € ZF x RA—F
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Un programme mixte est un PL dans lequel certaines variables sont contraintes a prendre
des valeurs entiéeres.

<7

maxcl x Modélise des ressources

t.g. Az <b non fractionnables.
r € ZF x RA—F

[e] o o [e] o

[¢] [¢] (e] [¢] [¢] (e] [e]

Toutes les variables dans Z (k = d) : programmation entiére.

[¢] [¢] (e] [e]
o [¢] (o] o [¢]
o (o] o o (o] [¢] [e]
[¢] [¢] (e] [¢] [¢] (e] [¢] [¢]
o [¢] (o] o [¢] (o] o [¢] (o] (o]
o (o] o o (o] o [e] (o]

Résoudre un programme mixte général est théoriquement difficile.

Décider la faisabilité est NP-difficile déja avec toutes les variables dans {0, 1}.

Des méthodes pratiques peuvent marcher, méme si des instances inabordables existent
(http://miplib.zib.de/miplib2010.php)

Cutting planes, branch-and-bound, . ..

20



Relaxation...

Si on ignore les contraintes d'intégralité,

- le probleme devient facile a résoudre (c'est un PL),

- la solution au PL borne inférieurement la solution du programme mixte/entier,
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Relaxation...

Si on ignore les contraintes d'intégralité,

- le probleme devient facile a résoudre (c'est un PL),

- la solution au PL borne inférieurement la solution du programme mixte/entier,

et on peut parfois borner supérieurement |'écart entre les deux solutions !

On va regarder 3 exemples issus de problemes d'optimisation sur des graphes.
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Couplage parfait de poids maximum (maximum weight matching).
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Couplage parfait de poids maximum (maximum weight matching).

aréte entre 7 et j max Zz] Di,jTi,;
I (R) t.q. xi; €L
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Théoréme. Si le graphe est biparti et le PL (R) est faisable, il
a au moins une solution optimale ou tous les x; ; sont entiers.

Preuve :  On part d’'une solution ™ au PL.
Supposons que x; ; n'est pas entier.
|l existe 7 ; qui est aussi non-entier. (Cary ,x;i,;=1.)

et on peut former ainsi... un cycle... de longueur paire.

On décale de £t les x; ; du cycle

on fait varier ¢ partant de 0 (" ou \ selon p; ;)
jusqu’'a rendre une variable entiére.

et on recommence. []
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Couverture par sommets minimale (minimum vertex cover).

min ) . x; sommet ¢
tg x,€”2
0<uz; <1 I
Varéte iy, x;+x; >1 variable z;

Décider si le MVC comporte au moins £ sommets est NP-difficile.

Mais on peut calculer une solution faisable pas trop mauvaise en

calculant une solution z* au PL obtenu par relaxation,

arrondissant z* en & par &; = 1 si zf > 3 et &; = 0 sinon.
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Couverture par sommets minimale (minimum vertex cover).

min ) . x; sommet ¢
tg x,€”2
0<uz; <1 I
Varéte iy, x;+x; >1 variable z;

Décider si le MVC comporte au moins £ sommets est NP-difficile.

Mais on peut calculer une solution faisable pas trop mauvaise en

calculant une solution z* au PL obtenu par relaxation,

arrondissant z* en & par &; = 1 si zf > 3 et &; = 0 sinon.

Pour tout graphe, si z°P? est I'optimal du programme entier, on a

sz;k < Zz‘x?pt < Zzil < 227,1':
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Couverture par sommets minimale (minimum vertex cover).

min ) . x; sommet ¢
tg x,€”2
0<uz; <1 I
Varéte iy, x;+x; >1 variable z;

Décider si le MVC comporte au moins £ sommets est NP-difficile.

Mais on peut calculer une solution faisable pas trop mauvaise en

calculant une solution z* au PL obtenu par relaxation,

arrondissant z* en & par &; = 1 si zf > 3 et &; = 0 sinon.

Pour tout graphe, si z°P? est I'optimal du programme entier, on a

2T < Zixgpt < D <2y ad
en particulier ) . 2; < ZZixfpt

On peut donc calculer une 2-approximation efficacement.
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max ZZ T; sommet 7
tg x,€”2 I
0 S X S 1

Varéteij, x;+x; <1 variable z;



Ensemble indépendant maximum (maximum independent set).

max ZZ T; sommet 7
tg x,€”2
0<uz; <1 I
Varéteij, x;+x; <1 variable z;

Décider si le MIS comporte au moins £ sommets est NP-difficile.
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Ensemble indépendant maximum (maximum independent set).

max ZZ T; sommet 7
tg x,€”2
0<uz; <1 I
Varéteij, x;+x; <1 variable z;

Décider si le MIS comporte au moins £ sommets est NP-difficile.
La relaxation a une solution ou chaque x; = 1

5 -

L'écart entre la solution de la relaxation est I'optimal est non-borné (K, ).
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Ensemble indépendant maximum (maximum independent set).

max ZZ T; sommet 7
tg x,€”2
0<uz; <1 I
Varéteij, x;+x; <1 variable z;

Décider si le MIS comporte au moins £ sommets est NP-difficile.

La relaxation a une solution ou chaque x; = 1

5 -

L'écart entre la solution de la relaxation est I'optimal est non-borné (K, ).

En fait, approximation efficace impossible si P # NP.
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Dualité



Essayons de commenter la valeur de...

max 2x1 + 319

t.q. 4dx; 4+ 8xy <12
201 + 19 < 3
3r1 + 215 < 4
r1,To > 0
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Essayons de commenter la valeur de...

max 2x1 + 319

t.q. 4dx; 4+ 8xy <12
201 + 19 < 3
3r1 + 215 < 4
r1,To > 0
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x1,x2 > 0 donc

201 + 3x2 < 4x1 + 8xe < 12



Essayons de commenter la valeur de...

max 2331 + 31‘2

t.qg. dx1 + 8xro < 12 x1,r2 > 0 donc 221 + 3z2 < 4z + 8x2 < 12
201 + 12 < 3 mieux... 2x1 + 3x2 < % (4z1 + 8x2) <6
3r1 + 215 < 4

X1,T2 2 0
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Essayons de commenter la valeur de...

max

t.q.

26

2x1 + 329

41 + 8xy < 12
201 + 19 < 3
3r1 + 215 < 4
x1,2x2 >0

x1,x2 > 0 donc

mieux...

encore mieux...

201 + 3x2 < 4x1 + 8xe < 12
201 + 322 < % (4331 + 85132) <6

2x1 + 3x9 = % ((4%1 + 8332) + (2331 + $2>) <5



Essayons de commenter la valeur de...

max 2x1 + 319

tq 4.7;1 +8£C2 < 12 a:l,xQZOdonc 201 + 3x2 < 4x1 + 8xe < 12
201 + 12 < 3 mieux... 2x1 + 3x2 < % (4z1 + 8x2) <6
3x1 + 220 < 4 encore mieux... 2x1 + 3w2 = 5 ((4o1 + 8x2) + (221 + 72)) <5
L1, T2 > 0

En multipliant la 7eme contrainte par y; on obtient...

max 2x1 + 3xo min  12y; + 3y + 4y3
t.qg. 4x; + 8xy <12 < t.q. 4y + 2y2 + 3yz > 2
2r1 + 12 <3 — 8y1 +y2 +2y3 > 3

3$1+2$2§4 yh?/%?JSZO
L1,T2 Z 0
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2r1 + 12 <3 — 8y1 +y2 +2y3 > 3

3$1+2$2§4 yh?/%?JSZO
L1,T2 Z 0
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Essayons de commenter la valeur de...

max 2x1 + 319

tq 4.7;1 +8£C2 < 12 a:l,xQZOdonc 201 + 3x2 < 4x1 + 8xe < 12
211 + 12 < 3 mieux... 2x1 + 3x2 < % (4z1 + 8x2) <6
3x1 + 220 < 4 encore mieux... 2x1 + 3w2 = 5 ((4o1 + 8x2) + (221 + 72)) <5
L1, T2 > 0

En multipliant la 7eme contrainte par y; on obtient...

max 2x1 + 3x2 min 12y, 4 3ys 4+ 4ys
t.q. 4dxq + 8xy < 12 < t.q. | 4y + 2y2 + 3y > 2
2r1 + 12 <3 — 8y1 +y2 +2y3 > 3

3$1+2$2§4 yh?/%?JSZO
L1,T2 Z 0
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Essayons de commenter la valeur de...

max 2x1 + 39

tq 4.7;1 +8£C2 < 12 a:l,chZOdonc 201 + 3x2 < 4x1 + 8xe < 12
211 + 12 < 3 mieux... 2x1 + 3x2 < % (4z1 + 8x2) <6
33}1 —|— 23}‘2 S 4 encore mieux... 2x1 + 3x9 = % ((4m1 + 8£L‘2) + (2331 + 332)) <5
X1,T2 2 0

En multipliant la 7eme contrainte par y; on obtient...

max 2x1 + 3x2 min 12y, 4 3ys 4+ 4ys
t.q. 4dxq + 8xy < 12 < t.q. | 4y + 2y2 + 3y > 2
2r1 + 12 <3 — 8y1 +y2 +2y3 = 3

3$1+2$2§4 9179279320
L1,T2 Z 0
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Essayons de commenter la valeur de...

max 2x1 + 39

tq 4.7;1 +8£C2 < 12 a:l,chZOdonc 201 + 3x2 < 4x1 + 8xe < 12
211 + 12 < 3 mieux... 2x1 + 3x2 < % (4z1 + 8x2) <6
33}1 —|— 23}‘2 S 4 encore mieux... 2x1 + 3x9 = % ((4m1 + 8£L‘2) + (2331 + 332)) <5
X1,T2 2 0

En multipliant la 7eme contrainte par y; on obtient...

max 2x1 + 3x2 min 12y, 4 3ys 4+ 4ys
t.q. 4z + 8z < 12 < t.q. 4y, + 2y> + 3y3 > 2
2r1 + 22 <3 — 8y1 + y2 + 2ys > 3
371 + 212 < 4 Y1,Y2,y3 = 0
x1,To > 0
max T min bly
Plus généralement, t.g Az <b < t.q. Aly>c

r >0 y >0
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associer y; a la 1éme
ligne de A

y >0
|
max —bly
t.q — ATy < —¢
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associer y; a la 1éme
ligne de A

associer x; a la 7eéme
ligne de — AT

y >0
|
max —bly
tgq. —-Aly<—c
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associer y; a la 1éme
ligne de A

associer x; a la 7eéme
ligne de — AT

y >0
|
max —bly
tgq. —-Aly<—c
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min
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associer y; a la 1éme
ligne de A

associer x; a la 7eéme
ligne de — AT

y >0
|
max —bly
tgq. —-Aly<—c



max clx associer y; a la ieéme min bly

—> . —>
x>0 y >0
| |
min —clx associer x; a la iéme max —bly
T\T < : T <+ T
tg. —(A%)'z>-b ligne de —A tqg —-Ay<-—c
x>0 y >0
PL primal PL dual
variables X1,L2,...,Tn YL, Y2y« -+ s Ym
matrice A AT
terme de droite b c
On peut dualiser un PL fonction max c¢ min b’y
sous forme quelconque. contraintes iéme inégalité est < y; > 0
1€me inégalité est > yi <0
1eéme inégalité est = yi € R
x; >0 1eéme inégalité est <

27



La valeur d'un PL "maximisant” est toujours majorée par la valeur de son dual.

Théoréme de dualité faible.
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La valeur d'un PL "maximisant” est toujours majorée par la valeur de son dual.

infaisable faisable faisable
non-borné borné

infaisable

faisable
non-borné
faisable
borné

Théoreme (dualité forte). Un PL et son dual sont
soit tous deux infaisables,
soit |'un infaisable et |'autre faisable non borné,
soit tous deux faisables bornés et de méme valeur.
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primal faisable borné
= dual faisable et de méme valeur



La valeur d'un PL "maximisant” est toujours majorée par la valeur de son dual.

infaisable faisable faisable
non-borné borné

infaisable

faisable
non-borné
faisable
borné

Théoreme (dualité forte). Un PL et son dual sont
soit tous deux infaisables,
soit |'un infaisable et 'autre faisable non borné,

soit tous deux faisables bornés et de méme valeur.

Preuve classique via lemme de Farkas.
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primal non-borné = dual infaisable

A prouver

primal faisable borné
= dual faisable et de méme valeur
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Az = b a une solution > 0



La valeur d'un PL "maximisant” est toujours majorée par la valeur de son dual.

Théoréme de dualité faible.

infaisable faisable faisable
non-borné borné

Dualité faible
primal non-borné = dual infaisable

infaisable

faisable
non-borné
faisable
borné

A prouver

primal faisable borné
= dual faisable et de méme valeur

Théoreme (dualité forte). Un PL et son dual sont
soit tous deux infaisables,
soit |'un infaisable et |'autre faisable non borné,
soit tous deux faisables bornés et de méme valeur.

a9 as

ai

) b

Preuve classique via lemme de Farkas. Ax = b a une solution > 0
Xor
Jytqy?A>0ety’b<0
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Prop. Si un PL est faisable et borné, alors son dual est faisable et de méme valeur.

Preuve. on part demax c¢'z tq. Ax<b,xz>0.

|
sl
IN
A
8]
IV
O

forme équationnelle : max &'z t.q.

29
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Prop. Si un PL est faisable et borné, alors son dual est faisable et de méme valeur.

Preuve.  on part de max ¢’

r tq. Ax<bx>0.

forme équationnelle : max

A= (A

3

¢’z tq. Az <b,T>0
T:(
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variables d'écart



Prop. Si un PL est faisable et borné, alors son dual est faisable et de méme valeur.

Preuve. on part demax c¢'z tq. Ax<b,xz>0.

forme équationnelle : max ¢z tq. AT <b,T
m

7> 0
Z:(A I )eth:(az Tn41,Tnt2y -y LTntm)

~—

—
—

variables d'écart

on applique I'algorithme du simplexe jusqu'a trouver une solution T* de support B

on pose y* = (EEA;)T et on montre que c’est une solution faisable du dual,
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on applique I'algorithme du simplexe jusqu'a trouver une solution T* de support B
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Prop. Si un PL est faisable et borné, alors son dual est faisable et de méme valeur.

Preuve. on part demax c¢'z tq. Ax<b,xz>0.

forme équationnelle : max ¢z tq. AT <b,T
m

Z>0
Z:(A I )eth:(az Tin41, Tnt2s .-y Tntm)

~—

—
—

variables d'écart

on applique I'algorithme du simplexe jusqu'a trouver une solution T* de support B

on pose y* = (EEA;)T et on montre que c’est une solution faisable du dual,

T S —T _p . _ —
revient 3 A" y* > Cou encore A" (cpAgz ) = A

Dans le support, (ZT) (A;l)TEB =Cp > CB
B
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Prop. Si un PL est faisable et borné, alors son dual est faisable et de méme valeur.
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r tq. Ax<bx>0.

forme équationnelle : max

|

||
£
)

¢’z tq. Az <b,T>0
)etT = (

T Tntl, Tnt2,.

~—

.. ,xn+m)

—

—

variables d'écart

on applique I'algorithme du simplexe jusqu'a trouver une solution T* de support B

on pose y* = (EEA;)T et on montre que c’est une solution faisable du dual,

T A —T ,_p . — T, NT— _
revient 3 A" y* > Couencore A" (e A5 ) = A" (Az")eg > ¢

Dans le support, (ZT) (A5
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T — J— [e— N -
Hors-support, (A (ABl)TcB) = ¢y — 7 ou r est le vecteur des gains, donc < 0.
H



Prop. Si un PL est faisable et borné, alors son dual est faisable et de méme valeur.

Preuve.  on part de max ¢’

r tq. Ax<bx>0.

forme équationnelle : max

|

||
£
)

¢’z tq. Az <b,T>0
)etT = (

T Tntl, Tnt2,.

~—

.. ,xn+m)

—

—

variables d'écart

on applique I'algorithme du simplexe jusqu'a trouver une solution T* de support B
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cla* =¢r

TF = cLTh =5 (Z;b) — <E£Z§1) b= (y*)'b=>by" O
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Soient (P) un PL, (D) son dual,
x* une solution faisable de (P) et y* une solution faisable de (D).

) _ a2 =0 ou y* sature la iéme contrainte de (D),
x* et y* sont complémentaires ssi Vz, . _
yF = 0 ou z* sature la i€me contrainte de (P).
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Soient (P) un PL, (D) son dual,
x* une solution faisable de (P) et y* une solution faisable de (D).

¥ = 0 ou y™ sature la zéme contrainte de (D),
* * s . . . (]
" et y° sont complementalres ssi Vi, . _
yF = 0 ou z* sature la i€me contrainte de (P).

Théoréme (complémentarité). x* et y* sont optimaux ssi ils sont complémentaires.
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Soient (P) un PL, (D) son dual,

x* une solution faisable de (P) et y* une solution faisable de (D).

) _ a2 =0 ou y* sature la iéme contrainte de (D),
x* et y* sont complémentaires ssi Vz,

yF = 0 ou z* sature la i€me contrainte de (P).

Théoréme (complémentarité). x* et y* sont optimaux ssi ils sont complémentaires.

Vérifier une solution x* a un PL est facile quand son support est minimal.

On vérifie que =™ est faisable et on construit une solution y* du dual.

y* sature les contraintes associées au support de x* = résolution d’un systéme.

x* est optimal ssi x* et y* ont méme valeurs.
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C'est tout pour aujourd hui...



