Reconnaissance des formes

Cours 8

Modeles de Markov Cachés
(HMM)
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Meéethodes de comparaison
Comparaison elastigue

m Rigiditée de la méthode directe
—- Problemes d'optimisation non
linéaires
m Recherche de la meilleure
correspondance
— Optimiser un critere global de
ressemblance
m  Appariement souple ou
élastique
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Meéethodes de comparaison
Comparaison elastigue

m Neécessité absolue pour les mots
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Programmation dynamique

m Principe

- La programmation dynamique est utilisée en comparaison
d'objets quand les objets sont décomposables élément par
élément

- A chague étape, elle compare deux éléments (un dans le
modele et un dans I'échantillon) et essaie d'optimiser le colt
a chague progression

— Cette optimisation n’est possible que si le probléme est
decomposable en étapes et si le colt est progressif
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Programmation dynamique

m En chaque étape : Levinston propose :
- 3 operations locales (ou symbole) pour realiser la
comparaison :
* Remplacement ou substitution
« Ajout
e Suppression
- La distance (d’édition) ou le colt C(i) = C(i-1) + min (C(R),
C(A), C(S))

x=M I L L B R

N\

yv=HULLTIER

>
i
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Programmation dynamique

m \Wagner et Fisher proposent un graphe de comparaison

— Construction par substitution
« On avance dansietdansj

-~ +1 Al | | | |
L] Préc—Suivant
I B

j+1 Suivant +1)+1 jJ

AaAMmMr—r —<Z
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Programmation dynamique

— Construction par ajout :
« On avance dans i (on accepte i)

| — i+1

j—

* puis on avance ensuite dans j
(on supprime le o)

l—

j—* j+1 J

TmMrErOZ
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Programmation dynamique

— Construction par suppression :
m On peut aussi supprimer dans i

| — i+1

M
j— 1 Ak

A Mr — <
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Programmation dynamique

— Construction dans le cas général
» On prévoit toutes les possibilités :
m Substitution

m Ajout M | L | L E R
. —
m Suppression
* Puis on prend le chemin minimum | | | |
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Programmation dynamique

m Algorithme de Wagner et Fisher en O(m.n) :

On note m et n les longueurs respectives des mots
d(0,0)=0;
Pour i variant de 1 a n effectuer :
d(i,0)= d(i-1,0) + c(a;, 1)
Pour j variant de 1 a m effectuer : > |Initialisation de la distance
d(0,j))=d(0,j-1) + c(x, b)
Pour i variant de 1 a n effectuer :
Pour j variant de 1 a m effectuer :
d; = d(i-1,j-1) + c(a;,b)
d, = d(i-1,j) + c(a,)) Développement de la distance
d; = d(i,j-1) + c(A,b)
d(i,j)=min(dy, ds, dy)
La distance d’édition est le résultat final de I'algorithme c(m,n)
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Programmation dynamique

m EXxercice .

- Soient deux listes X={a a b a c}
et Y={a b d}, et les colts : 0 1 2 3

- C(AYy) = 0.5 VK, c(x,2) = 0.5 x 2 lalalb |a
vr, c(X,Y,) =0 Vvrksix =y, et |v
c(X,Yi) =1 Vrksix #y, of» e I I I

— Construire le tableau des 1]a CO R I R
distances, puis calculer la 2|0 202 22 |2
distance totale entre les deux 3|d 202 (22 |?
chaines
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Programmation dynamique

m Solution : d, = L) + olab)
- c(My) = 0.5 Vk d, = d(i-L,)) + c(a,})
- C(XpA) =0.5 vr d; = d(ij-1) + c(i.b)

- C(XnYi) =0 Vrksix =y d(i,j)=min(d,, dy, d;)
- c(X,Yy) =1 Vrksix #Yy,

X ] a a b a C
Y
i 0 0.5 1 1.5 2 2.5
N
a 0.5 0 0l ! 1 2
b 1 1 1 0 —1 2
d 1.5 2 2 1 1 2
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Programmation dynamique

m Autre probleme : recherche de chemin minimum
entre 2 villes

- Comment le faire par programmation dynamique ?
» En cherchant le minimum a chaque progression jusqu’au but

min

Initial But
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Recherche heuristique
Comparaison dynamique

m Exercice

— Utiliser l'algorithme de programmation dynamique pour
trouver le chemin le plus court entre deux villes

=/ Arrivée

© A. Belaid RdF Master SIC
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Recherche heuristique
Comparaison dynamique

m Préparation de la solution

— On construit I'arbre des connexions, si possible par niveau de
progression

© A. Belaid RdF Master SIC
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Recherche heuristique
Comparaison dynamique

m Solution : Etape 1 :

— On construit le minimum par ville en indiquant le prédécesseur
amenant le minimum (fleche noire)
25

15 Arrivée
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Recherche heuristique
Comparaison dynamique

m Solution : Etape 2 :

— On remonte le chemin de colt minimum en utilisant les états
stockes par ville

DA
rrivée
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Application a la reconnaissance de
MOtS Mmanuscrits

m Plusieurs problemes

—- Probleme 1 : décomposition
du signal d’écriture

« Comment faire de cette
image une liste de
« caractéristiques » sur
lesquelles je peux opérer la
comparaison dynamique ?

» L'idéal est de la segmenter
en une suite de lettres !
puis de la comparer au
modéele (comme vu)

Pas facile = Dilemme de Sayre
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Application a la reconnaissance de
MOtS Mmanuscrits

m Exemples de segmentations plus ou moins réussies

f

L

14&:.«&2:: :
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Application a la reconnaissance de

MotS manuscrits

m Difficultés de I'application
- Mots de montants CALUK
) LAna

devr
»
opl

Dt

deux k L’*

VA
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Application a la reconnaissance
de mots manuscrits

Probleme 2 .
- Comment faire pour tenir compte de toutes les écritures ?

- Comment créer un modele pour représenter toutes les
variations ?

/// i \\\ ;"‘i;;t:;if"““
L e

Cas Modele ?

© A. Belaid RdF Master SIC

22



Solution 1 : comparaison a un
dictionnaire

@ﬂ@—@@@@ @\D@ @ §9>
@/I 7 * /
SV A 1
yan
7

‘ di o) I
‘ d ( Ka “R”) I ‘ d (ﬂ‘:j-, “O”) I ‘ d (’Q , “b”) I‘ d ( _iL , “e”) I‘ d (_4‘_ , “I‘”) I

L1 I T B U B O

m  On prend toutes les decompositions possibles du mot, puis chaque
regroupement est comparé a chaque entrée du dictionnaire

m  On retient la séquence de regroupement la plus pertinente

© A. Belaid RdF Master SIC
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Solution 2 : on crée un modele
regroupant toutes les variations

m Comment faire ?
- Pour que les primitives les plus fréequentes soient signalées

- Pour que la liste des primitives la plus représentative de tous
ces echantillons soit marquée...

— Pour que si je présente un mot semblable, le modele me
dise j'ai appris quelque chose de semblable : jai un chemin
identique (ou presque) ou que ce chemin est probablement
identique a ceux que j'ai appris

© A. Belaid RdF Master SIC
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Creation d'un tel modele de
chemins par apprentissage ?

m Solution

-~ On crée un graphe stochastique ou les chemins
representent des voies probables de segmentation

— Plusieurs architectures

Ergodique
Bakis parallele
H 6O 0 N | 2
> > 4 3

Variations uniqguement

dans la longueur Variations dans la longueur

et dans la composition
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Creation d'un tel modele de
chemins par apprentissage ?

m |dée 1: observable
— Créer un graphe complet de

ettres avec des probabilités &
id’tatpparition 3’un2 Ie?trg Iéltun ulM E}AA&A.&IE_
rang donné
0o 0 M ?AAQMIE_
® 0O .
® 0 #'wa;qJ‘L Qaed
C 1 Quante
CL A Qeemnle.
o O Cas

Longueur maximale des mots d’'une langue
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Creation d'un tel modele de
chemins par apprentissage ?

m |ldée 2:

— Créer un graphe plus réduit sans marquer nécessairement
I'endroit d’'observation d'une lettre

— Les lettres peuvent étre observées a n'importe quel état avec une
probabilité

—- Les probabilités de transitions vont permettre de faire avancer la
lecture et de trouver le bon état pour lire la lettre

o(a)] (p(a)] (p(a)] p(a)]
EEZ; p(b) p(b) p(b)
_BkZ) L p(z) ] | p(z) ]

| P(z) ]

Entré/

.

Sortie
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Un modele stochastique

m Le modele est stochastique discret
- Il associe a chaque etat des probabilités d'observation
- Il associe a chaque arc une probabilite de transition

m Le modele est évolutif

— Il évolue d’état en état

« En évoluant dans ses observations, le systeme peut rester
dans un méme état ou passer dans un autre état en
fonction de probabilités associées a |'état

- Soientt=1,2, ..., T ces instants et s, I'état a l'instant t

» La probabilité d’'observation dépend de tous les états
précédents

P(s.s,...s ) =P(s.,s,..s ;) xP(s/s,s,..s

T-1

© A. Belaid RdF Master SIC
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Un modele stochastique

m On s’intéresse au modeéle de Markov caché
— deéfini par 2 suites

« Suite cachée d’états : q,, 4,, -.., qp, notée Q(1:T) ou les g; prennent leur
valeur parmi 'ensemble des n états du modéle {s,, s,, ..., S;;}

« Suite observable correspondant a la séquence d'observations : 0, 0,,
..., 01, notée O(1:T) ou les o; sont aussi fonctions du temps et se
réalisent parmi un ensemble des M symboles observables {v,, v, ..

Vit
— ade bonnes propriétés
 stationnaire

Vi, k: P(q, =s/d., =s;) =P(du =S/0is =S))
* aune mémoire limitée

P(0, =s,/9,,=5,,0,,=S)=P(Q,=s,/9,, =S,)

© A. Belaid RdF Master SIC 29



Modele de Markov Caché

m Définition et exemple
L=(m,AB)

7, =P[g,=s;] 1<i<N
A=|a =P(q =s,/g,=s)] 1<i,j <N

B=|b;(k)=P(v, at/g, =s,| 1<j<N,1<k <M

0.3 05 0.2
A= 0 03 0.7

0O 0 1

© A. Belaid RdF Master SIC
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Modele de Markov Caché

m Que peut on faire avec un tel modele ?
— Calcul de la vraisemblance d’'une observation :
* P(OIN)
= calcul nécessaire lors de I'apprentissage

— Calcul de la séquence d’états ayant généré I'observation présentée
« P(Q/O,N)
= calcul nécessaire pour la reconnaissance

— Apprentissage :

» Ajuster les parametres du HMM L =(,A,B) pour maximiser la
vraisemblance de I'ensemble des échantillons

2 Ajustement nécessaire a I'apprentissage de P(OJL)

© A. Belaid RdF Master SIC
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Probleme 1 :
Vraisemblance d’'une observation P(O| 1)

m Calcul direct :

- La probabilité de la suite d’observations O, étant donné le modéle
A, est égale a la somme sur tous les chemins d’'états possibles Q
des probabilités conjointes de O et de Q

P(O|A) =) _P(O.Q|N =) PO]|QNP(Q|N
o Q

or, on a les relations :

P(Q|A) = To13qqu3qaas - - - qar_1a7
P{O | Qr}"} = bm{ol}bt?z(o?}' "bQT(GT)

on déduit donc :

P(O|A) = Z Ta1bg1 (01) 36102 0n (02) - - - agr_1q7 ber (O7)

q1.q2,....9T

Cette formule directe nécessite beaucoup de calcul : nT — 1 additions et (27 — 1)nT
multiplications. (nT étant le nombre de chemins possibles de longueur T), soit 2TnT
opérations (= 1072 pourn =5 et T = 100)
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Probleme 1 :
Simplification par Forward-Backward

m En effet:

- de nombreuses multiplications sont repétees (portions de sous-
séquences communes)

m |dées:

1. Calculer P(OJL) de maniére incrementale ou inductive

» c.a.d de maniere progressive, permettant a chaque nouvelle étape
de ne calculer que ce qui concerne le nouvel état

2. Calculer P(OJL) de deux maniéres duales en allant de l'origine et
de I'extrémité (pour éviter de se perdre a la recherche de la
sortie)

m Calcul inductif vers I'avant :
—  Définissons
()= P(04,0,,...,0,0=Si|A)

— la probabilité de la sous-séquence 0,,...,0, et d’étre dans l'état s,
ent

© A. Belaid RdF Master SIC
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Probleme 1 :
Simplification par Forward-Backward

m Calcul en avant : Forward

a,(1)=m*b(0,)

P(O|/1)=Zat(i)

O,y (1)= {ZN:OH( j)aij:|* bj(0t+l)

Forward

© A. Belaid RdF Master SIC



Probleme 1 :
Simplification par Forward-Backward

- Algorithme en N°T

» c’est une accumulation de tout ce qui peut étre observé en un état,
provenant de tous les chemins précédents (preuve encore de
I'optimisation, car évite la répétition du calcul en un état)

4 /7 déja calculés a I'étape t
Sy
5 -
. : (*bj G )= & O
S,
Si
>
‘ £l t
© A. Belaid RdF Master SIC
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Probleme 1 :
Simplification par Forward-Backward

m Calcul inductif de l'arriére : N
— Définissons PO M) = Z”i b, (0,)4,(1)
Bi(i)= P(0y.y,---,0r,0=S|IA) =
Initialisation :
B-(1)=1 1<i<N
Induction :

B ()= 8,00, 8() T-12121 1<i<N

Backward

<

A chaque étape, 2m? multiplications = complexité en ®(2m2n) en temps,
®(m) en espace (idem pour le forward)
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Probleme 1 :
Simplification par Forward-Backward

— le calcul de B synthétise tous les chemins partant de cet état
sans le considérer lui méme dans le calcul, car il sera
calculé dans le o correspondant

/7 Déja calculés a I'étape t

érats
4

© A. Belaid RdF Master SIC
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Probleme 1 :
Simplification par Forward-Backward

m Calcul de la probabilité d’observation

© A. Belaid

— Elle est obtenue en prenant les valeurs de o et de § a un instant
t quelconque

PO}1) =3 e ()A)

- Cependant, on utilise le plus souvent les valeurs obtenues pour
deux cas particuliers (t=0) ou (t=T), ce qui donne :

PO[2) =3 o (i) = 2 m/5(1)

RdF Master SIC
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Probleme 2
Reconnaissance

m |l s’agit de déterminer la composante cachée du processus,
étant donnée la composante observable O et le modele A

m La difficulté est la définition du critére d’optimisation

Le critere le plus naturel et le plus utilisé est celui de trouver
la meilleure suite d’états (chemin) qui maximise :

P(q=s/0,1)

- La solution pour ce dernier critere est souvent appelée la
suite d'états de Viterbi parce qu’elle est trouvée en utilisant
I'algorithme de Viterbi [Forney 73] qui est basée sur la
technique de programmation dynamique

P(Q/O,4) =maximiser P(Q,0/4)
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Reconnaissance

Algorithme de Viterbi : programmation dynamique

de gauche a droite avec d(s;,S;.1)=a;;*b;(01)

0, e o o

/
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Probleme 2
Chemin optimal

© A. Belaid

Pour trouver le meilleur chemin Q=(q,,q,,...,9) pour une suite
d’observations donnée O=(0,,0,,...,07), on définit la quantité (i)
comme la probabilité du meilleur chemin partiel amenant a I'état s, a
I'instant t guidé par les t premiéres observations

8t(i):q Lnax P(0,d,..9; =5;,0,0,..0, | )

----- Ot

Par induction, on peut calculer 3,,,(i) a partir de d(i)

8.1(1) = [max3,(i)a, ]b,(O(t+1))

et on doit garder trace de la suite d’états qui donne le meilleur chemin
amenant a |'état s; a l'instant t dans un tableau ¥

RdF Master SIC
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Probleme 2
Chemin optimal

(* bj(O w))=8 1 O

© A. Belaid

]
t+1

RdF Master SIC
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Probleme 2
Chemin optimal

1. Initialisation

61(1) =I1;bi(01) pour 1<i<N

¢1(i) =0
2. Induction

6(3) = l?'.ast[‘st-l(i)aij]-bj(Ot) pour 1<j<N

¥(j) = arg max [b-1(})a;] pour 1<j<N

3. Terminaison
P*= max 6r()] o
. - . arg permet de memoriser l'indice |
ar =arg max I67()]  gnpre 1 et N, avec lequel on atteint
le maximum des quantités J, (i) a;
4. Chemin d’états retenu (backtracking) . SIOLY

g = Ye+1l{gyy) pour T—-12t2>1
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Probleme 2
Chemin optimal

m Obtention du chemin : liste des états cachés

© A. Belaid

On mémorise en chaque état, I'état précédent qui a permis le calcul
du maximum local

Ce calcul est répété sur tous les états a l'instant t,
Donc, on ne peut déterminer le bon maximum tout de suite
Pour cela :

* On mémorise les maxima a chague instant t
» On attend d’avoir fini pour dérouler la liste a 'envers et déterminer
enfin, parmi les états des maxima, ceux qui ont conduit au résultat final
Ceci peut étre considéré comme une genéralisation de la
programmation dynamique ou il s’agit de comparer une liste
d’observation a plusieurs (différence avec ce qui a été vu) chemins
possibles (voir exemple plus loin)

RdF Master SIC
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Probleme 3
Apprentissage ou estimation du modele

m Principe :

— Introduire dans le modele plusieurs échantillons représentatifs de la
forme, de maniere a disposer de parametres (w,A,B) maximaux
pour la forme

- Les difficultés de calcul empéchent d’avoir une solution
directe d’optimisation globale

- Les solutions utilisées consistent plutot a affiner un modele
de base en ré-estimant ses parametres a chaque itération

+ |l s’agit d’aller progressivement en se laissant guider par les
données jusqu’a atteindre un maximum local satisfaisant (point
de convergence)

© A. Belaid RdF Master SIC
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Probleme 3
Apprentissage . Ré-estimation des paramétres du modéle

m Principe :
- Pour chague nouvelle observation, on calcule son influence sur

le modéle (gain qu’elle apporte), précisément sur les états et sur
les transitions qu’elle traverse

- Laré-estimation d’'une probabilité qu’elle soit d’observation ou
de transition consiste a mesurer son efficacité relativement a
toutes les autres possibles et cela sur toute la séquence, et a
corriger en consequence (ré-estimer) cette probabilité

Mesure d’efficacité

v
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Probleme 3
Apprentissage : explications intuitives

Lefficacité d'une transition se calcule a partirde a, B :
— Pour sommer les probabilités de tous les chemins passant par cette
transition entre t et t+1 :
« Ons’appuiesuraetf:

m o donne la somme de tous les chemins arrivant sur cette transition et 3
donne la somme de tous les chemins repartant de cette transition

m Ceci nous donne l'efficacité entre t et t+1

- Pour avoir l'efficacité totale de la transition :
« On effectue cette somme pour tous les t. Ceci se traduit par :

T-1
Zat(i)-aij-bj(t+l)-ﬂ+1(j)
t=1
- Laré-estimation de la transition consiste a diviser cette efficacité par la
somme des efficacités de toutes les transitions sortant de I'état

ZN_;Z:at(i)-aij bj (t+1)-,&+1(j)=z:at(i) ()

© A. Belaid RdF Master SIC
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Probleme 3
Apprentissage . justifications formelles

m Calcul de l'influence au niveau de la transition :

- Pour chagque séquence traitée (observée), on définit la probabilité de
transition d'un étatia un étatj a l'instant t :

£t(2,7) = P(gt = si, qt41 = 5 /O, A)

- On fait passer la séquence d’'observation dans la considération
du calcul de la proba de transition, car il est tout a fait normal
de tenir compte du passé observe. Bayes permet de tenir
compte de cette seéquence, avec I'hypothese d’'indépendance
entre O et A

. Plg =s;. =5;,0/\
) = & e O/A)
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Probleme 3
Apprentissage par Baum-Welch (MLE)

© A. Belaid

Pour calculer la probabilité de transition de i a j a l'instant t, il
faut considérer tous les chemins d’états dans lesquels il y a
cette transition i-j a lI'instant t

Grace a a et B, on peut factoriser tous ces chemins. g est la
probabilité cumulée sur tous les chemins passantdeiaja
I'instant t

£(35,7) = Ott(?:)aij?)' Egt/-!:\l))ﬂtﬂ(j)

oo hous dit ce qui peut arriver du début,
B nous dit tout ce qui peut repartir vers la fin
et a; x b; calcule la proba de transition effective a un instant t
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Probleme 3
Apprentissage par Baum-Welch (MLE)

m |llustration du calcul de &, : On voit comment o synthétise
les chemins arrivant a I'état i et comment 3 synthétise les

chemins partant de |'état |
étatsA

© A. Belaid RdF Master SIC 50



Probleme 3
Calcul de lI'influence au niveau de I'état

- De méme, on définit la proba d’étre dans un état i a un
instant t, i.e. on synthétise tous les chemins passant par cet
état a l'instant t a I'aide de v, :

7:(1) = P(qe = 5:/O, A)

- Comme pour les proba de transitions, ceci est égal a la
somme sur tous les chemins passant par cet état a l'instant
t, i.e. la somme sur tous les passages de i a tous les états de
sortie |

N
1(3) =Y P(g = si,q141 = 5;/0, ) =c(1)- [A(1)
j=1

IL FAUT TOUJOURS SE RAMENER A UN FLUX ENTRANT ET A UN FLUX SORTANT :

C’EST CAPITAL POUR COMPRENDRE TOUT LE RESTE

© A. Belaid RdF Master SIC
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Probleme 3
Apprentissage par Baum-Welch (MLE)

— On déduit donc la relation entre E(i,j) et y,(i) :

N

1) =3 &(,5)

1=1

~ Une sommation sur le temps t de y, peut étre interprétée comme
une information sur l'intérét (le gain) d'étre dans I'état s, ou comme
une information sur le nombre de transitions possibles a partir de
I'état s;: y, rassemble en 'état tout ce qui passe par cet état,
venant des chemins precédant ayant choisi de passer par cet état

- De maniere similaire, une sommation sur le temps t de la quantité
&(i,]) peut étre interprétée comme une information sur le nombre de
transitions possibles de s;a s,

© A. Belaid RdF Master SIC
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Probleme 3
Apprentissage par Baum-Welch (MLE)

m Ainsi, on déduit les formules de ré-estimation suivantes :
- Reé-estimation de la transition : Calcul du gain
iy =
t-—1 'Yt(z)

—~ Lenombredetransitions possibles a partir de I'état s a l'état s;
" Lenombredetransitions possibles a partir de I'état s

- Reé-estimation de I'observation : calcul du gain

)34 Oe=v; 1t(J)
Et—l Yt (J)

Le nombrede fois possibles détre dans I'état s; en observant w

b (k) =

(k)= Le nombrede fois possibles détre dans l'etat s;
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Probleme 3
Apprentissage par Baum-Welch (MLE)

m Ré-estimation en pratique

— Tous les calculs précédents ne tiennent compte que d’une seule
séquence d'observation

— Pour ré-estimer le modele a partir de plusieurs échantillons (tout le
corpus), il faut faire le calcul d’efficacité sur 'ensemble des
échantillons d’apprentissage. Cela donne la formule suivante :

K 1 Te—1
; P, Z o (i i) @i F’J{le} ?r+1{.?':|'
@i =
Zl Z”’r ) BE(4) + of, (i) air
=1 F
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Probleme 3
Apprentissage par Baum-Welch (MLE)

m Attention :

- L'efficacité sur 'ensemble n’est pas égale a la somme des
efficacités de chaque séquence. C’est pour cela que I'on fait une
somme en haut (proba de transition ou d’observation sur tous les
échantillons pour tous les instants t) et une somme en bas qui est
égale a la somme de dessus mais généralisée a tous les cas
possibles

m De cette maniere :

- On fait 'apprentissage d’'un seul coup sur tout le corpus en faisant
ces sommations

-~ Comme l'algorithme BW ne permet pas d’atteindre I'optimum
immediatement, nous sommes obligés de réitérer 'apprentissage
un certain nombre de fois sur tout le corpus
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Probleme 3
Apprentissage : Theoreme de Baum

— Les formules de ré-estimations sont déduites du théoreme de Baum,
appliqué a la fonction P(O/ L)
~ Le théoréme indique que si: A =(A , B, n ) est le modéle ré-estimé:
« Le modele initial, A, définit un point critique de la fonction de
vraisemblance P(O/ ). Dans ce cas, nous avons

A=A

* Le modeéle . est plus probable que le modéle A dans le sens de
I'inégalité du théoreme :

P(O/A)>P(0/))

* Nous avons donc trouvé un modele A a partir duquel la suite
d’observation a plus de chance d’étre produite

* Nous utilisons & a la place de A et nous répétons la ré-estimation
jusqu’a un point limite. Le modéle résultant est un HMM obtenu
par le Maximum de Vraisemblance : MLE
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Probleme 3
Apprentissage . Theoreme de Baum

m Application en pratique

— La procédure FB garantit qu’a chaque itération le nouveau
modele est mieux que le précédent

Modele idéal

Modele initial A

[
»

Nombre d’itérations
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Probleme 3

Apprentissage . Theoreme de Baum

m  Algorithme de Baum Welch

© A. Belaid

1.

Fixer des valeurs initiales

a;°, b°(k), m° pour 1<i,j<N, 1<i <N, 1<k<M
Calculer : &,(1,)), v,(1) pour 1<i,j<N, 1<i <N, 1<t<T-1
en utilisant les fonctions FB

Nouvelles estimations

&, b'j (k), m; pour 1<i,j<N, 1<i <N, 1<k<M d'ou A~

Recommencer en 2 jusqu’a un certain point limite
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Probleme 3
Apprentissage : explications intuitives

m Effets de la topologie et de l'initialisation du modele

Un modele initialisé de maniere équiprobable avec une topologie
simple (tous les chemins identiques) n'apprendra quasiment rien :

1.

© A. Belaid

Tous les chemins étant identiques, les transitions n’auront pas plus
d'importance dans un chemin que dans un autre

On tombera sur les mémes sommes, i.e. toutes les transitions auront la
méme efficacité pour un état donné

Donc, le rapport sera le méme et donc la ré-estimation équiprobable (pas
de changement par rapport au départ)
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Probleme 3
Apprentissage : explications intuitives

m Effets de la topologie et de l'initialisation du modele

2. Méme une topologie non ergodique peut poser le probléme avec une
initialisation équiprobable :

B Exemple 1 : tout est équiprobable, mais départ en I'état 1

a:05
b:05

a:05
b:05

B Dans ce cas, I'apprentissage ne permettra pas de privilégier un chemin
plutét qu’un autre

B Les deux chemins garderont la méme probabilité de depart
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Probleme 3
Apprentissage : explications intuitives

m Effets de la topologie et de l'initialisation du modele
m  Exemple 2 : les transitions de 1 a 2 et de 1 a 3 ne sont pas équiprobables

a:0.5
b:05

m Dans ce cas, I'apprentissage va favoriser la transition de 1 a 2 et a terme,
la transition de 1 a 3 va disparaitre

m  Dans ce cas, il aurait été plus intéressant d’avoir un modéle plat dés le
debut
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Probleme 3
Apprentissage : explications intuitives

m  Qu'est ce qui fait qu'une transition va se trouver plus efficace
gu’'une autre ?

1.

2.

© A. Belaid

Réponse 1 :

B sa proba est déja élevée, donc la probabilité d’'un chemin passant par
cette transition sera renforcée. Comme on s’appuie sur la somme de
tous les chemins passant par la transition pour estimer son efficacité,
cette somme sera renforcée

Réponse 2 :

B |a transition est souvent empruntée : ex classique : la probabilité de
boucler sur un état. Quand on range une donnée longue dans un
modéele court, nécessairement, on va beaucoup boucler sur des états,
donc ces transitions seront empruntées beaucoup pus que les autres,
et donc seront renforcées

Réponse 3 :

B La transition fait partie de chemins qui sont déja trés probables, dans
ce cas elle sera renforcee comme faisant partie de chemins
intéressants
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Probleme 3
Apprentissage : explications intuitives

m Enresume:

- Il est intéressant de trouver une topologie adaptée a la structure
de donner afin de guider la répartition des observations dans le
modele

-~ Avoir des valeurs initiales qui soient représentatives des données
de maniére a préparer la répartition, ce qui n'est pas simple
surtout pour des structures complexes !!!
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Probleme 3
Apprentissage : par Viterbi

— Cet algorithme permet d’assurer le calcul du maximum de
vraisemblance en utilisant uniguement les chemins
(maximaux) de Viterbi :

« C’est une approche certes moins rigoureuse (hypothése de
Viterbi : «tous les autres chemins ont une probabilité nulle ou
négligeable»)

P(0|4) = P(O|4,V)

* ...mais c’est un algorithme optimal
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Probleme 3
Apprentissage : par Viterbi

Rappel P(OM’Q) = Tl * Aw),i2) * bi(l)(ol) T A (n-1),i(n) * bi(n)(on)\

i . : s .
N :nombre de passages s; puis en s, pour la sequence i

M }| : nombre d’émissions du symbole o, par s; pour la sequence i

P(Oi |Vi A) = 7Ti (1) * H(H bj (o )M}I H a;\,lik J

Sj ES O| e> Sk ES

=» La vraisemblance d’une série d’observation le long du chemin de
Viterbi est égale au produit d’autant fois de passages par les
transitions du chemin et d’observations aux états du chemin
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Probleme 3
Apprentissage : par Viterbi

g
POIANV)=T]| =" [[b;0)" J]a:

SJ ES \ 0| e Sk ES

Z

x nombre de passages s; en s, pour 'ensemble des sequences
0 nombre d’émissions du symbole o, par s;pour 'ensemble des séquences
pP. :nombre de fois ou s; est premier dans le chemin de Viterbi

Maximiser cette formule < Maximiser les 3 sous-produits

djx = bi(0)=5——
2N 2. M,
=1 i=1

=>» L’'apprentissage consiste a estimer ces facteurs en calculant le
passage par les etats et les transitions des chemins de Viterbi

7%1 :?11
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Probleme 3
Apprentissage : par Viterbi

-Choix du paramétrage initial du HMM
-Reépéter

-Initialiser les compteurs N, M;, P; a0
-Pour chaque séquence O!

-Calculer le chemin de Viterbi pour le HMM courant
-Maj des compteurs N; M; P;
-Fin pour

-Ré-estimer les parametres du HMM avec les formules
précédentes

-Jusqu’a stabilité des parametres
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Exemplel

m  Soit le modele :learn_our_method 2.m

45
A
()
.35 15
A=
X
4

© A. Belaid

(0.45 035 0.2
0.10 0.50 0.4

015 0.25 0.6
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Exemplel

m Exemple (suite)

— Considérons la suite
d’observations : pffpp

— Pour calculer P(pffpp/A) :

« on n'utilise que la
premiere partie de
Baum-Welch (forward)

e o est déterminé comme
Suit :

0{1(1)
041(2)

(}{1(3)

(12(1)

(12(2)

('h) (3)

=11'1b1(p) =0.5x1.0= 0.5,
= ﬂ'zbz(p) = 0.3x0.5 = 0.15,
= ’]T3b3(p) = 0.2x0.0 = 0.0,

=(a1(1)a11 + a1(2)a21 + a1(3)as1)bi(f)
=(0.5x0.45 + 0.15x0.1 + 0.0x0.15)x0.0
~(0.24)x0.0 = 0.0

=(a1(1)a12 + a1(2)azz + a1(3)as2)b2(f)
~(0.5%0.35 + 0.15%0.5 + 0.0x0.25)x0.5
~(0.25)%0.5 = 0.125
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Exemplel

m P(pffpp/A) = 0.0278, comme le montre la figure ci-dessous

états

(Il(i) o, @ G. (4]
1.0 .
s, | 22050 45 0000 .
0 15 015 .
05 0\ [\ 05 QYL 05 0
0.3

S — 0.15 0.0278

0 125 0.0513 '
‘ 025 04

3M$AﬁAmA-

p f f P p

P(pffpph)=0.0278
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Exem P lel - apprentissage

m  Pour déterminer le modele final, c.a.d. calculer les vraies
valeurs des parametres A, B et &, d’'aprés I'’échantillon unique,

on calcule B :
Bs(1) = 1.0 Bs5(2) = 1.0 Bs(3) = 1.0
B4(1) =0.625  B4(2) =0.350  B4(3) = 0.275
B3(1) =0.3425 [33(2) =0.150  B3(3) = 0.1375
B2(1) = 0.0538 [2(2) =0.0925 [3>(3) =0.1013
B1(1) =0.0364 [B1(2) =0.0636 B1(3) = 0.0723
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Exem P lel - apprentissage

m  Avec ces valeurs de o et f on déduit le modele ci-dessous. Le nouveau
modele est :

. . . 0.346 0.365 0.289 0.656
— Chemins « interdits »
., A 0.159 0.514 0.327 II = 0.344
(P=0) sont supprimes

R 0.377 0.259 0.364
- Parametres A, B et
7t ont évolué

- Pas de départ en 3,
contrairement a ( 1.0 0.0 )
B =

0.0

I’hypothé,se de déE)art 0.631 0.369
(ou tout état peut étre 0.0 1.0
le départ)

—  Probabilité du modeéle
tres faible
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Exem P lel - apprentissage

m  Calcul de P(pffpp/L) par I'algorithme de Viterbi

-~ Chemin maximal en gras

- Bien que la chaine pffpp ait servi a 'apprentissage

= P(Viterbi = 0.009)<P(Forward=0.0278)

états
81 ) 82 ® 83(1) 84 ®

1.0 0.0 0.0 1.0
s | 0656 :

0.009

P(pffpph)=0.009
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Exem P le1 : reconnaissance

§1(1) = m1b3(p) = 0.656x1.0 = 0.656,

§1(2) = mobo(p) = 0.344x0.631 = 0.217,

§1(3) = w3bz(p) = 0.0x0.0 = 0.0,

62(1) =1_<r—nia§<N(51(i)%'1)bl(f)
([ 61(1)a11
=maz { 61(2)agy b1 (f)
[ 61(3)a31
0.656 X 0.346
-maz T 0.217x0.159 ¢ X0.0 = 0.0 Po(1l) =1
0.0x0.377
62(2) =1_<f_nz.aSXN(51(i)az’2)bz(f)
[ 61(1)a12
=mazx T 61(2)ags bo(f)
[ 61(3)e32
0.656 X0.365
=maxz{ 0.217%0.514 X0.369 = 0.088  5(2) =1
| 0.0x0.259
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Exem P le1 : reconnaissance

§1(1) = 0.656 61(2) = 0.217 6:(3) = 0.0
§2(1) = 0.000 82(2) = 0.088 62(3) = 0.189
83(1) = 0.000 683(2) = 0.018 63(3) = 0.069
84(1) = 0.026 64(2) = 0.011 64(3) = 0.0
§5(1) = 0.009 85(2) = 0.006 65(3) = 0.0

P2(1) =1 92(2) =1 92(3) =1
P3(1) =3 ¥3(2) =3 ¥3(3) =3
Pa(1) = 3 ¥a(2) = 3 94(3) =3

Ps(1) =1 5(2) =1 95(3) =1
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Exem P le1 : reconnaissance

65(1)
g5 =maxr{ 05(2) =1
65(3)
q =vs5(1) =1
@ =t4(1) =3
@ =3(3) =3
@  =12(3) =1

On déduit de ce tableau que le chemin conduisant & P* est: 1331 1

© A. Belaid RdF Master SIC

76



Exem P le1 : reconnaissance

m Ultilisation de Viterbi sur la chaine pfppf

- Onremarque que la probabilité P(pffpp), tout en étant faible, est
plus importante que P(pfppf)

états 81 ® b , ) Xo 8 ® 85(i)

1.0 0.0 1 0 0.0

°j°ZZ for 5l S

a

A‘A 0.631 .A 0.631 A' 0.369
"v 0.0309 " 0. 0165 0.003 @) 0.007
_ ‘ 0.259¢ 30 ‘ 0.259 o 32 ‘ 0.259

0.37 . 0.37 0.37
0.0 . A 0.0 A 0.0 1.0
0.364 0 0 D
s, 0.00 0.189 0.0000 0.007

P f p P f

P(pfppfh)=0.007
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Exemplel

m Remarque
- Les exemples ont montré :

» Sila probabilité d’'un modéle est faible, son pouvoir de discrimination est
également faible

» Ceci est reflété dans les scores de reconnaissance
» Donc, pour augmenter la fiabilité de ce modele :

m — l'améliorer en itérant avec des valeurs successives de :
= ABr telque:
P(O/2)>P(0/ 1)

= ldée : améliorer la probabilité de la séquence a apprendre
sachant le modele

m Pour ce faire, on re-estime le modele afin qu'il soit plus
proche des donnees
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Exem P lel - apprentissage

m Reésultat
— Au bout de 15 itérations, on obtient le modele suivant :

0.0 0.0 1.0
A= 0212 0.788 0.0
0.0 0.515 0.485

1.0 0.0 1.0
B = 0.969 0.031 II=1| 0.0 0.788
0.0 1.0 0.0
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Exem P lel - apprentissage

— Changement de la forme du modéle : un seul candidat pour I'état
de départ du modele, I'état 1

- Modéle plus restrictif avec beaucoup d’interdictions et donc moins
de chance de commettre des erreurs

états

(11(1) az(l) aa(i)
1.0 0.0 0.0
s,| 1% 10 0.0 0.0000
1. 0.217 1. 0217 1.
0.962 0.038 0.038
S, 00, 0.0 0.{8 0.0 0.183 0.0195 0.2474
0.51 0.51 0.518
0.0 1.0 1.0 .
s,| —{000 04828 ;o YO4823, 457104824,
1 4 1 1 1 1 -t
P f f P P

P(pffpph)=0.2474

— Nette amélioration de la probabilité : 0.0278 — 0.2474
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Exem P lel - apprentissage

états

8,0 8,0 5, 8, X0
1.0 0.0 0.0
s, | 1% 10
0.969
S, 0.0 0.1847
0.0
S, 0.00
! ! l | ! >t
P f f p P
P(pffpph)=0.1847
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Exem P lel - apprentissage

m Remarque :

© A. Belaid

— Fort renforcement des scores de Viterbi, avec une nette séparation
entre la probabilité de la chaine la plus proche du modéle et I'autre

états

1.0

51(1) 52(»
1.0 0.0
1.0

63(1) 84(1) 850)
1.0 1.0 0.0
0.0000 0.1056 \ [0.0513

1.0
0.212 0.212

0.969 0.969 0.969

0.0 188 11 498782788 210 3806 0.1056

051 0.515 0515

0.0 0.0 0.0 .
J oo V0485 485 \o o o/0ass oo 0ags\T

1 | | | | >t

P f P P f

P(pfppfh)=0.1056
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Exemple2

m Modélisation du temps matin/apres-midi le week-end
- On considere 2 observations : soleil et pluie
- On considere 2 week-ends successifs : 2 séquences

— Deux jours avec matin et apres-midi : séquences de 4
observations

« MAIS : comme j'ai fait ca dimanche matin, la 2éme séquence ne
contient que 3 observations

m Les séquences
- Premier WE : samedi : soleil, pluie; dimanche : pluie, solell

—- Second WE : samedi : pluie, pluie; dimanche : soleil et
modélisation ©
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© A.

Exemple2

m Le modele
- HMM a 2 états pour les 2 jours du WE

- Modele de type gauche-droite, entrée dans le
ler éetat
— Initialisation : on initialise « aléatoirement »
les probabilités d’observation
* P1(soleil)=0.3, P1(pluie)=0.7
* P2(soleil)=0.8, P2(pluie)=0.2
- Transitions equiprobables : a,;=a;,=0.5,
a,,=1
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Exemple2

ail a'22

ARYA
@22

m Calcul des ay(i) et B,(i) pour la premiere séquence

a,(1)=0.105
a,(2)=0.03

p,1)=1  pB,(1)=055
p,(2)=08

Probabilité=0.0334125

a,(1)=0.0055125
a,(2)=0.0279

B,1)=02725  p,(1)=0.111375
B, (2)=0.032

=, )* D)+, (2)* (2 =, (1)* B, (D) + 1, (2)* 5,(2)
= U3 (1) B D)+ s (2)*133 (2) = o, (1)*134 D+ o, (2)*184 (2)

© A. Belaid
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ail a22

Exemple2 @6

m Calcul des ay(i) et B,(i) pour la deuxieme séquence

a,(1)=0.7 ,(1)=0.245  ,(1)=0.03675
a,(2)=0  «,(2)=0.07 a,(2)=0.154
g,1)=1  B,1)=055 B (1)=0.2725
'63(2):1 132(2)208 ﬂ1(2)2016

Probabilité = 0.19075
=0 (1)*131 )+ (2)*131 (2) =, (1)*ﬁ2 @) +a, (2)*182 (2)
= O3 (1)*183 (1) + (2)*133 (2)
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Apprentissage Baum-Welch
Exemple

*Re-estimation de la transition a,,

-Contribution de la premiere sequence : tous les chemins passant par a,,
*Tous les chemins allant de 1’état 1 vers 1’¢état 2
« a, (i) : tous les chemins arrivant 4 I’état i 4 I’instant t
* 3. (j): tous les chemins partant de I’état j a I’instant t
-tous les chemins passant par a,,entre tet t+1 : ¢, (1)*a, *b,,,(2)* 5..(2)
t=3

«tous les chemins passant par a,,: Y ¢, (1)*a,,*b,,;(2)* 5,,(3) =0.0279

t=1

-On fait pareil pour @, ,: on obtient 0,0543375

«On normalise les 2 valeurs en divisant par la proba de la sequence 1 : 0,0334125
-On obtient respectivement 0,83501684 pour a, , et 1,62626263 pour d, 4
«La contribution de la premiére séguence au numérateur pour a, ,est 0,83501684,
et au dénominateur 0,83501684 + 1,62626263 = 2,46127946
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Apprentissage Baum-Welch
Exemple

*Re-estimation de la transition a,,

-Contribution de la deuxiéme sequence : tous les chemins passant par a,,
tous les chemins passant par a, ,entre t et t+1 : & (1)*a,,*0,,,(2)* 5,,,(2)
t=2

»tous les chemins passant par a,,: >« (1)*a,,*b,,,(2)* A,,(3) =0.154

t=1

-On fait pareil pour @, ,: on obtient 0,1715

«On normalise les 2 valeurs en divisant par la proba de la sequence 2 : 0,19075
-On obtient respectivement 0,80733945 pour d, , et 0,89908257 pour d, 4

-La contribution de la deuxiéme séquence au numerateur pour d, ,est 0,80733945,

et au dénominateur 0,80733945 + 0,89908257 = 1,70642202
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Apprentissage Baum-Welch
Exemple

*Rappel : la ré-estimation, c’est :
«Somme de toutes les contributions au numérateur pour tous les
echantillons
«Somme de toutes les contributions au dénominateur pour tous les
echantillons
La nouvelle probabilite est le rapport des deux valeurs

*Dans notre cas
«Somme numérateur = 0,83501684 + 0,80733945 = 1,6423563
«Somme dénominateur = 2,46127946 + 1,70642202 = 4,1677015
L a nouvelle probabilité de a,, est donc : 1,6423563 / 4,1677015 =
0,394067641
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Apprentissage Baum-Welch
Exemple

La probabilité a baisse, et cela s’explique logiquement par les s€quences et
les probabilités initiales d’observation :

Premiere séquence : soleil, pluie, pluie, soleil; 2¢me séquence : pluig, pluie,
soleil

R(soleil)=0.3,R(pluie)=0.7 P, (soleil) =0.8, P,(pluie) =0.2

Le premier état favorise la pluie, et le second le soleil. Or les 2 sequences
favorisent le premier état puisque la pluie incite a rester dans le premier
etat. Il devient donc logiquement moins probable de passer dans le second
etat. Le calcul de la nouvelle probabilité de transition a;; montrera que
celle-ci, au contraire, augmente ©
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Exemple Matlab

http://www.npt.nuwc.navy.mil/Csf/htmidoc/pdf/node37.html

m http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchang
e/loadFile.do?objectld=1341




