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o TP5 : Résolution de I'équation des ondes
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FACTORISATION D'UNE MATRICE TRIDIAGONALE

Question 1 :

Ci-dessous un extrait de code qui montre la factorisation LU :
if (ityp.eq.l1l) then !factorisation LU
do i=2,n
1(i)=1(i)/d(i-1) !'formule de facto pour le vecteur 1 (on utilise les
mémes tableaux)
d(i)=d(i)-1(i)*s(i-1) !formule de factorisation pour le vecteur d
I 1le vecteur s reste inchangé, donc il n'y a pas besoin de le
modifier
end do
end if

L'écriture de la matrice A en trois vecteurs nous permet d'épargner
beaucoup d'espace meémoire. Lors de la factorisation LU on n'a pas besoin
de réserver plus d'espace mémoire puisqu'on peut écraser les données de la
matrice A par celles des matrices L et U. Il faut juste faire attention a
calculer d'abord 'l' et puis 'd'.

Ci-dessous des calculs de la factorisation LU par notre programme et
par Scilab pour n=3.

Notre programme Scilab
Matrice A: A =
low diag sup 3.-0.5 0.
3.000 | -0.500 ] é‘ ] ‘1“ ' g >
-1.000 4.000 -0.500 — '
_1.000 | 5.000 SR UEE
3. -0.5 0.
Apres factolu avec ityp=1 8 3'8(3)33333 4;5(3)6595652
low diag sup [ = ' '
3.000 | -0.500 1. 0. 0.
-0.333 3.833  |-0.500 -0.3333333 1. 0.
-0.260 4.369 0. - 0.2608696 1.

On constate qu'on trouve les mémes résultats.
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Question 2 :

Pour vérifier si le programme est juste on peut l'exécuter en le testant
avec une matrice A de notre choix et une fonction quelconque qui nous
donnera la valeur exacte du vecteur x. On calcule alors le vecteur b, en
faisant le produit Ax. Il nous faut alors lancer le programme avec la
matrice A et le vecteur b calculé¢ (a la fin on cherche a avoir dans un
nouveau vecteur xapprox des valeurs approchées a celles qu'on avait
calculées en x).

Il faudra alors lancer le programme d'abord avec ityp=1 pour
effectuer la factorisation de A sous forme LU, puis avec ityp=2 qui calcule
par les algorithmes de remontée et descente le résultat.

On comparera alors le résultat obtenu, qui est stocké dans le vecteur
X passé et la solution exacte qui était donnée par la fonction du départ.
Pour cela on peut écrire dans un fichier x,=i*dx avec dx le pas de
déplacement (donc la longueur de l'intervalle sur le nombre de divisions de
l'intervalle) et le résultat trouvé a ce point la. On peut stocker dans un autre
fichier la méme chose sauf qu'avec la fonction exacte au lieu de la solution
trouvée. On peut alors afficher les courbes grace aux points dans les
fichiers.

Voici un exemple de courbe obtenue avec n=40 et d=0.1:

1800 —
resu
'resud’

1600 }
/
1400 | e -

1200 | L -
1000 | L -
goo b e 4
oo | S .
400 b e -

200 b e .
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APPLICATION : PROBLEME DE LAPLACE EN
DIMENSION 1

Données du probléeme :

et x€ JO,LJ

Question 1 :

Discrétisation :

x,= 0
,NEN et donc { x,=(i—1)XAx . De méme pour le
xy= L

Ax=
Posons X N1

temps : At:%,pélN et t,=nxAt .

. L Ao , . el .
S1 on note hzm , grace a un développement limité, on peut estimer

u(x,+h) :
h? h’ h* 4
u(xi+h):u(xi)+hu'(xi)+2—u"(xi)+6—u( )(xi)+ﬁu( )(El)
| h? B B
u(Xi_h):u(Xi>_hu (Xi)+2_u (Xi>_6_u(3)(xi)+2_4u(4)(§2)

En additionnant les 2 équations trouve€es, on trouve une approximation
pour u"(x), on obtient :

h? B s A
u(xi—l—h)—l-u(xi—h):u(xi)-l-hu’(xl.)—i-?u”(xi)—l-gu (xl.)—i-ﬁu (€,)
h’ " n
+u(xi)_hu’(xi)+7u"(xi)_gu(s)(xi)+ﬁu(4)(52)
h3
(3)

2 4
u(xi+h)+u(xi—h)=u(xi)+lm—'6¢)+%u"(xi)+?u_(_x79+%u(4)(§1)
h? h’ h
-l-u(xi)—hu—'(—xT)-I-—zu ’ '(xi)—:6uﬂ(—,\;l—)+ﬁu(4)(§2)
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u(x,+h)+u(x,—h)=2xu(x,)+h’u""(x,)+0(h?)
Et finalement en 1solant u", on a :

u(x,+h)+u(x,—h)—2*u(x,)
h2

(1) u''(x,)=

avec une erreur d'ordre O (h*) qui tend vers 0 quand h tend vers 0.
X, =X;th
. On

1

D'aprés la définition des x;,i=0.. N on remarque que

peut alors remplacer la formule (1) par :

u(x,, )+u(x,_,)—2*u(x,)

(2) u”(xi): 12

On observe donc qu'on a une formule récursive.

Or, on sait que u(0)=u(xy)=0 et u(L)=u(x,)=0 | on peut alors traduire
I'équation (2) par le systéme lin€aire suivant (écrit sous forme de systéme
matriciel), en prenant comme notation u,=u(x;)

2 1 0 ... ... 0 |lwu f(x))

-1 2 -1 0 0 || u, f(x,

0o -1 2 -1 0 B

0 0 0 |

0 0 -1 2 = 1 luy f(qu)

0 0 -1 20 4, f(xy)
Remarque :

On rappelle que les hypotheses initiales nous donnent -u"(x)=f(x). On
peut donc changer les signes de la formule et remplacer le membre de
gauche par (x).
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Question 2 :

On retrouve alors un probléme sous la forme Ax=b et on peut utiliser
le probleme écrit en 1.

En prenant une fonction u(x)=sin(m* p*x)*xexp(—A*x) on peut
calculer la dérivée seconde manuellement, on peut alors vérifier si les
résultats trouvés par notre algorithme sont justes.

Voici un extrait du programme qui nous permet de tester les résultats :

pi=4.d0*atan(1.d@) !calcul de pi
p=3 !on met une valeur quelconque pour p
dx=1.d0/(n+1) !on définit le 'pas'
lon définit la matrice A qui est tridiagonale
do i=1,n
d(i)=2.d0 'on définit le vecteur diagonales
end do
do i=2,n
1(i)=-1.d0@!inférieur
end do
do i=1,n-1
s(i)=-1.d0@'et supérieur
end do

p4=4.d0*p*pi !pour faire moins longue et plus claire 1'écriture de f

do i=1,n !'on a manuellement calculé -u''=f et on le garde dans la variable f
xi=1*dx !on calcule xi=i*delta
x1=1.d0+xi !variable
pp=2.d0*p*pi*xi!variable
f(1)=(p4*p*pi*sin(pp)*Log(x1)-p4*cos(pp)/x1+sin(pp)/x1**2)*dx**2 Iformule,

f=-u""*dxA2

end do

call factolu(n,d,1,s,x(1),f,1) !facto LU

call factolu(n,d,1,s,x(1),f,2) !calcul de x

On écrit alors dans un fichier les résultats trouvés (manuellement et par le
programme) :

open(l,file="resu3"') !création de un fichier appelé en machine 'resu3' et dans
le programme '1'
do i=1,n
write(l,*) i*dx,x(i) !i*dx=x1, x2, x3,..., et on écrit le résultat
approché f(xi)
end do
write(1,*) !retour a la ligne



do i=1,n
X1=1*dx
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write(l,*) i*dx,xexact(xi) !Idem qu'avant mais on écrit le résultat exact

end do

close (1) 'on a ecrit a chaque fois xi et le résultat calculé et le résultat

exacte pour pouvoir dessiner la courbe grdce a gnuplot.

On obtient les courbes :

n=10

n=40

0,6

‘resud’

1 o4

0.2

4 -0z

-0.4

-0,8

-0.8

'resud’

0.6

0,8 0.7 0.8 0.9

n=100

0.4 F

0.2k

0.2 F

'resu3’

0.1 0,2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.9

On remarque que plus n est grand, plus le résultat est précis, ce qui est
logique car n représente dans ce cas le nombre de points ou on ¢étudie la
fonction.
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Question 3 :

On peut se demander alors quelle est I'erreur pour chacun de ses n.
Pour cela on peut créer une fonction qui calcule le maximum de l'erreur a
chaque point. Ce qui donne la fonction :

function erreur (x, dx, n)
Ix est un tableau contenant les valeurs approchées, dx est le pas et n le nombre
de points.

implicit none

integer::i,n

real*8::dx,erreur,xexact !xexact est une fonction qui calcule la valeur
exacte de x

real*8,dimension(l:n)::x

erreur=abs(x(1)-xexact(dx)) !On commence par calculer 1'erreur au premier

point
do i=2,n
if (erreur.lt.abs(x(i)-xexact(i*dx))) then !si on trouve un erreur plus
grand. ..
erreur=abs(x(i)-xexact(i*dx)) !on garde cette nouvelle valeur
end if
end do

end function erreur

Cette fois-ci on s'intéresse a €tudier les erreurs par rapport a n, n sera
donc une variable et non parametre. Il faut alors définir les vecteurs
comme louables et faire une boucle qui fera varier n.

On obtient alors le programme suivant :

program test
implicit none
real*8,dimension(:),allocatable::d,f,x,1,s !0On ne connait pas encore n
integer::i,p,n
real*8::dx,sup,erreur

open(l,file="erreur') !création d'un fichier appelé 'erreur'
do n=10,100 'on va prendre n entre 10 et 100
allocate(d(1l:n),f(1:n),x(1:n)) !maintenant que n est défini on peut
dllouer les vecteurs
allocate(l(2:n))
allocate(s(1l:n-1))
ldefinition de A
d(1)=2.do
do i=2,n-1
d(i)=2.d0 'on definit diag
1(i)=-1.d0!1ow
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s(i)=-1.d@'et supp
end do
d(n)=2.d0
1(n)=-1.d0
dx=1.d0/(n+1) !on defini le 'pas'

call xapprox(f,dx,n) !fonction qui met les valeurs approchées dans f
call factolu(n,d,1,s,x(1),f,1) !facto LU
call factolu(n,d,1l,s,x(1),f,2) !'calcul de x

sup=erreur (x(1), dx, n) 'on calcul 1'erreur max pour n
write (1,*) log(dx),log(sup) !on écrit dans le fichier
deallocate(d,f,x,1,s) 'on n'a plus besoin des vecteurs
end do l!on a fini
close (1) !
end program test

Affichage de la courbe donnée par les points en 'erreur’ :

‘grreur ———

2.5 F -

-4 }F E

-4,5 F -

On obtient approximativement une droite ce qui veut dire que l'erreur
dépend proportionnellement de n, et plus n est grand plus 1'erreur diminue.

Question 4 :
Probléme mixte de Dirichlet-Neumann :

—u""(x)=f(x)

u'(0)=u(L)= 0

On remarque que le changement par rapport au probléme précédent est :
u'(0)=0 , ce quidonne: u(0)=C,CE€N,constante .

On n'a pas alors le méme systeme linéaire que précédemment. Notamment

ona u;=2u,—u,—u, , la matrice A alors est trop petite et ne doit plus €tre

Les nouvelles hypotheses sont : et xe ]O,L[.

8
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de taille N mais de taille N+1, de méme pour les x et b. On obtient alors un
nouveau systeme :

1 0 0 0 || o | [f(x))=C
-1 2 -1 0 .. 0 || u f(x))
o -1 2 -1 0 0 u, f(x,)

o 0 -1 2 -1 0 =

0 0 o ||l

0 0 -1 2 -1 Uy _ f(xzv—1)
0 0 =1 27, S xy)

qui équivaut a Ax=5 . Or la matrice A est tridiagonale est donc on peut
effectuer les mémes études que sur A.

Concretement dans notre programme on a quelques changements a
faire dii au rajout d'une colonne et une ligne 'au début' de la matrice. Pour
simplifier les changements, a faire on peut dire qu'on a ajouté la colonne et
la ligne d'indice 0.

On a alors :
real*8,dimension(@:n)::d,f,x
real*8,dimension(1l:n)::1
real*8,dimension(@:n-1)::s

Ce changement est a faire dans le programme principal, mais aussi dans la
fonction 'factolu'. On a aussi une nouvelle définition de A :

d(0)=1.d0o

s(0)=0.d0o

do i=1,n-1
d(i)=2.d0 !on definit diag
1(i)=-1.d0!1low
s(i)=-1.d0@'et supp

end do

d(n)=2.d0o

1(n)=-1.d0

Pour tester si cette nouvelle marche ou pas il suffit de prendre une fonction
telle que C=0. Et on doit trouver la méme solution que précédemment.
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RESOLUTION NUMERIQUE DE L'EQUATION DE LA

CHALEUR
Données du probléeme :
u,(x,t)-u,(x,t)=0 (1) :
u(x,0)= uy(x) (2) avec tL>O o ©t u,y(x)= ISIX.EB’S] .
u (0,)=u(L,)=0 (3) >X> 0 sinon

Question 1 et 2 :

Cherchons une solution particulicre de (1) :
M¢éthode de séparation des variables :

Cherchons u sous la forme u(x,t)=f(t)g(x) .

u (x,t)=1'(t)g(x)

On a alors L
uxx(Xﬂt)_f(t)g (X)

En remplagant ces valeurs dans I'équation (1) on a :

Frrg(x)=f(t)xg ()l D" W _ 0 cepg

f(t)  g(x)
(=0t ) _ o _0f _~ o 0f_
or f (t)—at et donc 0 =C 6t*f(t)_c 7 = A% 0t

o f%:fA*@t e In(f)=Cx*t+C,

Ce qui impose :
|fl=exp(=Cxt+C,) = f(t)= K*exp(Cx*t), C<0
De méme
g''(x) =Cxg(x)
g(x) = Axcos(VC*x) + p*sin(vC*x)

Et en appliquant les conditions initiales de (3), on a :
g'(0)=g'(L)=0 .
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Or g'(x)=—vCAsin(vCx)+ uv/Ccos(+/Cx) , donc :

g (0)=uJC=0 - u=0 et g'(L)=—Cxlambdaxsin(/CL)=0

k2* 2
onaalors: VCL=kxm,k€Z ,on peutconclure que C= LG

On a trouvé une famille de solutions :

— k1t ktmtx
>—)cos ( 7

)

u,(x,1) = exp(

Posons alors :

L([0,L)) = {u:[0,L]-R, [u* <+

C'est un espace de Hilbert, un espace fermé complet donc normé.
ITTX

Posons v,=cos( 7 ) .
Calculons :
L kTrx [t x
(v, v)) x{ cos( 7 )cos(L ) dx
1 - (k+1)Tx (k—1)Trx
(v,,v,)= =3 I oS T)-FCOS(T)]CZX

On peut alors distinguer 3 cas :

a) k=1=0
1 L
(vo,ve) == J 1#dx =1L
2x:0
b) k=1#0
L
(Vk:"l)zj
c) k#l
(vi,vl)=0

On remarque donc que (v;),cn est une base orthogonale de L2([0,L]) .
On peut alors décomposer n'importe quel élément de L*([0,L]) sur cette
base.

_ 1 I
Posons ek(x)_m*v" , or d'apres calculs : [voll=VL et ||vk‘|:\/; :
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Soit
wo(x,t)= L
JL
w, (x t)—\/zex LS tcos Kn X
k b - L p L2 L
+ o0
On sait que u(x,t)= Y é*w, (x,t) , ce qui nos donne pourt=0:
k=0
o
(x,0 :Z x)=u, car wi(x,0)=e,(x) .

On a alors, si k£#0

L

¢e=uy, ek):f uy(x)e, (x)dx

0

L 5
! )cos ( anx)dx —gcos anx)dx [ﬁsm(knx)]

3

L kTt kT 8 .3
kn[sm(ST)—smBT)] kﬂ[sm(gkn)—sm(gkn)],

Finalement on retrouve, en prenant les notations de 1'énoncé :

\ﬁck ﬁ =2l (sin (2 km)—sin (Shm)) =

1 > - k4Tr(sm(§kTr)—sin(%kTr))

s1i k=0 :

L

. _ _ 1 _
Co—(”o’eo)—f ”o(x)eo<x)dx—\/z.£“o(x)dx =

0

dx

W —
=l

1
VL

ce qui donne :
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En résumé on a :

&v

22

ck:G(sin(g—kn)—sin (:;—krr))

Question 3 :
Sans calcul, la limite de u(x,#) quand ¢ tend vers I'infini est 0.
Question 4 :

Posons

dy 2% —k Tt km o dy 2%
u(x,t) = L+Lk:1dkexp( >—)cos 7 x)= L+Lk:12\k(x,t)
Orsit>0:
r kTt
|d0| <L et |dk|<f|u0(x)| cos(Tx) dx < L
0

Avec cette majoration des coefficients d, on peut alors majorer la
fonction A, définie auparavant.

— It

A (x,2) <e o Wxelo,L]

—k*m’t

L

= sup A (x,7)|<e
x€[0,L]
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— ik’

Or Z e L estune séric absolument convergente (quand t > 0) . Donc

on peut dire alors que > A,(x,¢) est normalement convergente pour t
k=1

fixé. Ce qui donne finalement :

N
> A (x,1)>A(x,t) uniformément pour x€[0,L] .
k=1

Donc la série est uniformément convergente sur [0, L].

Question 5 :
Prolongeons par parité sur [-L, 0], puis par périodicité¢ sur R la fonction
u(x,t) . La série u(x,t) est alors une sériec de Fourier. On peut alors

appliquer le théoreme de Dirichlet, annoncé ci-dessous :

Théoréme de Dirichlet :

Soit u une application K-périodique, dérivable par morceaux sur [0, K].
Pour tout x,€R | la serie de Fourier de u converge et a pour somme :
« u(Xo) st X est un point de continuité de u.

I .. 1,. : : : C
o —lim u(x)+=lim u(x) sixoestun point de discontinuité de u.

X—>Xx, X=X,
Appliquons ce théoreme a cet exercice :

On a alors

lim u(x,t):l lim u(x,z‘)—l—l lim u(x,t) © limu(x,t)= l(uo(er)—l-uO(x'))
t—0" 2 x—Xx, 2. x; t—0" 2
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Question 6 :

Nouvelles données :

N
u' = Z c;exp(
i=0

_L;T t)cos(%x)

Grace aux valeurs calculées précédemment de c¢; , on peut calculer
facilement uy .

Voici le programme nécessaire pour cela :

program sucre

implicit none

integer::k,i, M=100

integer,parameter: :nmax=100

real*8,dimension(@:nmax+1)::u

real*8::L=8.d0, dx, t=0.01d0, pi, dk, dl, do

! si t->x alors u(x,t) tend vers 1/4 car le niveau de sucre va se repartire
equitativement sur [0,8]

dx=L/(nmax+1) !pas sur l'axe des x = longueur de 1'intervalle / nombre de
points

pi=4.d0*atan(1.d®) !calcul de pi

d0=2.d0 !initialisation de do

u=d@/L !initialisation de u, donc u=u@

do k=1,M !'nombre de fois qu'on somme
dk=L/k/pi*sin(5*k*pi/L)-L/k/pi*sin(3*k*pi/L) !definition de dk
do i=0,(nmax+1) !boucle sur le nombre de points

u(i)=u(i)+da/L*dk*exp(-k*k*pi*pi*t/L/L)*cos(k*pi*i*dx/L) !on definit
la somme

end do

end do

open(l, file="sucre')
do 1=0,nmax+1
write(1,*) i*dx,u(i)
end do
close(l)
end program
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Etudions les résultats pour différentes valeurs de t :

Pour nmax=M=100 :

1.2 T
t=0,01 ——
t=0,1
k=1 —
t=5
1}k t=10
0.8 F
0.6 F

On remarque que plus t est grand plus la fonction « s'aplatit». Dans
I'analogie d'un cube de sucre dans une tasse de café, les courbes
représentent la concentration de sucre aux différents endroits de la tasse.
Donc ¢a semble évident que plus le temps passe, plus le sucre ce dissout
dans le café. Aprés un moment le sucre ce dissout complétement et la
concentration en sucre est la méme a tout endroit.

De méme plus t est petit plus la fonction est proche de uy(x) tant que t
soit dans le domaine de stabilité. Voici des exemples quand t est « trop »
petit :
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1.2

£=0, 00005 ——
£=01, 0003
=0, 0001 ——
t=0,001
1k At A t=01,01 -
X1 | | ]
|
0,6 F | -
| |
0.4 F -
| |
0,2 F | | -
|:| ......................... AV.'\. A\-"ﬁ\fﬂ"u‘ﬁ hln'"-\. ﬂv.ﬂ. Avn __________________________
] 1 2 3 4 5 E 7 ]

C'est le phénomene de Gibbs.

Remarque :

Faire varier nmax fait incrémenter le nombre de points ce qui donne des
courbes précises a chaque intervalle et faire varier M donne plus de

précision pour chaque point.

Question 7 :

Résolution du probléme par la méthode des différences finies :

Ax=
Posons  Ax=——

On peut faire de méme avec t :

etdonc x,=(i—1)Ax avec x,=0 et x,=L

a=L t,=iAt, t,=0 et t,=T .

P
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On peut alors poser: u, = u(x,,t,) .

D'apres le TP1 on obtient :

n
i+1

—2u, +u, +u
Ax’

2
0" u;

ox>

D'apres le systéme (1) on a alors :

2 1
ou;, 0 u,

n—

n

u;

et de méme

n__ n—1
U, —Uu;

Y,

ou’

1

n

n n
— Ut 2u —uy, 0

ot ox> At

Ax®

Que se passe-t-il dans les bornes de l'intervalle ?

D'apres le systéme (1), on sait que :

Or

Gu

0,z.)=0
0x o)

n n
On peut remplacer alors u, par u, .
En suivant le méme raisonnement on peut remplacer u, par u,_, .

On trouve alors s11=1 :

n n n n n n n n
2 - 2 — 2
Ax Ax Ax
de méme si 1=N
n n n n n
—u 22U Uy Uy Uy
2 2
Ax Ax
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Introduisons la matrice A et le vecteur U”" :

1 -1 0 ... ... 0 u'
—01 21 —21 o1 - 0 !
4= 10 0 o0l et YT
0 0o -1 2 -1
0 0 -1 1 W

On obtient alors le systeme :

u'—-u"! 1 "
+ AU =0
At Ax’?
Finalement : A
t n n—1
(I+—=A)U"=U
Ax

On peut alors faire le méme travaille que pour le TP précédent mais
avec une différente matrice.

On note que cette matrice est creuse, on peut donc €viter d'écrire la
matrice dans un tableau a 2 dimension et on peut €crire la matrice M, sur 3
vecteurs représentant les diagonales.

La matrice est définie en fortran90 comme 1l suit :

ldefinition de la matrice de récurrence (I+dt/dxA2*A)
s(1)=-1*dt/dx/dx
d(1)=1*dt/dx/dx+1
do i=2,nmax-1
d(i)=2*dt/dx/dx+1
1(i)=-1*dt/dx/dx
s(i)=-1*dt/dx/dx
end do
1(nmax)=-1*dt/dx/dx
d(nmax)=1*dt/dx/dx+1

On peut créer une fonction u0 qui nous donnera les valeurs de u,
dans x donné. De plus, on a déja écrit la fonction factolu qui nous aidera a
trouver le terme suivant si on passe la matrice M comme définie ci-dessus.

10
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Or, dans ce probléme on cherche U” et on connait que U°’
L'algorithme précédent nous permet d'obtenir U'*' gricea U’ , donc on
va devoir itérer N fois l'algorithme pour trouver U”

Voici le programme qui nous permettra d'obtenir le résultat :

call factolu(nmax,d, 1, s, V, U, 1) 'on appelle une premiére fois factolu
pour factoriser la matrice

n=0 !compteur
do while (n*dt.le.tmax) !tant que ne soit pas arrivé a t_n
call factoluCnmax,d, 1, s, V, U, 2) 'on fait trouve le resultat et on le
stocke dans V
U=V let notre vecteur U pour 1la prochaine iteration sera le resultat
trouvé a cette étape
n=n+1 !on incrémente le compteur
end do

Graphes obtenus en affichant le dernier résultat stocké en u par rapport aux
x(1) , pour nmax=100

1

tmax=0,001
tmax=0,01
tmax=0,1
tmax=0,25
tmax=0,5
tmax=0,8

11
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0-schéma :

Le probléme devient :

(7.1) (I—i—@AAtZA)U”:(I—(l—Q) At2

X Ax

A)Unfl

On doit alors créer une deuxiéme matrice (en fortran90, 3 vecteurs) pour
pouvoir définir les deux nouvelles matrices, on peut écrire alors :

sa(1)=(1.do-teta)*dt/dx/dx
s(1)=-dt/dx/dx*teta
da(1)=1.d0-(1.d0-teta)*dt/dx/dx
d(1)=dt/dx/dx*teta+1.d0
do 1i=2,nmax-1
da(i)=1.d0-2*(1.d0-teta)*dt/dx/dx
la(i)=C1.d0-teta)*dt/dx/dx
sa(i)=(1.d0-teta)*dt/dx/dx
d(i)=2*dt/dx/dx*teta+1.d0
1(i)=-1*dt/dx/dx*teta
s(1)=-1*dt/dx/dx*teta
end do
la(nmax)=1*(1.d0-teta)*dt/dx/dx
da(nmax)=1.d0-1*(1.d0-teta)*dt/dx/dx
1(nmax)=-1*dt/dx/dx*teta
d(nmax)=1*dt/dx/dx*teta+1.d0

Les vecteurs d, 1, s définissent la matrice a gauche et les vecteurs da, Ia, sa,
la matrice de droite.

Un dernier changement est a faire dans la boucle :
n=0
do while (n*dt.lt.tmax)
lon doit multiplier le vecteur U par la matrice definies par da, la, sa.
Up(1)=UCL)*da(1)+sa(1)*U(2)
do i=2,nmax-1
Up(1)=la(id*u(i-1)+daid)*u(id)+saCi)*u(i+1)
end do
Up(nmax)=1a(nmax)*u(nmax-1)+da(nmax)*u(nmax)

call factolu(nmax,d, 1, s, V, U, 2)
U=v
n=n+1

end do

12
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On remarque que si  0=1 on obtient les mémes reésultats que
précédemment.

Question 8 :
On peut €crire le probleme (7.1) sous la forme :

At
Ax®

avec K=(I+604)"(I-6(1-0)4) et 6=

On sait que A est une matrice symétrique, A multipliée par un
coefficient reste symeétrique et finalement plus ou moins la matrice la
matrice Identité, ¢a reste une matrice symeétrique.

Or, I'inverse d'une matrice symétrique est une matrice symetrique, et de
méme le produit de deux matrices symétriques est une matrice symeétrique.
Donc K est symétrique.

Ce qui donne :

1K, = p(K) = max|u,

avec p lerayon spectrale de K et les u; valeurs propres de K.

Or, les valeurs propres de K sont :

C1-6(1-0)a,
B~ " isea

avec A; valeurs propres de A, qu'on connait :

I7T
A, = 4sin’(—
= 4sin’(51)

13



Calcul Scientifique TP2 — Equation de la chaleur

Or, on a le théoréme suivant :

Théoréme §.2 :

Le schéma

W =Au"+ A"
est stable si A est une matrice symétrique et p(4) son rayon spectral tel

p(d)<1 .

On est dans les hypothéses du théoréme (la matrice dite A du théoréme
est notre matrice K, et le vecteur b est nul), on peut alors 1'appliquer.
Pour que le schéma soit stable il nous suffit donc de trouver la condition
telle que:

p(K)<1
1-6(1-0)A,
< max <1
i 1+60A,
Or
max |A,| = max 4sin2(%)‘ =4

Ce qui donne :
p(K)<1 & 25§(1-20)<1
Or

o<9<% & 1>1-20>0 25> 25(1-20)>0

On obtient une condition unique :

26 <1
2
©6<l© At <l @AtsAx
2 Ax> 2 2
1 2
Si O<9<5 le schéma est stable pour Ar <

14
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" | , ,
De méme si > < 0 <1 on peut démontrer que le schéma est stable.

On rappelle que le théoreme 8.2 est toujours applicable est dans ce cas on
a l'inéquation suivante :

p(K)<1 < 25(1-20)<1
Or

|

S<0<1 e 021-20>1 o 0> 25(1-20)> 26

e 1>0=p(K)

Si < 0 <1 leschéma est inconditionnellement stable.

1
2

Question 9 :

2
Prenons 0=

3 et comparons les résultats obtenus en 6 et en 7 :

dt=0.1 et nmax=1000 dt=0.1 et nmax=100

Conparation des solutions des questions B et 7 avec nnap=1000 et dt=0,1 Comparation des solutions des gquestions B et 7 avec rmax=100 et dt=0,1

Differences Finies —— - Differences Finies —
theta schena theta schema
0.9 1 0.9

0.8 1 0.8
0.7 1 0.7
0,8 1 0.8
0.8 | § 1 0.5
0.4 1 0.4
0.3 1 0.3
0,2 1 0.2

01 1 a1

15
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dt=0.1 et nmax=50

Comparation des solutions des questions B et 7 avec nmax=50 et dt=0.1

[ ! ! i i ! Differences Finies ]
theta schema
|
|
| o8 1
|
0.6 ]
0.4 1
|
|
|
0,2 ]
0 ]
|
0o 1 2 3 4 a 6 7 8

dt=0.01 et nmax=100 dt=0.01 et nmax=1000

Comparation des solutions des questions B et 7 avec rmax=100 et dt=0,01 Comparation des solutions des questions B et 7 avec nmax=1000 et dt=0,01
’ j j ) Differences Finies — ] 1 ’ ’ ’ ) j Differences Finies — ]
. Y theta schema theta schema
| I‘ 1 0.8 b
I
|
1 GE 1
| [
|
1 0.4 1
1 0.2 1
. _ _ |
1 2 3 4 5 B 7 { 0 1 2 3 4 5 B 7 B

dt=0.01 et nmax=50

Comparation des soluticns des questions 6 et 7 avec nmax=50 et dt=0,01

. i i i T i Differences Finies ]
P e, theta schema
0.8 b K \ 1
| b
| |
|
0.6 b g
0.4 b g
oz b ]
o} ]
o 1 2 E o4 5 6 7 8

16



0.8

0.6

0.4

0.2

dt=1 et nmax=1000

Comparation des solutions des questionz B et 7 avec nmax=1000 et dt=1

theta schema

T T
Differences Finies ——

Calcul Scientifique TP2 — Equation de la chaleur

{ 0.8

{ 0B

{1 0.4

4 0z

dt=1 et nmax=100

Comparation des solutions des questions B et 7 avec nmax=100 et dt=1

theta schema

T T
Differences Finies —— |

17
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RESOLUTION DE L'EQUATION DE TRANSPORT

Données du probléeme :

O,u+co u=0,x€]0,L[ (0.1)

u(0,¢)=¢ ', t€]0,T[ (0.2)
u(x,0)=0,x€]0,L] (0.3)

Question 1 :

x (1)

t
La courbe y dansleplan (x,z) le long de laquelle les solutions de (0.1)
sont constantes. De plus la courbe passe par les points  (x ) .

Notons (—y(t) =

ou x(¢) estla solution de 1'équation (0.1).

Or, s1 k est une constante,

u(x(t),t)=k o %u(x(t),t) =0 —(x(¢),)x"(t)+—(x(t),t) =0

Si x'(t) =c alors y estla caractéristique de la solution du probléme.

Et dans ce cas
x(t) =ct + x,

u(ct+x,t) =k =u(cx0+x,0) = u(x,0) = uy(x,)

Les courbes caractéristiques sont des droites paralleles de pente 1/c dans le
plan (x,t).
Or x=t+x,o x,=x—ct

9

La solution de I'équation de transport est donc :

u(x,t) =uy(x—ct) (1.1)
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Question 2 :

Pour la discrétisation du probleme posons : Ax = % , le pas en espace,
At le pas en temps, x;=iAx le maillage en espace et ¢,=nAt le

maillage en temps, finalement notons u~u(x,,¢t,) .

Par des développements limités d'ordre 3 on a :

0 Ax? o 3
u(xiﬂ,tn):u(xi,tn)—I—Axa—u(xl.,tn)—I— 5 —u(x;,t,)+0(Ax") (2.1)
X 0x

Ax? a2
u(xi_l,tn):u(xi,tn)—Axaiu(xi,tn)-I— Y 0 (x, 1)+ 0(AY)  (2.2)
X 2 Ox

Ces deux é€quations donnent trois facons différentes d'approcher la
solution.

On nous demande sur cette question celle qui nous donne le schéma

decentre, en plus on sait que c est positive alors on a, pour i = 2,..., nmax :
u(x.,t )_u<x'—1’t ) ou
1 n 1 n — .’t + 0 A .
o o (x,1,)+ 0(Ax) (23)
et finalement
n+1 n n n
u. —u. u.—u.
L M (2.4)
At Ax
Pour i=1
Wy —u ui-glt,)
+c =0 (2.5)
At Ax

On peut écrire I'équation (2.4) en utilisant les notations introduites au
debut de la question 2, de la maniere suivante :

At

n+1 n n n
Uu. = —Cc——\u;, —u. +u;
i 1 ( i 1—1) i
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At
Un+1: Un_ _AUn+Gn )
= c (2.6)

At

1 c——glt,)
| | Ax
avec 4 = et G = 0
—1 1
0

Question 3 :

Montrons la stabilité du schéma dans 1.2

Définissons d'abord la norme suivante :

+ o0

||un||[2(z) = Z

i=—o

n2
i

u

avec cette norme on a alors la condition nécessaire de convergence
suivante:
Y < |Ju”|| (1= stabilité)

Soit la fonction #"(%),£€[0,1] , considérons alors les ' comme les
coefficients de la série de Fourrier de cette fonction.
On a alors

Ou ” est l'isomorphisme de  7*(Z)—L*([0,1]) et (u,),.,€*(Z) .

On obtient alors 1'égalité de Parseval :

2 i" (£)0g

J

|

un2
J
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Soit Ty I'opérateur de décalage de k, tel que :
(Tku)j —U;
Ce qui donne :

(Tu)" (€)= Z (Tyu),e™™*

2 k)€ 2imk
_Zu i (j— § iTkE

en faisant un changement de variable j'=j-k (puis j=}')

(T ME) = (3 i)

J

A 217Tk
(T u) (€)= d(E)e” ™" (3.1)
En notant «"=(u),., , on peut écrire le schéma décentré de la forme
suivante :
oy ! Iyt =T ("
e R Rt S R PO SR 1(M)ZO
At Ax At Ax
n+1 n n B
u —u u'—T,(u") A
= =0
At ¢ Ax ()
An+1 AN —
(E) u (E) l_e 217T§ n
+ i"(£) =0
- Al Ax L&)
Isolons """
At o At At >
An+1 _ 2imé AT An+1 _ 2imE AN
=(1—c=2(1- > 1+
i (E)=(1-c o (1—e )i’ (£)=a £) = e Mime T (€))

= 4" (E)=d"(E)A(E)|  (3.2)

ou lambda est le coefficient d'amplification de Von Neumann.

At
et f=c— .

2
At S ATKE_ At
Ax

Posons 4 =|l+c
Ax Ax
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Ona:

A=(1-B+Bcos(x))+(Bsin(x))

(1—B)*+2(1—B)B(cosax—1+1)+ B*(cos’ x+sin’ )

= (1-B+B)+2(1—-B)B(cosax+1) (en factorisant)
A=1+2(1-B)B(1+cosx) (3.3)

Donc A(E)=A4>15si B<1lo(1-B)=>0 car B>0 et l+cosx=0 .

Demémesi B>1 alors 0<A(£)’<1 .

Le schéma décentré est /> -stable si et seulementsi <1 e At <—

Démontrons que le schéma est /* - stable :

On rappelle que le schéma est [ -stablesi ||[U"]|, <||U"]|, et que si
(ui)ieZ —u alors ||Z/l - Sl;_lp|ui|

r'z)

—: n — n A , ..
Posons ™ =infu;, M =supu; et B garde la méme définition que
1 1

précédemment.

On a alors :

w "= ul =B —u )
= (1=B)u+Bu

=
= [l ], <lufll, si 1>B8>0

i

+1
m<u"' <M

1

, , , . . A
Le schéma décentré est /* -stable sietseulementsi f<1e Ar < Tx
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Question 4 :
Pour I'implémentation de ce schéma en fortran on va utiliser surtout
les €équations (2.5) et (2.6).

Les coefficients cfl, dx ( Ax ), dt ( Az ) et L sont définis comme
dans les hypotheéses du problémes. De méme pour le maillage en espace
qui va étre stocké dans un vecteur x.

On va créer deux vecteurs de taille n (nmax en fortran) pour stocker les
valeursde u, et wu,., dansles points x, . On va initialiser un a 0.

On a besoin également de créer une fonction équivalente a u; = g(z)
et d'une fonction qui nous donne les valeurs exactes de u pour la
comparaison :

function udt (t)
implicit none
real*8:: udt, t
udt=exp(-t)

end function

function uexact (x, t, c)
implicit none
real*8::x,t, uexact, c, uldt
if ((-x+c*t).1t.0) then
uexact=0.do
else
uexact=udt(-(x-c*t))
end if
end function

Pour implémenter les équations (2.5) et (2.6) il nous faut une boucle sur le
maillage de temps qui remplira unpl avec les valeurs données par
l'algorithme et a la fin on remplacera toujours un par ce nouveau unpl :

t=dt
do while (t.1lt.tmax)
t=t+dt
unpl(1)=un(l)+c*dt/dx*(uot(t)-un(l))
do i=2,nmax
unpl(id=un(i)-c*dt/dx*Cun(i)-un(i-1))
end do
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un=unpl
end do

. , . R A
On sait que le schéma est stable si cAt < Ax . Onadéfinit Ar= cﬂTX

donc la condition de stabilité devient : c¢fl <1
Voici alors quelques graphes :
Graphe 4.1 : CFL=0.5

0.7

app' ——

0.6 F

0.5 F

0.4 F

03 F

0.2

0.1 F

Graphe 4.1 : CFL=1.5

| 40

‘appl ——

| 30}
| 2o}

| 1w}

| 10}

| -20}

=320 F
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Question 5 :

Pour tmax=3 et cfl=0.8 voici les courbes retrouvées pour différentes
valeurs de nmax :

1 Y
'exabll'! ——
"apphi’
i “applOl’ ——
0.9 "appbo0’
"applOo0’
0,8 F f -
0.7 F i
0.6 F i
0.5 F i
0.4 F -
|
0.3 F ' -
0.2Fr -
01F i
0 L 1 1 I 1 L 1 1
] 1 2 3 4 5 G 7 a

On note que plus n est grand plus les fonctions approchées tendent a la
solution exacte.

Question 6 :

A partir du programme précédent a I'aide de quelques modifications dans
la boucle while on a le schéma centré.

Voici les changements effectués dans le programme :

t=dt

do while (t.lt.tmax)
t=t+dt
unpl(1)=un(l)+c*dt/dx*(uot(t)-un(l))



1.2

do i=2,nmax-1

unpl(id)=un(i)-c*dt/dx*Cun(i+1)-un(i-1))

end do

unpl(nmax)=un(nmax)-c*dt/dx*(un(nmax))

un=unpl
end do

CFL=0.10

-

0.8

0.4
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EO

40

20

=20

—40

-E0

CFL=0.5

200

200

150

100

50

-50

-100

-150

| 200

CFL=1

'centre’ ——

—80

150

100

50

il

| -100

-150

| 200

CFL=2

‘centre'! ——

On remarque qu'on pourrait mettre CFL a n'importe qu'elle valeur et le

schéma sera toujours stable.

Le schéma centré est inconditionnellement instable.
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Question 7 :

Le schéma de Lax-Wendroff s'écrit :

n+1 n n n n n n
u, —u; T Ui, "Ui At ui+1_2ui_2|_ui—l _
At 2Ax 2Ax

On peut toujours garder le corps du programme du schéma décentre, il
suffit de remplacer la boucle principale par :

do while (t.1t.tmax)

t=t+dt

unpl(D)=un()+c*dt/dx*udt(t)-un(2))/2.do0+c*c*dt*dt/dx/dx*uot(t)-
2.do*un(1)+un(2))/2.do

do i=2,nmax-1

unpl(id=un(i)-c*dt/dx*Cun(i+1)-un(i-1))/2.d0

+c*cxdt*dt/dx/dx/2.do*un(i-1)-2.d0*un(i)+un(i+1))

end do

unpl(nmax)=un(nmax)-c*dt/dx*(-un(nmax-1))/2.d0+c*c*dt*dt/dx/dx* un(nmax-
D+2.d0*un(nmax))/2.do

un=unpl

En suivant le méme procédé que pour la question 3, on a :

"t =y u'  —u" u' —2u"+u"
i I £5 Bt £ Wy Wl £51 i2 i-1 _
At 2Ax 2AXx
o u"“—u" CT 1(un)_T1(un) ZAtT 1(un)_2un2+T1(un) -0
At 2Ax 2Ax
a"N(E)—d"(5) | e M _ME 2 e T4
+ V() — At V() =0
< At oA, W) e rae L)
At . . A .
- 12n+1(§) — ﬁn(g)(l _ CzAx (C 211T§_621Tr§) + 022Ax2<e 21Tr§+e2zrr§_2)
At At
ol ), =|a"(E)L1 - czAx(2isin(2Tr§)) + czsz(zism(zng)—z)2

10
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Posons

2

(isin(27E)—1)

2

2

A=l — e 2lisin(2me) + 2
= — Cc—(181n TT C
Ax : Ax

A est donc le coefficient d'amplification de Von Neumann
et posons

At
P=ciy

On a alors,
A=l = Blisin(2mE)) + B(isin(2mE)—1)|,
o A=|1 - Blisin(2mE)) + Bisin(2mE)— B,
o A4=(1-p)+Bsin’(2mE)(F-1)
o A=1-2p+p"+ Bsin’(2mE)(B—1)°

o A=1+B*(-2+B +sin’(2mE)(B*—1)) (7.1)

On remarque alors quesi <1 alors 4>1 .

, ) At A
Le schéma de Lax-Wendroff est /* -stable si CH <le A< TX

Demémesi B>1 alors 0<4<1 .Donc le schéma n'est pas stable.

Démontrons ceci a l'aide de notre programme :

11
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Graphe 7.2 : c¢fl=0.5

0.8 b

0.8 F /\
e y
0.6 | j

0.5 |

Plax'
texlant

o4 |

0.3 F

0.2 F
0.1 F
2

0

Graphe 7.3 : cfl=1

flax!
texlax’

Graphe 7.4 : c¢fl=1.01

flax!
texlax'

2.5 F

=2}

1.5 F

On voit que des que cfl est supérieur a 1 on obtient un graphe instable. On
remarque aussi que dans le cas contraire on peut voir légérement le
phénomene de Gibbs.
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RESOLUTION DE L'EQUATION DES ONDES

Données du probléme :

o, u—c’ o u = 0, x€[-2,2], t€[0,T]
u( ,0) = u,(x)
w(x,0) = u,(x) (1)
( 1) = u(2,t) =

avec ¢ une constante positive, et u, et u, asupportdans [—1,1]
Question 1 :

Calculons la solution exacte.
On va effectuer le changement de variable suivant :

E=x—ct
n=x+ct
Soit C(x,f)zi on a alors
0§ 08§
C,:ﬁx ot |_[l -c
on on :
Oox Ot

Posons v(&,n)=u(x,t) .

Cela nous permet de calculer les dérivées premieres :

ou 0vO& ovon
ot OE ot dn ot
ou _ _ ﬂ av
ot C@E 8n

du 0vOd& dvan
ox O0EOx 0Onox
ou _ ov n ov
ox O0& On
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On peut alors calculer les dérivées secondes :
o Ou 0 ov 0v
2 (— ) = X (— + P
or\ar) T a7 g teay)

0 ov ov 0 ov ov
=—C(—c—+ X(—c) + =Y (—cZ—+ X
ag( “oF Can) (=¢) an( “oF Can) ¢
_ 20y 20 207 + 20%v (1.1)

>—cC c ¢ —
0E 0&dn  0nd&  0On
et de méme :
o ,Ou _0 <6v+8v)
Oox 0Xx ox 0& On
o0,0v 0Ov 0,0v_ O0v
= +—) + +
85(85 8n) 8n(8§ ar))
2 2 2
“0v 0y L0V (1.2)
0& 0&on 0n

On peut alors calculer la premicre diftérence des hypotheses :

8214 _Czﬁzu 20262\}_02 62v _cz 62v +0282v_0282v_cz 62V +0262v
or ox’ o8’  0&0n  0%0n  on° o9&  080n  on
o v
= 47— =0
© oEon

Car on peut remarquer que les seuls termes qui sont en gras vont rester, et
de plus, d'apres I'hypothése on sait que cette différence est nulle.

Posons :
v=F(E&)+G(n) et fE)=F'(§)=—2

Avec ces notations :

u(x,t)=F(x—ct) + G(x+ct) (1.3)

On a trouv¢ alors une solution générale de 1'équation des ondes.

On peut utiliser a présent les conditions initiales :
u(x,0) = u,(x) = F(x)+G(x) (1.4)
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De méme, on a :
Eu(x,O) =u,(x)=—cF'(x)+cG'(x)

On en déduit

}w u,(s)ds = —cF(x)+cG(x)

en supposant que F et G sont nuls a I'infini.

On peut alors calculer :
ex(1.3)—(1.4) = 26F (x) = cuy(x)+ | u,(s)ds
ex(1.3)+(1.4) = 266 (x) = cuo(x)—l-jwul(s)ds

De (1.6) on en déduit :

Fix)= Luglx) o [ u(s)ds

etde (1.7) :

G(x)= %uo(x)-l—%ciul(s)ds

En remplacant ces dernieres valeurs dans 1'équation (1.3) :

x+ct

u(x,t) = %(uo(x—ct)—l-uo(x-f-ct)) + 2_1c !tul (s)ds

On obtient alors la solution exacte de I'équation des ondes.

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)
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Remarque :

x+ct =cste t

La partie bleu représente le support de u, etde u, .

Or
Support (ug)=|a,b] et Support(u;)<|a,b]
Donc
cT=(2-b)=1 ou cT=abs(-2-a)=1 donc cT=1.
Or t<T< 1 :

c
Donc le résultat est juste sous cette condition.

1 , f
Pour ¢> p le résultat est géneralement faux.

Question 2 :

Posons @ = (0,u, ax“)T =

On peut calculer alors :
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o.u 0 0 o.u

ow+ A0 w =20, " |+ 0|t
(2.1) 0w MO taxu 1 1) 16.u
= attu _|_(0 —C axatu
0,0.u -1 0|0, u

_| O,u —c0, . u _ 1[0

0,0, .u —0,0,u 0

On a trouvé une nouvelle écriture du probleme.

Question 3 :

Nouvelles définitions :

X, = —2+iAx, i=0..N+1, Ax = ——
N+1

Le nouveau modg¢le, trouvé a la question 2, pour le probléme ressemble a
une €quation de transport.

Diagonalisons la matrice A :

I1 faut tout d'abord chercher les valeurs propres de la matrice A.

— A ¢’

1 - A
Ce quinousdonne: A, =-c,A,=c .
On peut maintenant calculer les vecteurs propres de A.

2 2
=A"—c

Cherchons tout d'abord le vecteur propre sous la forme : € = tel que

o
B

Ae, = —ce,
[0

B :(8)

< x=c, p=—1

2
c c
1 ¢

(=4

c
1

Ce qui nous donne €, =

C A —
_1) . De méme on trouve ¢, = (

C C

On peut écrire la matrice de passage : P = (81,62) =

et son inverse P! = L =
2c\1 c
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Posons y=P'w , onremplagant dans (2.1) on obtient :
L(Py)+ aPL(y)=0

ot ox
Donc :
P UL (Py)+ APO () =
(Gt( ) ax(y)) 0
0 -1 0
9y plapLy =
ﬁaty 8xy 0

On sait que P'AP est une matrice diagonale et on connait ses valeurs
sur la diagonal. Posons », », les deux valeurs de y. On a le systeme :

dy, B Ca}ﬁ ~0
ot 0 X
0y, 0y,

+ =0
ot | ‘ox

Ces deux équations sont des équations de transport découpées.

Utilisons le chemin décentré pour trouver le schéma :
On rappelle le probleme (2.1)
0,w+ A0, w=0
Par discrétisation on obtient :
n+1 n n n n n
Sl e I max (A, O)—wi_wi_1 + min (A, O)—wm_wi =0
At Ax Ax

posons A" =max (A, 0), A= min(A, 0) , on peut alors écrire pour j=1
ouj=2:
n+tl __ _n no__.n n _.n
Yii =V A" Yii™ Vi ey Vi~ Vi _ 0
At / Ax 7 Ax

On sait que D (la matrice diagonalisée de A) s'écrit :

—c 0
0 ¢

D =
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et par définition :

D+

0 0
0

« o=[7

0 O

On peut écrire

n+l __ _'n n___n no__.n

yi y1+D+yz y171+D-y1+1 y1:0 (3.1)
At Ax Ax

On sait que w = Py , multiplions (3.1) par P (pour retrouver des w, )

n+1 n n n n n

. . . — . ., ,— .
— ‘4 pp'p'—L—l 4 pppE =0 (3.2)
At Ax Ax

or PD'P'=4" o PD P '=4

g_u u (x;)
0
On rappelle w= 8; ,etdonc @i = | ug(x;,)—ulx))
oy 2Ax

Finalement par la méthode des trapezes on a la formule :

(x,2,)dx =, w;  Ax|(3.3)

j<i

u(‘xi’ tn) =

N’-;N
Q)‘Q)
=R

Description de la programmation :

On remarque que la formule (1.5) a des termes qui dépendent de la
formule en (1.4).

En effet notre formule (1.4) peut s'écrire :

LWl —w! W —w! i
Wt = (g LT Om L T AL (3.4)
Ax Ax
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On a besoin de connaitre « a deux instants on peut créer alors deux
vecteurs de taille (1:2, 0:nmax+1) qui stockeront «" et «""'
Et on connait une valeur initiale, pour un premier tableau, donnée par :

. “1(xi)
w; = uO(xi+l)_u0<xi—l)
2Ax

Ceci donne en fortran :

real*8,dimension(1:2,0:nmax+1): :wn,wnpl
!initialisation de wn = w@
wn(2,0)=0.d0 !initialisation dans la limite gauche
wn(1l,2)=ul(x(2))
do i=1, nmax !initialisation de w@ dans des points non extremats
wn(l,1)=ul(x(1i))
wn(2,1)=ud(x(i+1))-ud(x(i-1)))/2.da/dx
end do
wn(2, nmax+1)=0.d® !initialisation dans la limite droite
wn(1l, nmax+1)=ul(x(nmax+1))

Revenons a la formule (3.4), sachant que

+ _ co-1_ L[ e [0 0|1 —c|_1]|c c?
A =P _2c(—1 1)0 c)l c)_Zl c)
et repppl=l]c clf-c 0|1 —c|_1ll-c ¢
2c\—=1 1/1 0 O0OJ/\1 ¢ 2\ 1 —c¢]”’

on peut calculer un algorithme qui nous donner w,,

En fortran :

t=dt
do while (t.1t.tmax)
t=t+dt
do 1=1,nmax
ICalcul de wnpl(l, :), on a calculé le produit matriciel et on
obtient les formules ci dessous, tmpl et tmp2 sont des variables temporelles.
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tmpl=c*(wn(l,1)-wn(l,i-1))+c*c*(wn(2,1)-wn(2,i-1))
tmp2=-c*(wn(l,i+1)-wn(l,i))+c*c*(wn(2,i+1)-wn(2,1))
wnpl(l,1)=-Ctmpl+tmp2)/2.d0/dx*dt+wn(1,1i)
!De meme on calcul wnp(2,:)
tmpl=wn(l,i)-wn(l,i-1)+c*wn(2,1)-wn(2,1-1))
tmp2=wn(1,i+1)-wn(l,i)-c*(wn(2,i+1)-wn(2,1))
wnpl(2,1)=-Ctmpl+tmp2)/2.d0/dx*dt+wn(2,1)

end do

wn=wnpl !une fois wnpl on peut recommencer avec cette nouvelle matrice

end do

Tout ce qui nous reste est I'implantation de (3.3), pour trouver le résultat
final. Cette formule se traduit en fortran par :

do i=1, nmax
do j=1,1i
un(i)=un(id)+wn(2, j)*dx
end do
end do

Remarque : Pour faciliter les tests du programme en prend ul nulle, on
¢vite alors de calculer son intégrale.

Question 4 :
Ci-dessous les graphes de la valeur exacte et approchée pour différents n :

Graphe n=50 (4.1):

0.6

zolution approches
solution exacte

0.4

0.2

=

0.2

0.4

-0.6
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Graphe n=100 (4.2) :

0.6

0.5 1 1.5 2

solution approches
zolution exacte

Remarque :

On remarque que plus n est grand plus les graphes se confondent, a
n=1000 les graphes se superposent a plusieurs points tandis que a n=50 on
voit une nette différence entre les deux courbes.

Question 5 :

On va partir de la méthode des différences finies :
*u w! " =2u ! 2 t2ul )

O u U, -1
',vt = -1 i’tn = l 5.2

10
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En faisant la différence de 1'équation (5.1) par ¢* fois I'équation (5.2) (on
sait par les hypotheses que le résultat de cette opération sera nulle),
on obtient :

i i+1

At Ax’

-1 _

+1 -1
u;" —=2u]+u Jur —2u +ul
—c

2

At n n n
e (ui+l_2ui +”z’—1) (53)

n+l __ n

-1 2
e ul =—u +2ul+c

1

Remarque 5.1 :

C'est un schéma a deux pas en temps : on a besoin de u a l'instant n et n-1.
Or,

0__
u; = u,(x;)
uilzuo(xi) + AtU'l(Xi)

Description de la programmation :

D'apres la remarque 5.1 on sait qu'on va avoir besoin de 3 vecteurs :
un vecteur qui va stocker les valeurs de u a l'instant n, un autre pour
l'instant n+1 et un dernier pour l'instant n+2. Notons-les respectivement
un, unpl et unp2.

Pour avoir un point de départ il nous faut définir u, et u, par des
fonctions de notre choix. Prenons par exemple :

_| o si [x| > 1 _
)=1 . . et u,(x)=0
sin(rrx)exp(x) sinon

u,(x
Et donc :

uy(x—ct) + u,(x+ct)
2

u(x,t)=

11
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On peut sans difficultés définir ces fonctions en gfortran.

Il ne nous reste plus qu'a définir notre division dans l'espace (les xi) qui
sera stockée dans un vecteur de taille n+2. Il faut aussi initialiser un, unpl
et unp2 dans les conditions limites.

Pour initialiser les vecteurs un et unpl en entier :

do i=1,nmax
un(i)=ud(x(i))
unpl(i)=un(i)+dt*ul(x(i))
end do

Il suffit alors de calculer unp2 par la formule trouvée par le schéma.
Pour le schéma saute-moutons :

t=dt
do while (t.lt.tmax)
t=t+dt
do i=1,nmax
unp2(id=-un(i)+2*unpl(i)+c*c*dt*dt/dx/dx*unpl(i+1)-2*unpl(i)
+unpl(i-1))
end do
un=unpl !on va passer a l'étape suivante alors on doit stocker...
unpl=unp2 !les vecteurs "nouveaux" dans les "anciens"
end do

On pourra alors comparer le résultat exact avec celui trouvé en unp2 a la
fin.

Pour savoir si le schéma est convergent ou pas il suffira de comparer
les courbes des fonctions approchée et exacte.

Si le schéma est convergent alors la différence des graphes sera plus
petite si n est plus grand.

12
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0.4 b

| o
0.2 \

‘estimal)’
‘exactd’

-1.5

i}
-0,2 j\\\\\\\\\\\\w

-4

‘estimal’
texact’
P

A

‘estimal)’
‘exact(’

-1

0.5

13
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Remarque :

Pour le graphe 5.4 on peut voir qu'il y a plusieurs points ou 1'on peut
observer une nette différence entre les 2 courbes. Dans le graphe 5.5 la
différence entre chaque point est plus petite que celle pour le graphe
précédent mais on peut encore voir des points de grande différence.

Par contre dans le graphe 5.6 les graphes sont pratiquement confondus.
Le schéma est donc convergent.

: , : A :
Si le schéma n'est pas stable (ie. ¢ > == ), on a les graphes suivants

At
Graphe 5.7 : n=50 Graphe 5.8 : n=100
: 150000 o e — derll estina)’ ——
‘exact’ "exactl’
3+l
100000
22411
| so000 1
/\ 1ev11 n
0 A f\ AN " [ | h
\ v s 5 V o _nvﬂvﬂv’\uﬁvﬁ,_ __AV -
~50000 1 1e+11 V
“2e+11
-100000
“3erdl
| 150000
dertl
| ~200000
-2 -1,5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 -Ge+11
-2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
Graphe 5.9 : n=1000
2,5e+139 T
‘estimal)’
'exact(’
2e+133 F
1.5e+139 F
1e+139 |
be+138 F
| 4
G133 |
~1e+13a |
-1.5e+139 |
24133 |
-2,5e+139 L
-2 -1.5 -1 -0,5 0 0.5 1 1.5 2

14
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Question 6 :

Le schéma le plus précis est le schéma saute-moutons. On peut le
remarquer en comparant les graphes (4.1) a (5.4), (4.2) a (5.5) et surtout
(4.3) a (5.5). Pour chaque couple de graphes on a pris une méme valeur de
n, néanmoins l'erreur de chaque schéma n'est pas la méme.

On voit sur le graphe (5.6) deux courbes quasiment confondues, tandis
que sur le graphe (4.3) on peut sans difficultés différencier les deux
courbes.

On remarque que sans implémenter les schémas on aurait pu anticiper
ce résultat. En effet, le schéma décentré n'utilise que un seul pas, tandis
que le schéma saute-moutons a besoin de deux.

Question 7 :

2 =1 1 0 .. Af
Posons 4 =| — 1 —11,B=[0 0 0 |et C=¢
— 1 2 0
On peut alors écrire I'équation (5.3) :
2

At .
~(u),,—2u)+u ) U '=—BU" '+2BU"+C* AU"
X

+1 -1 2
= —u +2u+c

i - i

o U '=—BU" '+(2B+cA)U"

Or les valeurs propres de A sont :
2kt
21

)

u, =4sin (

15
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RESOLUTION DE L'EQUATION DE LA PLACE SUR UN

CARRE
Données du probléme :
—Au(x,y):f(x,y), (X,y)EQ:[O,l]X[O,l] (01)
u(x,y)=0, (x,y)eo (0.2)

Question 1 :

Posons /= et x,=hi, y,=Hh (comme sur le graphe 1.0).

N+1
On peut alors noter u, = u(x,,y,) .

Graphe 1.0 :
3
2 —¢ YR\
3
N
1 <
1 2
=0
i=0 1 2 3

Les points marqués en rouge ont pour coordonnées i,j. Mais on peut leur
associer également la coordonnée k comme la numérotation en rouge.

Discrétisation par différences finies :
Comme on a vu dans les TP précédents on a :

o’ u u,_y =20, g
W('xi’yj): - hz’j - (1.1)
2 u, . —2u +tu.

u(xi’yj) ~ i,j—1 i, i, j+1 (12)

oy h’
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Or

En utilisant les équations (1.1) et (1.2) on peut écrire :

u._l’j—2ui)j+u u, ._1—2ul.)j+u

— — _ 1 i+l i i,j+1
Au — 2 2
h h
4a —u._, . —u,, —u . —ui,j+l1
_ _ i,] i—1,j i+1,j i,j—1 ’ —
Au = 2 - f(xi’y )
h J

Question 2 :

Posons Ntel que: 1<i,j <N ,etavec la définition de k (cf. Graphe 1.0)
ona 1<k<N>.

On peut alors introduire la notation :

w, , =u, 1<i,j<SN,1<k<n=N’
avec k=i+N(j—1) .
Soit
u
u,

Fo=flx,p)Ax et U=
Uy
On peut alors écrire le probleme de la fagcon suivante :

AU = F
Remarque :

On note que quelque soient i et j les valeurs de A sont soit 0 soit 4 soit -1.

Etudions les valeurs de A plus précisément :
A, =4
A; = -1 s'ilexisteune aréte dela grille joigneantiet |
A.= 0 sinon
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Cas particulier : N =2
Voir le graphe 1.0.

On a alors :
u, U, foLYJ 4 —1 -1 0
U=[t]=|"]  Foax[f0)] -1 4 0 -
u; Uy, |’ mf(x;)ﬁ) -1 0 4 -1
Uy Uy f(x3,) 0 -1 -1 4

Question 3 :

Stockage morse :

On sait que la matrice A est creuse, c'est a dire qu'elle va contenir
beaucoup de valeurs nulles. Ce qui signifie qu'il est inutile de stocker la
matrice en entier (dans un tableau 2D).

On rappelle que la dimension de 4 est n x n. Posons alors p le
nombre de termes non nuls. Il nous suffit d'avoir un vecteur de taille p
pour stocker les valeurs non nulles, nommons-le val, et deux vecteurs de
taille p qui vont respectivement donner l'indice de colonne et l'indice de
ligne on peut les appeler ind; et indi.

Programme :
Pour créer un programme qui stocke une matrice A de taille n sous le

principe du stockage morse, il suffit de suivre les indications précédentes.
subroutine morse (a, n, p, val, indi, indj)

implicit none

integer::p,n,i,j,k

real*8,dimension(1l:p)::val,indi,indj

real*8,dimension(1:n,1:n)::a

k=1 !indique le numéro dans le vecteur val
do i=1,n !compteur sur les lignes
do j=1,n !compteur sur les colonnes
ifCa(i,j).ne.@) then !si on trouve une valeur non nulle
val(k)=a(i,j) ! on stocke cette valeur dans val a 1'indice k
indi(k)=1 ! on stocke dans indi 1'indice de la ligne
indj(k)=j ! et dans indj 1'indice de la colonne
k=k+1 'on incremente le compteur de valeurs non nulles
end if
end do
end do
end subroutine
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On remarque que l'implémentation a besoin de connaitre la valeur de
p (nombre de valeurs non nulles) pour pouvoir déclarer les vecteurs. On a
créé alors une fonction qui parcourt la matrice A en entier et incrémente un
compteur chaque fois qu'elle rencontre une valeur différente de O.

On obtient la fonction suivante :

function calcul_p (a, n)
integer::n,calcul_p
real*8,dimension(l:n,1:n)::a
calcul_p=0
do i=1,n

do j=1,n
if Ca(i,]j).ne.@) then
calcul_p=calcul_p+1
end if
end do
end do
end function

Question 4 :

On doit tout d'abord commencer par calculer le profil de la matrice.

Le profil est le nombre de valeurs de la matrice stockées au dessus de la
diagonale dans la colonne k.

On remarque d'abord que le profile de 1 est 0.

Sinon on récupere les indices de la k-ieme valeur, disons 1 et j. On sait
donc que si j—i < prof (j) alors la k-iéme valeur est dans le profil méme
si elle est nulle. Dans le cas contraire la valeur n'est pas stockée.

On remarque que le profil est symétrique.

prof=0 !initialisation du vecteur
do k=2,p !pour toutes les valeurs non nulles, sauf k=1 car prof=0 toujours
i=indi(k) 'on recupere 1'indice de ligne dans matrice
j=indj(k) !idem avec 1'indice de colonne
prof(j)=max(prof(j), j-i) 'on applique les formules
prof(i)=max(prof(i), i-7j)
end do

On a aussi besoin d'un vecteur (de taille n+1) pour récupérer les débuts de
ligne/colonne. Soit ce vecteur kld, alors kld(i1) donne le nombre de valeurs
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stockées jusqu'a la (i-1) colonne/ligne.

On peut alors utiliser le profil définit précédemment et on peut écrire :

kl1d(1)=1

do i=2,nn+1
kl1d(i)=kld(i-1)+prof(i-1)

end do

Il nous reste a définir les vecteur vkgs, vkgi et vkgd qui stockeront
respectivement les valeurs intéressantes de A (définies par kld et profil) qui
sont au-dessous de la diagonale, au-dessus de la diagonale ou sur la
diagonale.

do 1=1,p !pour toutes les valeurs non nulles
i=indi(1l) 'on recupere 1'indice de ligne...
j=indj(1) ! et de colonne
v=val(l) 'et la valeur non nulle
if (i.eq.j) then !si on est sur la diagonale
vkgd(i)=v !on stocke la valeur dans vkgd
end if
if (i<j) then !si on est au-dessous de la diagonale
k=kld(j+1)-j+i 'on retrouve 1'indice
vkgs(k)=v !et on stocke la valeur
end if
if (i>j) then !si on est au-dessus de la diagonale
k=kld(i+1)-1i+j 'on retrouve 1'indice
vkgi(k)=v ! et on stocke la valeur
end if
end do

Question 5 :

Pour pouvoir écrire le programme qui permet de résoudre numériquement
le probleme (0.1)-(0.2) aux différences finies, on doit définir dans le
programme la matrice A. Comme le stockage en morse est plus facile on
peut la définir premicrement comme cela et puis comme le sous
programme sol.f utilise le stockage profil, on devra utiliser le programme
¢écrit dans la question précédente pour passer dun stockage a l'autre.

lalgorithme pour remplir la matrice A en utilisant le stockage morse
p=0 !on initialise un compteur (pour toutes les valeurs non nulles)
do k=1,n 'on sait que sur la diagonale il y a que des 4
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p=p+1 !on va stocker une valeur on increment donc le compteur
indi(p)=k 'on garde 1'indice de ligne des elements sur la diagonale
indj(p)=k 'et 1'indice de colonne
val(p)=4 !puis finalement ¢a valeur (qui est toujours 4)
end do
do ii=1,nn-1 !on va parcourir les points d'indice k...
do jj=1, nn ! et on va remplir les liaisons horizontales
p=p+1 !on va stocker une valeur on incremente donc le compteur
i=11+(jj-1)*nn !on recupere 1'indice d'un point dans la matrice
j=11+1+(jj-1)*nn l!et de celui d'a coté
val(p)=-1 !ils sont reliés donc la valeur dans A vaut -1
indi(p)=i 'on stocke les indices
indj(p)=j
p=p+1 'on va stocker une nouvelle valeur
val(p)=-1 ! A est symetrique
indi(p)=j !donc on aura un -1 dans le point j,i
indj(p)=i
end do
end do
do ii=1,nn !de méme que précédemment ...
do jj=1,nn-1 l'on va remplir les liaisons mais cette fois-ci VERTICALEMENT
i=11+(j3j-1*nn
j=1i+jj*nn
p=p+1
val(p)=-1
indi(p)=i
indj(pd=j
p=p+1
val(p)=-1
indi(p)=j
indj(p)=i
end do
end do
call passage (val, indi, indj, nn, n, pmax, kld(1), vkgs, vkgi, vkgd)

On peut écrire alors le maillage des x et des y :

do i=0,nn+1
x(1)=1*dx
y(i)=1i*dx
end do

Et on doit initialiser le vecteur F :
do ii=1,nn
do jj=1,nn
i=1i+(jj-1)*nn
f(id=pression(x(ii), y(jjdd
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end do
end do

On peut alors appeler la subroutine sol.f:
call sol(vkgs,vkgd,vkgi,f,kld,u,n,6,1,1,1,energ,ier)

Question 6 :

Choisissons une fonction f (pression dans le programme fortran) :

function pression (xi, xj)
implicit none
real*8::xi,xj,pression
pression=1.d0
endfunction

On obtient alors :

Sif=0:

"wizsu' o+
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Si1 =1 et nn=10

‘iz +
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Sif=1 et nn=28

"wizu' o+
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METHODE DES ELEMENTS FINIS

Espace d'interpolation :

Soit u:[a,b] = R fonction continue. Soient des points (N,).c; dans [a,b].
On cherche une approximation u#, de u polynomiale par morceaux et
continue telle que u,(N;) =u(N,) .
Soit N, le nombre d'éléments finis, et soient
b= b—a
2
Aux bornesona x,=a, xy =b

, X, =a+mh, m=0..N,

Graphes 1.0 : Ne=4

4 e e S

=1

x0=a x1+-1/2 o= X312 x4=b

L'élément fini E, =[x, ,.x,], m=1.N, est marqué alternativement en
bleu et en vert sur le graphique.

Soit r le degré des polyndmes d'interpolation tel que r=d-1 .1l
nous faut alors d points distincts pour définir I'interpolation.
Définissons les noeuds d'interpolation :

N h

+(I—1)——

m—1 ( ) d_l

ou m est le numéro de I'¢élément fini et 1 le numéro local du noeud »,
dans l'interpolation. On va aussi noter N, , = N, ou i est le numeéro global

du noeud et tel que i=171+(m—1)(d—1) .

- X

I,m
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Pour pouvoir passer d'une notation a l'autre, entre (I,m) et 1 donc entre la
numérotation locale et la globale, on va créer un tableau de connectivite.

Ce qui donne en fortran :

Icalcul de connec
do 1=1,d !boucle sur les points locales
do m=1,Ne !boucle sur les elements
connec(l,m)=1+(m-1)*(d-1) !formule pour le passage de notation
end do
end do

On va interpoler les polynomes sur I'élément fini m, en utilisant
l'interpolation de Lagrange.
Soit

x—N,
Ll,m(x) = H N _N
k=1...d I, m k,m

k#1

le polynome de Lagrange de degré d-1. On constate que
L .,=1 sil=k
L,,= 0 sinon

En fortran cela donne :

function lagrange (k,d,h,x)
implicit none
real*8::lagrange,x,h
integer::k,d,1,J
real*8,dimension(d)::N1
do i=1,d
N1(i)=(Ci-1)*h/(d-1) !definition des noeuds d'interpolation du premier
element
end do
lagrange=1.d0 !initialisation du resultat
do j=1,d !'boucle sur le numéro local du noeud
if (j.ne.k) then
lagrange=lagrange*(x-N1(j))/(N1(k)-N1(j)) !definition du
polynome de Lagrange
end if
end do
end function lagrange
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On doit alors définir des fonctions d'interpolation sur [a,b] tout entier. Soit

N,=N,d-1)+1 le nombre noeuds du maillage et (@)=, v les
fonctions d'interpolation, on veut alors @,(N;) =4, . On cherche alors la
valeur de @;(x) on a deux cas possibles :

Soit 1 n'est pas un nceud de I'¢1ément m alors la fonction est nulle.
Soit 1 est une nce alors ud I'élément m alors la fonction est le
polyndme de Lagrange.

(¢;) est une base d'interpolation, on peut alors écrire :

u,(x) = Zuicpf<x> - Z U, (N) e, (x) | (1.1)

Application a la résolution d'une €équation aux dérivées partielles :

Données du probléeme :

_uH:
(2.0){ u'(b)+pu(b)=0
—u'(a)+Au(a)=0

avec A,u>0 contantes.

Au lieu de dériver comme pour le schéma des différences finies, on
intégre :

Soit v une fonction quelconque dérivable telle que :

b—u

f ”v=ffv = J'u’v'—[u'v]zZva

a

< fu’v’+uu(b)v(b)+2\u(a)v(a)=fﬁ) (2.1)

On peut remplacer le systeme (2.0) par 1'équation (2.1) .
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Or, on avait de¢ja défini une approximation de la fonction u dans la formule
¢crite en 1.1.

On a alors

f u,'v,'+Au,(a)v,(a)+puu,(b)v, (b)= f . (2.2)

Ou

M=

U, (x)=

n

uj(pj(x) et Vn:(pt

1

.
1l

En remplacant en (2.2) on obtient :

b
J‘Zuj(pj,(pi—i_ Auybdy + puy, by, = ff(Pi (2.3)
a J

Soit

b
A= [op) sil<i<N,

b U, ff(P1
Alj=f(p1'(pj'+?\5j,1 , U= uz et I = f{_%
' U Ny ff(PNn

b
ANn,j:.[ Pran PjTHOE; \,

Finalement on peut alors écrire le systeme (0.1) comme un systéme
linéaire AU=F.

Procédure d'assemblage :

Soient 1 et j respectivement, les numérotations globales des nceuds
d'indices locales k et m, et d'indices locales 1 et m, pour tout m numeéro
d'¢lément fini et | et k numéros des nceuds locaux de 1'élément fini m.
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On a alors :
Ai,j = Ai,j + fEmL ’k,m('x>L’l,m(x)dx

matrice locale M , |

ou les polyndmes L sont les polyndmes de Lagrange.

En fortran voici I'exemple de définition de la matrice locale pour d=2 et
d=3.

function mloc(d, h, k, 1)
integer::d
real*8::h, mloc
real*8,dimension(d,d)::ml
if (d.eq.2) then
ml(1,1)=1.d0
ml(1,2)=-1.d0
ml(2,1)=-1.d0
mlL(2,2)=1.d0

end if

if (d.eq.3) then
ml(1,1)=7.d0/3.d0
ml(1,2)=-8.d0/3.d0
ml(1,3)=1.d0/3.d0
ml(2,1)=-8.d0/3.d0
ml(2,2)=16.d0/3.d0
ml(2,3)=-8.d0/3.d0
ml(3,1)=1.d0/3.d0
ml(3,2)=-8.d0/3.d0
mlL(3,3)=7.d0/3.d0

end if

ml=ml/h

mloc=ml(k,1)

end function

On peut alors définir la matrice A de la maniere qui suit :

lon va calculer p = nombre de valeurs non nulles

p=0 !initialisation

do i=1,nn !sur tous les noeuds (et la taille du profil)
p=p+prof(i) !on incremente p

end do

allocate(vkgs(p), vkgi(p)) 'une fois p calculé on peut allouer les vecteurs
nécessaires

linit de A

vkgd=0.d0o
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vkgs=0.d0o
vkgi=0.do
Ifin init de A

do m=1,Ne !boucle sur les élements
do k=1, d !pour un noeud local
do 1=1,d !idem
i=connec(k,m) !'on retrouve les numérotations globales pour un
noeud
j=connec(l,m) !idem pour 1'autre noeud
if (i.eq.j) then ! si on est sur la diagonale
vkgd(i)=vkgd(i)+mloc(d, h, k, 1)
end if
if (i.1t.j) then ! si on est au dessous de la diagonale
vkgs(kld(j+1)-j+i)=vkgs(kld(j+1)-j+i)+mloc(d, h, k,1)
end if
if (i.gt.j) then l!au cas contraire
vkgi(kld(i+1)-i+j)=vkgi(kld(i+1)-i+j)+mloc(d, h, k,1)
end if
end do
end do
end do
ldefinition des extremums de la diagonale de A
vkgd(1)=vkgd(1)+1lambda
vkgd(nn)=vkgd(nn)+mu

Il nous reste a calculer le membre de droit.

Intégration numérique :

Utilisons la formule de Simpson :

y

[ F(0de = ¢y =x)(f )+ (T2 F () = h 3w, f (x+Eh)

X

ou omega sont les poids d'intégration et x+&4 les points d'intégration,
définis en fortran ci-dessous :

real*8,dimension(3)::xi=(/0.d0, 1.d0/2.d0, 1.d0/), omega=(/ 1.d0/6.d0,
2.d0/3.do, 1.d0/6.do /)
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On peut alors écrire :

vf=0.d0 !Assemblage des forces
do m=1,Ne !boucle sur les elements
do k=1,d !'boucle sur les noeuds
i=connec(k,m)
do ii=1,3 !pt d'integration
xg=a+(m-1)*h+xi(ii)*h !point de gauss
xref=xi(ii)*h
vf(i)=vf(i)+omega(ii)*h*f(xg)*lagrange(k,d,h,xref) !calcul du
membre de gauche
end do
end do
end do

Ou f est une fonction quelconque, dans I'exemple de ce TP on a choisit :

function f(xi)
implicit none
real*8::f,xi,pi,p4,pp,h, x1
integer: :p=3
pi=4.d0*atan(1.d@) !calcul de pi

x1=1.d0+xi !variable
pp=2.d0*p*pi*xi!variable

f=(-p*p*(1-pi**2)*exp(-p*xi)*sin(p*pi*xi)+2*p**2*pi*exp(-p*xi)*cos(p*pi*xi))
Ifonction f, utilisée au TP1
end function

Cette fonction est la dérivée seconde de la fonction qui suit :

function xexact (x) !fonction qui calcule la valeur exacte
implicit none
integer::p
real*8: :x,xexact,pi
p=3
pi=4.d0*atan(1.d0)
xexact=sin(pi*p*x)*exp(-p*x)
end function xexact

On a alors toutes les donn€es nécessaires pour pouvoir appeler la
subroutine de sol.f de la manicre suivante :

call sol(vkgs, vkgd, vkgi, vf, kld, u, nn, 6, 1, 1, 1, energ, ier)
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Voici alors quelques exemples de courbes pour différentes valeurs de
départ :

Graphe 3.0 : Avec 10 ¢léments et d =2

T
zolution approches +
solution exacte

0.5 F .

-0.3

Méme si les solutions semblent trés approchées, on peut voir qu'il y a
quand méme une erreur de 'ordre de 107 dans l'affichage des fichiers :

Abscisses Solution Approchée Solution Exacte

0.00000000000000 9.423694317558300E-005 0.00000000000000
0.100000000000000 0.599684518213775 0.599334530274120
0.200000000000000 0.522810442325973 0.521950882725828
0.300000000000000 0.126723526258792 0.125636934257085
0.400000000000000 -0.176109250102420 -0.177037515837846
0.500000000000000 -0.222540762563491 -0.223130160148430
0.600000000000000 -9.685546100877712E-002 -9.716024871699044E-002
0.700000000000000 3.800763138414215E-002 3.784111740062794E-002
0.800000000000000 8.640380512833977E-002 8.627790062085508E-002
0.900000000000000 5.446044020695313E-002 5.437040192213960E-002
1.00000000000000 4.703609734813537E-006 1.829147217469050E-017

Les résultats étant tellement approchés a la solution exacte on peut alors
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supposer que plus on a des ¢léments plus le résultat sera exacte :

Graphe 3.1 : Avec 100 ¢léments et d =2
0.7 T T

T
zolution approches  +
zolution exacte

% i P

1,3 N N M N
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Dans la méme logique, si on incrémente le degré des polyndomes on va
obtenir des résultats plus précis.

Graphe 3.2 : Avec 10 ¢léments et d =3

0.7 T

T
=olution approchee +
. zolution exacte

0.5 b 3 g

0,5 b ' g




