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Qu'est ce qu'un estimateur ?

Cadre expérimental: on considére un ensemble d'expériences
donnant lieu a des mesures directes ou indirectes d'une grandeur 6
que I'on veut estimer.

Problémes:

» Trouver une estimation 6 de 6 en fonctions des mesures

» Avec quelle précision est elle obtenue? (+— déterminer
var(9 — 9)).

Def. statistique
échantillon: vecteur composé de k v.a xi, ..., xx indépendantes et
de méme distribution (ie k observations d'un méme phénomene
X). Toute fonction de xi, ..., xx est appelé statistique.
Def. estimateur: fonction des résultats d'une épreuve (statistique)
dont la réalisation est adoptée comme la valeur du parameétre
inconnu 6.
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Estimateur sans biais

Def: un estimateur 0 de 6 est sans biais si E() = 0.

Exemples d’estimateurs

si les x; sont les réalisations d'un v.a X, alors la moyenne est un
estimateur sans biais de E(X).

on a E[x;] = E[X]

i=k

i=k
) =EGY %)= > E(x) = £0

i=1

= £ L $7=K(x; — %)? est un estimateur biaisé de var(X).
oz - 1 k . ~\2
un estimateur non biaisé de la variance est ;=5 > " ;(x; — X)°.
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Estimation paramétrique/non paramétrique

> Paramétrique: suppose que les données obéissent a un
modele (probabiliste ou non) défini par un nombre fini de
parametres a estimer. L'objectif est de déterminer les
parametres avec la meilleure précision possible.

» Non paramétrique: tente de construire un modele pour les
données avec le moins possible d"hypotheses a priori.

> exemple: 'estimation d'un loi de probabilité a partie d'un
échantillon peut se faire a partir de la donnée a priori d’une loi
(exemple gaussienne) ou sans hypothese de loi par la méthode
de Parzen.
En pratique, on s'intéressera essentiellement ici a |'estimation
paramétrique.
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» Définir les modes d'estimation:
moindre carrés, maximum de vraisemblance, méthodes des
moments

» Calculer I'estimation, le mode étant choisi
calcul explicite pour les moindres carrés, minimisation itérative
le plus souvent

» Evaluer la qualité de I'estimation
calculer la variance de |'estimation, estimer la qualité du fitting

» Estimer de facon robuste, c'est a dire sans tenir compte
d’'éventuelles données ne suivant pas le modéle.
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De quoi dépendent les méthodes d'estimation

Les méthodes d’estimation sont trés nombreuses. Elles dépendent

» de la connaissance de la loi physique théorique liant mesures
et observations.

» de la connaissance de la loi de probabilité liant observation et
mesures (modélisation probabiliste de I'erreur)

» de la connaissance d'une valeur approximative de |'estimation
cherchée

» du critére retenu
estimation d'un parameétre <— minimum d’une fonction de
colit traduisant la compatibilité entre mesures et paramétres.

En général, le lien entre mesures et vecteur d'état est connu.
Z=f(X)+u

ou u est un bruit le plus souvent blanc dont la variance est connue
et f souvent non linéaire.
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Estimation au minimum de variance

On cherche un estimateur & de  sans biais et de variance minimale
E(@) =6, Var(f) minimale

Théoréeme: |la meilleure estimation de X au minimum de variance
est E(X/2).
cadre d'utilisation: les estimations récursives

le probleme de la cible

Déterminer le centre de dispersion des tirs pour le faire coincider
avec le centre de la cible.

Pour améliorer I'efficacité, ne pas attendre que toutes les mesures
soient faites mais apporter une correction apres chaque tir —
estimer les parametres inconnus apres chaque tir et adapter la
correction apportée au parameétre en fonction de la mesure
effectuée.

Voir le cours sur les estimateurs récursifs et le filtrage de Kalman.

v
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Estimation au maximum de vraisemblance

Principe: Etant donné I'échantillon de mesures obtenues, la
méthode du maximum de vraisemblance consiste a choisir parmi
les valeurs possibles du paramétre, celle qui maximise la
probabilité d'obtenir I'"échantillon dont on dispose.

la loi f(x|0) de la variable observée X est supposée connue.
exemple: |'observation suit une loi normale de paramétre

. 1 —(x=m)2
9 = (m,a). f(X|9) = me ( o )
soit u le vecteur des observations [x, ..., xp]* résultat des épreuves
X1, ..., Xn.0n chaisit 0 pour que la densité de probabilité des

épreuves Xi, ..., X, prenne sa plus grande valeur pour les
réalisations obtenues xi, ..., x,.

0 = argmax g(xq, ..., xa|0)

g(x1, ..., xn|0) est la fonction de vraisemblance.

S

0 est I'estimation au maximum de vraisemblance du parameétre 6.
Remarque: mene souvent a des estimateurs biaisés
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Max de vraisemblance et moyenne

,

La vralsemblance est plus grande pour Ia pOS|t|on de Ia gaussienne
bleue
[lMlustration tirée de Wikipedia]
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Max de vraisemblance et dispersion

La vralsemblance est plus grande pour Ia dlsper5|on de Ia
gaussienne bleue

[lNlustration tirée de Wikipedia]
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Méthode explicite de détermination de 0.

argmaxg(xi, ..., xn|0) = argmax In(g(x, ..., x|0))

Si les épreuves sont indépendantes:

g(x1, .- xnl0) = MFZTF (x4]0)
In(g(x1,...,xn|0)) = ZIn(f(xk|0))

si f est dérivable,
Z AIn(f(xx|0)) _o
00

(si @ = (01,...,0,), il y a r équations scalaires).
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Exemples d'estimation au maximum de vraisemblance

estimation du parameétre p d’une distribution de Poisson.

pe

P(x)

x|

estimer le paramétre p d'une distribution connaissant les

. Xg—H
observations xi, ..., X, sachant que P(x|u) = 55— on a

0 = X 2 (In(rve ™ /xl)
S 2 (xeln(p2) — )
= Yula/n—1)

dot p=1/n)", xk
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Exemples d’estimation au maximum de vraisemblance (2)

Détermination d’une densité de probabilité

Probléme du calcul de p(x|C;) connaissant des éléments xj...x,
appartenant a (.

Si la forme générale de p est connue paramétriquement (ex loi de
gauss, de poisson ... ), alors p peut étre déterminée au maximum
de vraisemblance.

ex: on considere n mesures indépendantes xj...x, suivant une loi
de Maxwell de densité

2 A2x2
plxlA) = 2 Axenp( -2

déterminer A au maximum de vraisemblance.
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Exemple : apprentissage non supervisé |

Un exemple simple tiré de | ]

» on considere un ensemble de mesures pouvant provenir de 2
classes sans que I'on sache de laquelle.

» on connait p(wi) = 1/3 et p(w2) = 2/3.

> on sait que p(z|wi) et p(z|wy) sont des gaussiennes de
variance o2 = 1 mais de moyenne p; et o inconnue.

Probleme: estimer p1 et pup a partir des observations.

p(xlpt, p2) = plx = X(w) et w € w1) + p(x = X(w)etw € wo)
= p(x|wr) * p(w1) + p(x|w2) * p(w2)
- érexp( %( —p1)?) + mexp( %(X — 12)?)
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Apprentissage supervisé

estimation au maximum de vraisemblance:
maximiser) _ log p(x|p1, p2)-

k Ty Class k Ty Class
w W @l wa
1 0.608 X 13 3.240 B
20121590 | x 14 2.400 x
3 0.235 ® 15 | -2.499 | =
4 3.949 % 16 2608 B
5 | -2.249 | x 17 | -3.458 | x
[§] 2.704 X 18 0.257 ®
T | -2473 | x 19 2.569 x
8 0.672 # 20 1.415 B
9 0.262 x 21 1.410 ¥
10 1.072 * 22 2653 | x
11 1.773 | = 23 1.396 ®
12 0.337 *® 24 3.286 ®
25 | -0.712 | =
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Apprentissage non supervisé

>, log p(x|p1, 12): 2 maxima (u1, p2) = (—2.130,1.668) et

(/,61, /,L2) = (2085, —1257)

En pratique, I'estimation au maximum de vraisemblance débouche
sur des équations sans solutions directes et nécessite de recourir a
des résolutions numériques.
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L'algorithme EM

EM= Expectation (esperance)-Maximisation

>
>

| 2

Une méthode de type maximum de vraisemblance

Une méthode itérative utile lorsque la vraisemblance est
impossible a3 maximiser analytiquement

utilise des variables cachées non observables qui facilitent
I'estimation
Connaissant une valeur 6, du vecteur de paramétre 6,
I'algorithme EM vise a trouver une valeur plus vraisemblable
Oms1 (i.e P(X|0pme1 > P(X|04,)). Deux étapes:

» (E): Evaluation de I'espérance de la vraisemblance en tenant

compte des derniéres variables observées
> Etape (M): Estimation de 6

— amélioration progressive des valeurs de Z et de 6
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Les variable cachées dans I'algorithme EM

Que sont les variables cachées? Elles sont naturelles et
correspondent souvent a des affectations des données au modele.

Exemple de I'estimation d'une mélande de gaussiennes

> X = (Xi,...,Xn) les observations issues d'une mélange
gaussien. On considerera Z = (Z1, ..., Z,) ou Z; détermine la
gaussienne dont est issue X;.

> Si Z était connue, |'estimation des parametres des deux
gaussiennes serait évidente.
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» On démonte qu'une valeur 6,1 plus vraisemblable que 6,
est obtenue par:

Om+1 = argmaxgEz|x g,,[l0gP (X, Z|0)](1)

> étape E : calcul de Ez|x g, [logP(X, z|0)]
Nécessite de calculer P(Z;|X,0,,): on affine ainsi |'affectation
Z;

» étape M: On calcule la valeur 6,11 qui réalise le maximum
de (1)

P |a preuve se base sur l'introduction de Z dans la
vraisemblance selon:

P(X,Z|0) = P(Z|X,0) P(X|0)

Pour des éléments de preuve voir par exemple un document de
F. Santos (Univ Bordeaux).
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http://www.pacea.u-bordeaux1.fr/IMG/pdf/algo-em.pdf

Estimation d'un mélange de Gaussiennes

» Mélange de deux gaussiennes P(Z; = 1) = A;
P(Zy=2)=1—X;

> L(Xi|Zi = 1) = N(p1, T1); L(XilZi = 2) = N(p2, T2);

> 0= ()‘)/1’17217/1’2722)

» Calcul de
. p(Xi, Zi = 1{0m,
po= PZ=1ix.0,) = AXZ )
P(Xi|Zi =1,0m)P(Z; =1) 2)
P(Xl,Z,' = 1’9,,,) + P()(,'7 Z,' = 2‘9,,,
B AP(Xi|Zi =1,0p) (3)

AP(Xi|Zi =1,0m) + (1 — AP(Xi|Zi = 2,0pm)

Toutes ces quantités sont calculables avec les gaussiennes
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Méthode des moments

Le cadre est le méme que pour I'estimation au maximum de
vraisemblance.

méthode: déterminer les parameétres en égalant les estimations
empiriques et théoriques des moments.

exemple

Déterminer par la méthode des moments les estimations des
parametres m et de la distribution uniforme sur [m — a, m + .
densité: il[m—a,ma]

moment d'ordre 1 = m

, A2
moment d’'ordre 2 :3’"%
d'ou
m = %Zxk
3m?+a? 1 2
3 = o2
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Méthode des moments

Remarque: La méthode des moments peut ne pas avoir de
solutions si on prend davantage de moments (par exemple 3
moments ou plus pour 2 inconnues)

— Utiliser une méthode généralisée en résolvant au mieux les
équations des moments aux moindres carrés.

Exemple 2: Recaler deux formes en utilisant les moments. Trouver
les paramétres de la transformation t.q les moments de la forme
initiale transformée soient égaux aux moments de la forme cible.
Exemples d’articles utilisant des moments: [FCHO05, Cha04]
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Modele déterministe et estimation aux moindres carrés

On se place dans le cas ou le parameétre p et les mesures z sont
décrites linéairement A9 = z

Rappel: on peut choisir une norme significative du probleme, par
exemple || Z||? = 1 =27 ou plus généralement ||Z||> = ZtA"1Z
ou A est la matrice de covariance des mesures.

On a l'estimation

0 = (AIANTTA)TLAINLZ
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Interprétation statistique des moindres carrés

Si on considere qu'en fait Z = Af + v ou v est un bruit gaussien
de moyenne nulle et de variance E(w') = A, alors
1

_ ot Lir aenciig
P20 = s g P2~ AAZ = A)

puisque z est gaussienne d'espérance Af et de variance A. 0
maximise p(Z/6) — estimation au maximum de vraisemblance.
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Exemple d’estimateur linéaire aux moindres carrés

Fusion de données Soient deux mesures (my, A1) et (my, A2)
d'une méme quantité. Déterminer une estimation m de cette
quantité tenant compte de ces deux mesures.

Une facon de calculer m est de minimiser :

(m—my)" AT (m = my) + (m— m2) A (m — my)
donc, en dérivant
ATY(m — my) + Ay (m—mp) =0

et
m= (ATt + A THAT My + Ayt my)

. ) , /
ou d'utiliser les moindres carrés avec A = ( /
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Exemple d'estimateur linéaire aux moindres carrés (2)

Modeles auto-régressifs Un processus temporel {y;} suivant un
modele auto-régressif est défini par
p
ye+ Z AYi—k = Ut
k=1
2

ou uy est un processus non corrélé de moyenne O et de variance .
modele utilisé pour la parole et pour décrire des phénomenes
temporels complexes mais assez réguliers.

Méthode 1: détermination des a, aux moindres carrés

étant données des observations yy, ..., y,, on a

Yp Yp—-1 Yp—2 - YO al
Y Yp-1 -+ N a2
Yerr | P T =0
Yn-1 Yn-2 Yn-3 - Yn-p-1 dp
Y Y

solution: a = —(YtY) 1yt
M.-O. Berger



Modeles auto-régressifs: résolution statistique

méthode 2: utilisation des corrélations ry = cov(ytik, Yk)

p
ye + Z AkYt—k = Ut
k=1

donc
cov(uy, ue) cov(ug, yt)
cov(ye + D h_y akYe—k: Vt)
ro+ > akrk
P
0 = cov(ut, yr-1) = COV()’H'Z akYt—k; Ye—1) = n+airt+azrn+...aprp-1
k=1
d'ol
n o n Ip a o2
n n fp—1 a 0
) : ) = (%)
o Ip—1 o dp 0
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Modeles auto-régressifs

Estimation de Yule-Walker: solution de (*) en remplagant les
covariances inconnues par les covariances estimées

IS ~ s -1 IS

dl ) n cee Fp—1 rn

d» ?1 ?‘0 ?p_g ?2
=—|. : +

ap rp,1 rp,2 s} rp
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Moindres carrés non linéaires

L'approche aux moindres carrés se généralise a toute fonction liant
mesure et parametres z; = f;(6).

0 = argmin Z(Zi — £(0))?

Dans ce cas, il n'y a pas (en général) de solution explicite et [é est
obtenu par minimisation numérique.
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Evaluer la précision de I'estimation

Le cas des moindres carrés L'erreur d'estimation dans un
moindre carré est (A'A1A)7L.

Dans le cas non linéaire

0 = argming(0) & = ¢(0)

Il n'y a pas de raison de préférer 6 a 6 lorsque

|6(6) — | < e

— définition d'une région d'indifférence dans I'espace des
parametres.
En utilisant un développement de Taylor a 'ordre 1

~ 1 N
9(0) ~ &+ 400 + 50" Hoo

ol 30 =0 — 0, g est le gradient de ¢ calculé en 0 = 0 et H est le
hessien de ¢ calculé en 8 = 6.
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Evaluer la précision de I'estimation

o(0) =~ ¢+ §06 + %59%50
A l'optimum, g = 0, donc
P(0) ~ ¢ + %50’?/%59
La région d'indifférence est donc définie par
50T H50 < 2¢

définit un ellipsoide de dimension dim(6).
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Pourquoi étudier les méthodes de minimisation numérique

[Cia82] est un bon ouvrage de référence.
pourquoi: les modes d’estimation au max de vraisemblance et les
moindres carrés généralisés conduisent a minimiser des fonctions
complexes — optimisation numérique
La difficulté varie selon que
» on cherche un optimum local (ou un optimum global avec une
bonne solution initiale)

» on cherche un optimum global
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Recherche d'un optimum local

Résolution de I'équation F’(x) = 0 on cherche a trouver le
minimum d'une fonction F en résolvant |'équation F’(x) = 0.
Méthode de Newton pour la résolution de f(x)=0 nécessite
I'évaluation de f et f'.

on définit la suite

B f(xk)
X0 Xk+1 = Xk — F1(xe)

interprétation géométrique: xx1 est l'intersection de la tangente a
f en x, avec |'axe des x.

a Xy Xy Xq Xo

Fic. 7.5-1.

M.-O. Berger



Recherche d'un optimum local: méthode de Newton

origine: si ( est le zéro de f, le développement de Taylor de f au
voisinage de xg est

f(C) =0= f(Xo) + (C — Xo)f/(Xo) + ...
en négligeant les termes d'ordre 2,
_ f(xo)
f'(x0)
nécessité de disposer d'une estimée initiale de la solution
généralisation en dimension supérieure

f: R" — R Si la matrice de dérivée f’ est une bijection en tout
point x, on considére le schéma de Newton

Xkr1 = xk = {F' (i)} ()
en pratique, calculer f/(x,)}~! & chaque itération est coliteux. —
conserver la méme matrice pendant p itérations.
Xa1 =Xk — {F'(x0)} 1f(xk) 0<k<p-—1
X1 = Xk — {1 (xp)} 1 () p<k<2p—1

M.-O. Berger
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Calcul itératif de I'optimum d’une fonction

» Minimiser F revient a résoudre I'équation F/(x) =0
» shéma:
Xer1 = xie— {F" ()} ' (x)

» Remarque: aprés avoir résolu F'(x) =0, il reste a voir si on a
un extremum? de quel type?
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Méthode de bracketing
utilisation de 3 points a < b < ¢

Figure 10.1.1.  Successive bracketing of a minimum The minimum is originally bracketed by pomts
1.3.2. The function is evaluated at 4, which replaces 2. then at S, which replaces 1: then at 6. which
replaces 4. The rule at each stage is to keep a center point that is lower than the two outside points. After
the steps shown, the minimum 1s bracketed by points 5.3.6
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Le cas multi dimensionnel: les méthodes de relaxation

principe des méthodes de relaxation: se ramener a des
minimisation successives de fonctions d'une seule variable réelle.
» solution initiale xg.
» se donner une direction de descente dx au point x.
» chercher le miminum de f le long de la droite passant par x
et de vecteur directeur di. déterminer p tel que

f(xk + p(xk, di)dk) = inf,f (xk + pdi)

on pose X1 = Xk + p(Xk, di)dk

3 V=i + i die
Yoz

FiG. 8.4-1
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Comment choisir les directions de descente?

» le plus simple: les axes des coordonnées pris de facon cyclique
» la direction du gradient (méthodes de gradient)
pour éviter les minimisations coliteuses, méthodes de gradient
a pas fixe:
Xk+1 = Xk — pr(Xk)
p étant a déterminer

P> autres: ex powell

M.-O. Berger



Réseaux de neurones et algorithme du gradient

stochastique

Exemple d'un des premiers réseaus convolutionnels pour la
classification des chiffres: [LBBH98]

1 teat C3:f. maps 16@10x10
 feature maps $4: 1. maps 16@5x5
INPUT
6@28x28
32x32 @ S2: 1. maps
6@14x14

Ful\conAechuu | Gaussian connections
Convoluions Subsampling Convolutions ~ Subsampling Full connection

Fig. 2. Architecture of LeNet-5, a Convolutional Neural Network, here for digits recognition, Bach plane is a feature map, i.e. a set of units
whose weights are constrained to be identical.

P> Apprentissage supervisé: une liste de données ZP dont la
classe est connue DP (vérité terrain)

» Soit W les parameétres ajustables du systéme (convolution,...)

» le réseau calcule une fonction F(Z, W) qui fournit I'étiquette
de Z



Réseaux de neurones et algorithme du gradient

stochastique

Calcul de W?

P Les parametres W du systeme sont “appris’ en minimisant
Etrain(W) = > dist(DP, F(ZP, W)

» Minimisation par une descente de gradient... mais nombre de
données d'entrée tres important — le calcul du gradient est
trés couteux

» Recours aux méthodes de descente de gradient
stochastique: un gradient “bruité” est évalué sur la base
d’un seul exemple tiré aléatoirement (ou d'un petit lot) qui
permet la re-estimation des parametres.

> La descente de gradient stochastique est en particulier tres
efficace pour des grands ensembles de données contenant de
la redondance. Voir [Bot12]

M.-O. Berger



Comparaison descente de gradient et SGD
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Recherche d'un optimum global et le recuit simulé

Méthode alternative: utiliser les méthodes d'optimisation locale
en partant d'un grand nombre d'initialisations bien réparties...
aléatoire

Principe du Recuit simulé [KGV83]: établir une analogie entre
le probleme a résoudre et un systeme physique évoluant a une
certaine température.

Le recuit métallurgique:

pour trouver les états de basse énergie (états fondamentaux) d'un
systeme complexe: réchauffer a une température élevée puis le
refroidir (trés) lentement — états cristallins de tres faible énergie
(forcer I'état du systeme dans des régions de basse énergie tout en
lui évitant d'étre piégé dans des états correspondants a des minima
locaux d'énergie élevée).

Si la descente est trop rapide, matériau amorphe.
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Principe du Recuit simulé

Conflguration désordonnée
Température élevée

oo o O

recuft; refrotdissement lent trempe: refroidissement brutal
Minimum global de I'énergle Minimum local de 1'énergle

état sollde amorphe

état solide cristallin
Figure 2.4: Comparaison des techniques du recuit et de la trempe.

les méthodes de descente locale conduisent a un refroidissement
trop rapide.
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Principe du Recuit simulé

P> A partir d'une estimée initiale, un nouveau point est généré
selon une fonction de distribution.
Le point est accepté ou rejeté, selon une fonction
d'acceptation h(x), qui est fonction d'un parametre T appelé
"température” , et de la différence des valeurs de la fonction a
minimiser entre le point courant et le point précédent.

> Initialement, T est élevée, et le nouveau point est accepté
prés de la moitié du temps. Quand la température baisse, il
devient de plus en plus improbable d’accepter un point dont la
valeur est plus grande que la valeur du point précédent, ce qui
effectue bien une minimisation de la fonction.

» Accepter un point méme s'il donne une valeur de la fonction
plus grande que la valeur précédente permet a I'algorithme de
sauter les minima locaux et de trouver le minimum global.

M.-O. Berger



Mise en ceuvre du recuit simulé

[Hér91, KGV83, MRTT53, vLA87] Thermalisation a une
température T algorithme de type monte carlo engendrant une
séquence d'états convergeant vers une distribution de Boltzman.

o
2]

o

soit une configuration initiale (aléatoire) x = (x1, ..., Xp)

a partir de cet état, effectuer un petit déplacement (par
exemple en changeant aléatoirement une des coordonnées).
Soit x’ le nouvel état.

évaluation du différentiel d'énergie AE = E, — E

si AE < 0, accepter le déplacement (— on a un meilleur
minimum)

si AE > 0, accepter le déplacement avec la probabilité
exp(—AE/kt). (en pratique, tirer un nombre aléatoire dans

[0,1] et le comparer a exp(—AE/kt). s'il est inférieur on
accepte la transformation, sinon elle est refusée.

répéter les étapes 2 a 5 jusqu'a atteinte de I'équilibre

M.-O. Berger



Mise en ceuvre du recuit simulé

ow—

P(AE, T, k=1)

Figure 2.6: Probabilités d’acceptation d’une transformation élémentaire en fonction
de AE.
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Exemple : Le probleme du voyageur de commerce

| ]

Etant données n villes déterminer le plus court trajet passant par
toutes ces villes exactement une fois.
combinatoire élevée: (n— 1)!/2.
> état: une permutation de 1..n interprétée comme |'ordre dans
lequel les villes sont visitées
» changement aléatoire de configuration: tirer 2 villes au hasard
et inversion le trajet sur ce troncon

M.-O. Berger



Exemple : Le probleme du voyageur de commerce

> fonction a minimiser £/ (x; — xi+1)2 + (Vi — yi+1)?

» mise en ceuvre: T est maintenue tant que on n’a pas atteint
100 x n reconfigurations ou si on a atteint 10 X n
reconfigurations acceptées

M.-O. Berger



Recuit simulé
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Figure 10.9.1. “Traveling salesman problem solved by simulated annealing. The (nearly) shortest patl
among 100 randomly positioned cites is shown in (x). The dotted line i a river, but there is no penalty it
crossing. In (b) the river-crossing penalty is made large, and the solution resricts iself o the minimun
number of crossings, two. In (¢) the penalty has been made negative: the salesman is actually a smuggle:
who crosses the river on the flimsiest excuse!
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