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Part I

Généralités sur l’estimation
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Qu’est ce qu’un estimateur ?

Cadre expérimental: on considère un ensemble d’expériences
donnant lieu à des mesures directes ou indirectes d’une grandeur θ
que l’on veut estimer.
Problèmes:

I Trouver une estimation θ̂ de θ en fonctions des mesures

I Avec quelle précision est elle obtenue? (←→ déterminer
var(θ̂ − θ)).

Def: statistique
échantillon: vecteur composé de k v.a x1, ..., xk indépendantes et
de même distribution (ie k observations d’un même phénomène
X). Toute fonction de x1, ..., xk est appelé statistique.
Def: estimateur: fonction des résultats d’une épreuve (statistique)
dont la réalisation est adoptée comme la valeur du paramètre
inconnu θ.
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Estimateur sans biais

Def: un estimateur θ̂ de θ est sans biais si E (θ̂) = θ.

Exemples d’estimateurs

si les xi sont les réalisations d’un v.a X, alors la moyenne est un
estimateur sans biais de E (X ).
on a E [xi ] = E [X ]

E (x̃) = E (
1

k

i=k∑
i=1

xi ) =
1

k

i=k∑
i=1

E (xi ) = E (X )

s2
x = 1

k

∑i=k
i=1(xi − x̃)2 est un estimateur biaisé de var(X ).

un estimateur non biaisé de la variance est 1
k−1

∑k
i=1(xi − x̃)2.
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Estimation paramétrique/non paramétrique

I Paramétrique: suppose que les données obéissent à un
modèle (probabiliste ou non) défini par un nombre fini de
paramètres à estimer. L’objectif est de déterminer les
paramètres avec la meilleure précision possible.

I Non paramétrique: tente de construire un modèle pour les
données avec le moins possible d’hypothèses a priori.

I exemple: l’estimation d’un loi de probabilité à partie d’un
échantillon peut se faire à partir de la donnée a priori d’une loi
(exemple gaussienne) ou sans hypothèse de loi par la méthode
de Parzen.
En pratique, on s’intéressera essentiellement ici à l’estimation
paramétrique.
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Objectifs:

I Définir les modes d’estimation:
moindre carrés, maximum de vraisemblance, méthodes des
moments

I Calculer l’estimation, le mode étant choisi
calcul explicite pour les moindres carrés, minimisation itérative
le plus souvent

I Évaluer la qualité de l’estimation
calculer la variance de l’estimation, estimer la qualité du fitting

I Estimer de façon robuste, c’est à dire sans tenir compte
d’éventuelles données ne suivant pas le modèle.
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De quoi dépendent les méthodes d’estimation

Les méthodes d’estimation sont très nombreuses. Elles dépendent

I de la connaissance de la loi physique théorique liant mesures
et observations.

I de la connaissance de la loi de probabilité liant observation et
mesures (modélisation probabiliste de l’erreur)

I de la connaissance d’une valeur approximative de l’estimation
cherchée

I du critère retenu
estimation d’un paramètre ←→ minimum d’une fonction de
coût traduisant la compatibilité entre mesures et paramètres.

En général, le lien entre mesures et vecteur d’état est connu.

Z = f (X ) + u

ou u est un bruit le plus souvent blanc dont la variance est connue
et f souvent non linéaire.
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Part II

Les méthodes d’estimation
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Estimation au minimum de variance

On cherche un estimateur θ̂ de θ sans biais et de variance minimale

E (θ̂) = θ, Var(θ̂) minimale

Théorème: la meilleure estimation de X au minimum de variance
est E (X/Z ).
cadre d’utilisation: les estimations récursives

le problème de la cible

Déterminer le centre de dispersion des tirs pour le faire cöıncider
avec le centre de la cible.
Pour améliorer l’efficacité, ne pas attendre que toutes les mesures
soient faites mais apporter une correction après chaque tir →
estimer les paramètres inconnus après chaque tir et adapter la
correction apportée au paramètre en fonction de la mesure
effectuée.
Voir le cours sur les estimateurs récursifs et le filtrage de Kalman.
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Estimation au maximum de vraisemblance

Principe: Étant donné l’échantillon de mesures obtenues, la
méthode du maximum de vraisemblance consiste à choisir parmi
les valeurs possibles du paramètre, celle qui maximise la
probabilité d’obtenir l’échantillon dont on dispose.
la loi f (x |θ) de la variable observée X est supposée connue.
exemple: l’observation suit une loi normale de paramètre

θ = (m, σ): f (x |θ) = 1√
2πσ

e−( x−m
σ

)2
.

soit u le vecteur des observations [x1, ..., xn]t résultat des épreuves
X1, ...,Xn.On choisit θ̂ pour que la densité de probabilité des
épreuves X1, ...,Xn prenne sa plus grande valeur pour les
réalisations obtenues x1, ..., xn.

θ̂ = argmax g(x1, ..., xn|θ)

g(x1, ..., xn|θ) est la fonction de vraisemblance.
θ̂ est l’estimation au maximum de vraisemblance du paramètre θ.
Remarque: mène souvent à des estimateurs biaisés
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Max de vraisemblance et moyenne

La vraisemblance est plus grande pour la position de la gaussienne
bleue
[Illustration tirée de Wikipedia]
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Max de vraisemblance et dispersion

La vraisemblance est plus grande pour la dispersion de la
gaussienne bleue
[Illustration tirée de Wikipedia]
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Méthode explicite de détermination de θ̂.

argmaxg(x1, ..., xn|θ) = argmax ln(g(x1, ..., xn|θ))

Si les épreuves sont indépendantes:

g(x1, ..., xn|θ) = Πk=n
k=1f (xk |θ)

ln(g(x1, ..., xn|θ)) = Σln(f (xk |θ))

si f est dérivable, ∑ ∂ln(f (xk |θ))

∂θ
= 0

(si θ = (θ1, ..., θr ), il y a r équations scalaires).
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Exemples d’estimation au maximum de vraisemblance

estimation du paramètre µ d’une distribution de Poisson.

P(x) =
µxe−µ

x!

estimer le paramètre µ d’une distribution connaissant les

observations x1, ..., xn sachant que P(x |µ) = µxe−µ

x! on a

0 =
∑ ∂

∂µ(ln(µxk e−µ/xk !)

=
∑

k
∂
∂µ(xk ln(µ)− µ)

=
∑

k(xk/µ− 1)

d’où µ = 1/n
∑

k xk
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Exemples d’estimation au maximum de vraisemblance (2)

Détermination d’une densité de probabilité
Problème du calcul de p(x |C1) connaissant des éléments x1...xn
appartenant à C1.
Si la forme générale de p est connue paramétriquement (ex loi de
gauss, de poisson . . . ), alors p peut être déterminée au maximum
de vraisemblance.
ex: on considère n mesures indépendantes x1...xn suivant une loi
de Maxwell de densité

p(x |A) =

√
2

π
A3x3exp(−A2x2

2
)

déterminer A au maximum de vraisemblance.
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Exemple : apprentissage non supervisé [DH73]

Un exemple simple tiré de [DH73]

I on considère un ensemble de mesures pouvant provenir de 2
classes sans que l’on sache de laquelle.

I on connâıt p(ω1) = 1/3 et p(ω2) = 2/3.

I on sait que p(z |ω1) et p(z |ω2) sont des gaussiennes de
variance σ2 = 1 mais de moyenne µ1 et µ2 inconnue.

Problème: estimer µ1 et µ2 à partir des observations.

p(x |µ1, µ2) = p(x = X (ω) et ω ∈ ω1) + p(x = X (ω)etω ∈ ω2)
= p(x |ω1) ∗ p(ω1) + p(x |ω2) ∗ p(ω2)
= 1

3
1√
2π

exp(−1
2 (x − µ1)2) + 2

3
1√
2π

exp(−1
2 (x − µ2)2)
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Apprentissage supervisé

estimation au maximum de vraisemblance:
maximiser

∑
log p(x |µ1, µ2).
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Apprentissage non supervisé

∑
x log p(x |µ1, µ2): 2 maxima (µ1, µ2) = (−2.130, 1.668) et

(µ1, µ2) = (2.085,−1.257).
En pratique, l’estimation au maximum de vraisemblance débouche
sur des équations sans solutions directes et nécessite de recourir à
des résolutions numériques.
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L’algorithme EM

EM= Expectation (esperance)-Maximisation

I Une méthode de type maximum de vraisemblance

I Une méthode itérative utile lorsque la vraisemblance est
impossible à maximiser analytiquement

I utilise des variables cachées non observables qui facilitent
l’estimation

I Connaissant une valeur θm du vecteur de paramètre θ,
l’algorithme EM vise à trouver une valeur plus vraisemblable
θm+1 (i.e P(X |θm+1 > P(X |θm)). Deux étapes:
I (E): Evaluation de l’espérance de la vraisemblance en tenant

compte des dernières variables observées
I Etape (M): Estimation de θ

I → amélioration progressive des valeurs de Z et de θ
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Les variable cachées dans l’algorithme EM

Que sont les variables cachées? Elles sont naturelles et
correspondent souvent à des affectations des données au modèle.

Exemple de l’estimation d’une mélande de gaussiennes

I X = (X1, ...,Xn) les observations issues d’une mélange
gaussien. On considèrera Z = (Z1, ...,Zn) où Zi détermine la
gaussienne dont est issue Xi .

I Si Z était connue, l’estimation des paramètres des deux
gaussiennes serait évidente.
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La théorie

I On démonte qu’une valeur θm+1 plus vraisemblable que θm
est obtenue par:

θm+1 = argmaxθEZ |X ,θm [logP(X ,Z |θ)](1)

I étape E : calcul de EZ |X ,θm [logP(X , z |θ)]
Nécessite de calculer P(Zi |X , θm): on affine ainsi l’affectation
Zi

I étape M: On calcule la valeur θm+1 qui réalise le maximum
de (1)

I la preuve se base sur l’introduction de Z dans la
vraisemblance selon:

P(X ,Z |θ) = P(Z |X , θ) ∗ P(X |θ)

Pour des éléments de preuve voir par exemple un document de
F. Santos (Univ Bordeaux).
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Estimation d’un mélange de Gaussiennes

I Mélange de deux gaussiennes P(Z1 = 1) = λ;
P(Z1 = 2) = 1− λ;

I L(Xi |Zi = 1) = N (µ1,Σ1); L(Xi |Zi = 2) = N (µ2,Σ2);

I θ = (λ, µ1,Σ1, µ2,Σ2)

I Calcul de

p̃i = P(Zi = 1|Xi , θm) =
p(Xi ,Zi = 1|θm)

P(Xi |θm)
(1)

=
P(Xi |Zi = 1, θm)P(Zi = 1)

P(X1,Zi = 1|θm) + P(Xi ,Zi = 2|θm
(2)

=
λP(Xi |Zi = 1, θm)

λP(Xi |Zi = 1, θm) + (1− λP(Xi |Zi = 2, θm)
(3)

Toutes ces quantités sont calculables avec les gaussiennes
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Méthode des moments

Le cadre est le même que pour l’estimation au maximum de
vraisemblance.
méthode: déterminer les paramètres en égalant les estimations
empiriques et théoriques des moments.

exemple

Déterminer par la méthode des moments les estimations des
paramètres m etα de la distribution uniforme sur [m − α,m + α].
densité: 1

2α1[m−α,m+α]

moment d’ordre 1 = m
moment d’ordre 2 = 3m2+α2

3
d’où

m = 1
n

∑
xk

3m2+α2

3 = 1
n

∑
x2
k
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Méthode des moments

Remarque: La méthode des moments peut ne pas avoir de
solutions si on prend davantage de moments (par exemple 3
moments ou plus pour 2 inconnues)
→ Utiliser une méthode généralisée en résolvant au mieux les
équations des moments aux moindres carrés.
Exemple 2: Recaler deux formes en utilisant les moments. Trouver
les paramètres de la transformation t.q les moments de la forme
initiale transformée soient égaux aux moments de la forme cible.
Exemples d’articles utilisant des moments: [FCH05, Cha04]
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Modèle déterministe et estimation aux moindres carrés

On se place dans le cas où le paramètre p et les mesures z sont
décrites linéairement Aθ = z
Rappel: on peut choisir une norme significative du problème, par
exemple ||Z ||2 =

∑ 1
σ2 z2

i ou plus généralement ||Z ||2 = Z tΛ−1Z
où Λ est la matrice de covariance des mesures.
On a l’estimation

θ̂ = (AtΛ−1A)−1AtΛ−1Z
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Interprétation statistique des moindres carrés

Si on considère qu’en fait Z = Aθ + v où v est un bruit gaussien
de moyenne nulle et de variance E (vv t) = Λ, alors

p(Z |θ) =
1

(2π)n/2
√

det(Λ)
exp(−1

2
(Z − Aθ)tΛ−1(Z − Aθ))

puisque z est gaussienne d’espérance Aθ et de variance Λ. θ̂
maximise p(Z/θ) → estimation au maximum de vraisemblance.
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Exemple d’estimateur linéaire aux moindres carrés

Fusion de données Soient deux mesures (m1,Λ1) et (m2,Λ2)
d’une même quantité. Déterminer une estimation m de cette
quantité tenant compte de ces deux mesures.
Une façon de calculer m est de minimiser :

(m −m1)tΛ−1
1 (m −m1) + (m −m2)tΛ−1

2 (m −m2)

donc, en dérivant

Λ−1
1 (m −m1) + Λ−1

2 (m −m2) = 0

et
m = (Λ−1

1 + Λ−1
2 )−1(Λ−1

1 m1 + Λ−1
2 m2)

ou d’utiliser les moindres carrés avec A =

(
I
I

)
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Exemple d’estimateur linéaire aux moindres carrés (2)

Modèles auto-régressifs Un processus temporel {yt} suivant un
modèle auto-régressif est défini par

yt +

p∑
k=1

akyt−k = ut

où ut est un processus non corrélé de moyenne 0 et de variance σ2
u.

modèle utilisé pour la parole et pour décrire des phénomènes
temporels complexes mais assez réguliers.
Méthode 1: détermination des ak aux moindres carrés
étant données des observations y0, ..., yn, on a

yp
yp+1

...
yn−1


︸ ︷︷ ︸

y

+


yp−1 yp−2 ... y0

yp yp−1 ... y1
...

...
...

...
yn−2 yn−3 ... yn−p−1


︸ ︷︷ ︸

Y


a1

a2
...
ap

 = 0

solution: a = −(Y tY )−1Y ty
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Modèles auto-régressifs: résolution statistique

méthode 2: utilisation des corrélations rk = cov(yt+k , yk)

yt +

p∑
k=1

akyt−k = ut

donc
cov(ut , ut) = cov(ut , yt)

= cov(yt +
∑p

k=1 akyt−k , yt)
= r0 +

∑
ak rk

0 = cov(ut , yt−1) = cov(yt+

p∑
k=1

akyt−k , yt−1) = r1+a1r0+a2r1+...aprp−1

d’où 
r0 r1 ... rp
r1 r0 ... rp−1
...

...
...

...
rp rp−1 ... r0




a1

a2
...
ap

 =


σ2
u

0
...
0

 (∗)
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Modèles auto-régressifs

Estimation de Yule-Walker: solution de (*) en remplaçant les
covariances inconnues par les covariances estimées

a1

a2
...
ap

 = −


r̂0 r̂1 ... r̂p−1

r̂1 r̂0 ... r̂p−2
...

...
...

...
r̂p−1 r̂p−2 ... r̂0


−1

+


r̂1

r̂2
...
r̂p


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Moindres carrés non linéaires

L’approche aux moindres carrés se généralise à toute fonction liant
mesure et paramètres zi = fi (θ).

θ̂ = argmin
∑

(zi − fi (θ))2

Dans ce cas, il n’y a pas (en général) de solution explicite et [θ̂ est
obtenu par minimisation numérique.
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Évaluer la précision de l’estimation

Le cas des moindres carrés L’erreur d’estimation dans un
moindre carré est (AtΛ−1A)−1.
Dans le cas non linéaire
θ̂ = argminφ(θ) φ̂ = φ(θ̂)
Il n’y a pas de raison de préférer θ à θ̂ lorsque

|φ(θ)− φ̂| ≤ ε

→ définition d’une région d’indifférence dans l’espace des
paramètres.
En utilisant un développement de Taylor à l’ordre 1

φ(θ) ≈ φ̂+ q̂tδθ +
1

2
δθtĤδθ

où δθ = θ − θ̂, q̂ est le gradient de φ calculé en θ = θ̂ et Ĥ est le
hessien de φ calculé en θ = θ̂.

M.-O. Berger Estimation



Évaluer la précision de l’estimation

φ(θ) ≈ φ̂+ q̂tδθ +
1

2
δθtĤδθ

A l’optimum, q̂ = 0, donc

φ(θ) ≈ φ̂+
1

2
δθtĤδθ

La région d’indifférence est donc définie par

δθtĤδθ ≤ 2ε

définit un ellipsöıde de dimension dim(θ).
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Part III

Minimisation : considérations

numériques
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Pourquoi étudier les méthodes de minimisation numérique

[Cia82] est un bon ouvrage de référence.
pourquoi: les modes d’estimation au max de vraisemblance et les
moindres carrés généralisés conduisent à minimiser des fonctions
complexes → optimisation numérique
La difficulté varie selon que

I on cherche un optimum local (ou un optimum global avec une
bonne solution initiale)

I on cherche un optimum global
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Recherche d’un optimum local

Résolution de l’équation F ′(x) = 0 on cherche à trouver le
minimum d’une fonction F en résolvant l’équation F ′(x) = 0.
Méthode de Newton pour la résolution de f(x)=0 nécessite
l’évaluation de f et f ′.
on définit la suite

x0 xk+1 = xk −
f (xk)

f ′(xk)

interprétation géométrique: xk+1 est l’intersection de la tangente à
f en xk avec l’axe des x.
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Recherche d’un optimum local: méthode de Newton

origine: si ζ est le zéro de f , le développement de Taylor de f au
voisinage de x0 est

f (ζ) = 0 = f (x0) + (ζ − x0)f ′(x0) + ....

en négligeant les termes d’ordre 2,

ζ = x0 −
f (x0)

f ′(x0)

nécessité de disposer d’une estimée initiale de la solution
généralisation en dimension supérieure
f : Rn → R Si la matrice de dérivée f ′ est une bijection en tout
point x , on considère le schéma de Newton

xk+1 = xk − {f ′(xk)}−1f (xk)

en pratique, calculer f ′(xk)}−1 à chaque itération est coûteux. →
conserver la même matrice pendant p itérations.

xk+1 = xk − {f ′(x0)}−1f (xk) 0 ≤ k ≤ p − 1
xk+1 = xk − {f ′(xp)}−1f (xk) p ≤ k ≤ 2p − 1
....... M.-O. Berger Estimation



Calcul itératif de l’optimum d’une fonction

I Minimiser F revient à résoudre l’équation F ′(x) = 0

I shéma:
xk+1 = xk − {F ′′(xk)}−1F ′(xk)

I Remarque: après avoir résolu F ′(x) = 0, il reste à voir si on a
un extremum? de quel type?
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minimisation: le cas mono-dimensionnel

Méthode de bracketing
utilisation de 3 points a < b < c
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Le cas multi dimensionnel: les méthodes de relaxation

principe des méthodes de relaxation: se ramener à des
minimisation successives de fonctions d’une seule variable réelle.

I solution initiale x0.
I se donner une direction de descente dk au point xk .
I chercher le miminum de f le long de la droite passant par xk

et de vecteur directeur dk . déterminer ρ tel que

f (xk + ρ(xk , dk)dk) = infρf (xk + ρdk)

on pose xk+1 = xk + ρ(xk , dk)dk
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Comment choisir les directions de descente?

I le plus simple: les axes des coordonnées pris de façon cyclique

I la direction du gradient (méthodes de gradient)
pour éviter les minimisations coûteuses, méthodes de gradient
à pas fixe:

xk+1 = xk − ρ∇f (xk)

ρ étant à déterminer

I autres: ex powell
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Réseaux de neurones et algorithme du gradient
stochastique

Exemple d’un des premiers réseaus convolutionnels pour la
classification des chiffres: [LBBH98]

I Apprentissage supervisé: une liste de données Zp dont la
classe est connue Dp (vérité terrain)

I Soit W les paramètres ajustables du système (convolution,...)
I le réseau calcule une fonction F (Z ,W ) qui fournit l’étiquette

de Z
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Réseaux de neurones et algorithme du gradient
stochastique

Calcul de W?

I Les paramètres W du système sont “appris” en minimisant
Etrain(W ) =

∑
dist(Dp,F (Zp,W )

I Minimisation par une descente de gradient... mais nombre de
données d’entrée très important → le calcul du gradient est
très couteux

I Recours aux méthodes de descente de gradient
stochastique: un gradient “bruité” est évalué sur la base
d’un seul exemple tiré aléatoirement (ou d’un petit lot) qui
permet la re-estimation des paramètres.

I La descente de gradient stochastique est en particulier très
efficace pour des grands ensembles de données contenant de
la redondance. Voir [Bot12]
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Comparaison descente de gradient et SGD
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Recherche d’un optimum global et le recuit simulé

Méthode alternative: utiliser les méthodes d’optimisation locale
en partant d’un grand nombre d’initialisations bien réparties...
aléatoire
Principe du Recuit simulé [KGV83]: établir une analogie entre
le problème à résoudre et un système physique évoluant à une
certaine température.
Le recuit métallurgique:
pour trouver les états de basse énergie (états fondamentaux) d’un
système complexe: réchauffer à une température élevée puis le
refroidir (très) lentement → états cristallins de très faible énergie
(forcer l’état du système dans des régions de basse énergie tout en
lui évitant d’être piégé dans des états correspondants à des minima
locaux d’énergie élevée).
Si la descente est trop rapide, matériau amorphe.
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Principe du Recuit simulé

les méthodes de descente locale conduisent à un refroidissement
trop rapide.
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Principe du Recuit simulé

I A partir d’une estimée initiale, un nouveau point est généré
selon une fonction de distribution.
Le point est accepté ou rejeté, selon une fonction
d’acceptation h(x), qui est fonction d’un paramètre T appelé
”température” , et de la différence des valeurs de la fonction à
minimiser entre le point courant et le point précédent.

I Initialement, T est élevée, et le nouveau point est accepté
près de la moitié du temps. Quand la température baisse, il
devient de plus en plus improbable d’accepter un point dont la
valeur est plus grande que la valeur du point précédent, ce qui
effectue bien une minimisation de la fonction.

I Accepter un point même s’il donne une valeur de la fonction
plus grande que la valeur précédente permet à l’algorithme de
sauter les minima locaux et de trouver le minimum global.
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Mise en œuvre du recuit simulé

[Hér91, KGV83, MRTT53, vLA87] Thermalisation à une
température T algorithme de type monte carlo engendrant une
séquence d’états convergeant vers une distribution de Boltzman.

1 soit une configuration initiale (aléatoire) x = (x1, ..., xn)

2 à partir de cet état, effectuer un petit déplacement (par
exemple en changeant aléatoirement une des coordonnées).
Soit x ′ le nouvel état.

3 évaluation du différentiel d’énergie ∆E = Ex − Ex ′

4 si ∆E < 0, accepter le déplacement (→ on a un meilleur
minimum)

5 si ∆E ≥ 0, accepter le déplacement avec la probabilité
exp(−∆E/kt). (en pratique, tirer un nombre aléatoire dans
[0,1] et le comparer à exp(−∆E/kt). s’il est inférieur on
accepte la transformation, sinon elle est refusée.

6 répéter les étapes 2 à 5 jusqu’à atteinte de l’équilibre
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Mise en œuvre du recuit simulé
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Exemple : Le problème du voyageur de commerce
[PFTV88]

Étant données n villes déterminer le plus court trajet passant par
toutes ces villes exactement une fois.
combinatoire élevée: (n − 1)!/2.

I état: une permutation de 1..n interprétée comme l’ordre dans
lequel les villes sont visitées

I changement aléatoire de configuration: tirer 2 villes au hasard
et inversion le trajet sur ce tronçon
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Exemple : Le problème du voyageur de commerce

I fonction a minimiser Σ
√

(xi − xi+1)2 + (yi − yi+1)2

I mise en œuvre: T est maintenue tant que on n’a pas atteint
100× n reconfigurations ou si on a atteint 10× n
reconfigurations acceptées
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Recuit simulé
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